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Elementare  Ableitung  der  Formel  für  die 
Scliwingongsdaaer   eines  einfachen  Pendels. 

Von 

Herrn  Heinrieh  Gretsehely 
Lehrer  der  Matbemaftik  an  der  HandeUlehraoetalt  in  Leipsig, 


(Figur  8.  Taf.  I.) 
I. 


Die  nachstehenden  Entwickelangen  setzen  als  bekannt  voraus 
die  beiden  Formeln  der  niederen  Analysis 

und 

C08«A»9  =  2-^(2f4)«  +  2*-«M  2;^\2f4).  cos  2  (fi  -  X)  9,  .  (2) 

A=0  ^ 

in  welcher  letateren  11  eine  ganze  positive  Zahl  und 

_  2^(2^--1)(2fi^2)...(2fi--A  +  l) 
^^'*^^""  T.      27  3    A 

ist,  sowie  aasserdem  noch  die  goniometrische  Sommenformel 

n  + 1       .IUP 

cos      n       9  sin  "S" 

-S"cosÄqp= (^) 

sin^ 

Es  wird  femer  Anwendung  gemacht  werden  von  dem  Grent-* 
werthe,  den  die  Summe 

Theil  U.  1 
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2  Greiichel:  Elementare  Ableitung  der  Formel  für  die 

^^.COB^^k^ (4) 

k=a2n  2ft 

für  n=QD  annimmt.  Die  Ermittelung  dieses  Werthes  ist  daher 
unsere  erste  Aufgabe. 

Man  erhält  aber  diesen  Werth,  wenn  man  in  Gleichung  (2) 
fOr  ip  der  Reihe  nach 

schreibt 9  die  erhaltenen  Ausdrfiefce  addirt»  dann  die  Summe  mit 

n 

Q- multipllcirt  und  schliesslich  n=sao  setzt.    Nun  lassen  aber  die 

erwähnten  Substitutionen  das  erste,  vor  dem  Summenzeichen 
stehende  Glied  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (2)  unverändert, 
und  die  Addition  giebt  also  zunächst  nmal  dieses  Glied,  oder 

n.2  ^(2^)^-n,^^  g^      2fi 

Multiplicirt  man   nun  noch  mit  ö*«  so   ergiebt  sich    der  von  n 

unabhängige  Ausdruck 

1.3.6.,.  (2fi—l)   n  ^ 

2.4.6...      2fi      '2 ^^^ 

Substituirt  man  ferner  die  in  (5)  angegebenen  n  Werthe  von  ip  In 
eines  der  hinter  dem  Summenzeichen  auf  der  rechten  Seite  von 
(2)  stehenden  Glieder  und  addirt,  so  erhält  man,  wenn  vorläufig 
der  BinomioalcoefBcient  und  der  vor  dem  Summationszeichen  ste- 
hende Factor  weggelassen  werden,  die  Summe 

l       cos2{f*-X)l^  +  cos2(^-A)2j  +  ...+cos2(^-A)n£ 
(6)  j 

(=cosl(^-A>^  +  cos2(^-A)^  +  .,. +co»«(fi-i)^. 

Der  Gleichung  (3)  zufolge  bat  aber  diese  Summe  den  Werth 
f ? * (7) 
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Sehwltiifungsdauer  eines  einfachen  Penäeis.  3 

Ist  ^— it  eine  gerade  Zahl,  so  ist  8in(f4  — A):r  =  0  und  so- 
nach  hat  die  ganze  Summe  den  Werth  Null. 

Ist  dagegen  (i — l  angerade»  so  hat  der  zweite  Factor  des 
Zählers  von  (7)  den  Werth  dblt  und  der  erste  Factor  ist,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  dem  Nenner  gleich.  Demnach  bat  in 
diesem  Falle  die  Summe  (6)  als  Werth  die  positive  oder  negative 
Einheit. 

Maltiplicirt  man  nan  die  Summe  der   Reihe  (6),  sofern  sie 

überhaupt  von  Null  verschieden  ist,  noch  mit  ,j-  und   setzt  dann 

n=aD,  so  erhält  man  wieder  den  Werth  Null. 

Da  die  Zahl  der  auf  diese  Art  aus  (2)  sich  ergebenden 
Summen  endlich»  nämlich  gleich  ß  ist  (XsiO,  l,  2,...,  fi  — 1),  so 
ist  ihr  Gesammtwerth ,  auch  nachdem  man  eine  jede  noch  mit 
dem  bisher  vernachlässigten  Factor  multiplicirt  hat,  ebenfalls  der 
Null  gleich»  und  als  Werth  der  Summe  (4)  für  ein  unendlich 
grosses  n  erglebt  sich  daher  nur  der  Ausdruck  (6).  Es  ist  also 
für  fi  =  QO 

if"  coB^n ^  =  ];l'l-'^f:}}.^.  .  .  .(8) 

*=:i2ii  2»      2.4.6...     2fi       2 


U. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  die  eigentliche  Aufgabe^ 
die  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  eines  einfachen  Pendels, 
in  Angriff  genommen  werden. 

Es  sei  in  der  Figur  O  der  Drehungspunkt  eines  solchen  Pen- 
dele von  der  Länge  OA  =  OB  =  /;  OA  sei  die  äu^tser^ite  Lage 
des  letzteren»  welche  von  der  vertikalen  Lage  OB  um  den  Winkel 
tf  abweicht»  während  die  Abweichung  der  Lage  OP  von  OB  nur 
den  Werth  q>  hat.  Die  Winkel  denken  wir  uns  dabei  immer 
durch  die  Bdgen  gemessen»  die  ihnen  in  einem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  1  angeboren. 

Dann  hat  man  ßlr  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  P  in 
seiner  Bahn  die  Formel 

V  =5  V2^/(cosg>  —  cos«), (9) 

und  wenn  wir  annehmen»  dass  diese  Geschwindigkeit  ungeändert 
bleibt»  während  der  Punkt  P  das  kleine  Bogenelement  PR  durch« 
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läuft»   welches   einer  Abnahme  des  Winkels  g)  nm  die   Grösse 
POR  =  i  entspricht  und  also  den  Werth 

PR  =  K 

hat»  so  können  wir  die  Zeit  r,  welche  zum  Durchlaufen  dieses 
Elementes  nuthig  ist,  nach  der  Formel 


K      4/"/  i 

^        ^9    V2(cos9— cosa) 


.   .  (W) 
'    y    -y  ;fi^cos9> — COS«; 

berechnen. 

Wir  projiciren  nun  die  Punkte  A^  P  und  R  rechtwinklig  auf 
OB  und  schlagen  Ober  der  Strecke 

ÄC=/(l-cosa)  =  2/sin«? (II) 

als  Durchmesser  einen  Halbkreis»  welcher  PM  und  RN  in  Q  und 
iS  schneidet.  Die  Lage  des  Punktes  Q,  welcher  dem  Punkte  P 
entspricht»  bestimmen  wir  durch  den  Winkel  QBC=siif.  Einer 
Abnahme  des  Winkels  9  um  die  Grosse  d  entspricht  dann  eine 
Zunahme  von  ^,  welche  den  Betrag  SBQ=:s  hat.  Während  der 
Punkt  P  von  A  nach  B  geht»  das  Pendel  also  eine  Viertel- 
schwingung vollendet»  geht  der  Punkt  Q  auf  dem  Halbkreise  von 

C  bis  B,  wobei  ^  alle  Werthe  von  0  bis  |  durchläuft.     Wir 

wollen  nun  statt  der  Bewegung  des  Punktes  P  im  Folgenden  die 
Bewegung  des  Punktes  Q»  gleichsam  des  Schattens»  der  von  P 
auf  den  Halbkreis  fällt»  in's  Auge  fassen,  ^u  dem  Ende  schaffen 
wir  aus  der  Gleichung  (10)  die  Grössen  <p  und  d  weg  und  er- 
setzen  sie  durch  ifß  und  e. 

Aus  der  Figur  ergiebt  sich  zunächst  ffir  CM  der  doppelte  Werth 

l(cosq> — cosa)  und  i?Csin*^. 

Durch  Gleichsetzung  beider  Werthe  ergiebt  sich  unter  Beachtung 
der  Formel  (11) 

cos^-'cosa  =r  2sin*5sin*4;» (12) 

woraus  folgt 

V  2  (cos  (p  —  coso)  =  2  sin  ^  sin  ^ (13) 

Ferner  kann  man  lUn  betrachten  als  die  Projection  des  Bogen- 
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Schwingnngsdauer  eines  einfachen  Pendels,  5 

elemeotes  PK=zld,  welches  mit  der  Richtung  OB  den  Winkel 
^ — q>  einschliesst,  und  daher  ist 

lUN  =  Usinq). 

Andererseits    ist    aber  lUN  auch  die   Projection   des  Bogenele* 

mentes  QS,  welches  mit  der  Richtung. Oi?  den  Winkel  5-  —  3^^ 

einschliesst.  Als  Richtung  des  Bogenelementes  betrachten  wir 
6OW0I  bei  PRt  als  bei  QS  die  Richtung  der  Tangente  im  An- 
fangspunkte. Was  die  Länge  des  Elementes  QS  betrifft,  so  ist 
dieselbe  gleich  dem  Halbmesser  des  Kreises,  multiplicirt  mit  dem 
zu  QS  gehurigen  Centriwinkel  2$,  oder 

QS  =  iBC.2s  =  BC.  e  =  2fcsin«^; 

fiir  MPI  ergiebt  sich  sonach  der  zweite  Werth 

MN  =  QS.Bin2^  =  4/esin*^sini^cos^. 

Die  Gleichsetzang  beider  Werthe  von  MN  liefert  fiir  d  den  Werth 

4€sln*^sin^cos^ 


«  =  - 


B\D(p 


Mit  Benutzung  der  Gleichung  (12)   findet  man  fBr  den   Nenner 
8mq>  den  Aasdruck 

sin  9  =  VI  — cos*9  =  Y  1  — (cosa  +  2sin*5sin*iJ;)* 

=  2sinüC0S^Y  1  —  sin'ffcos*^. 

Die  Einsetzung  dieses  Werthes  liefert  fßr  d  die  Formel  . 

2£sin^sin^ 


«  = 


^l-sin«! 


COß*^ 


und  wenn  man  sowol  diesen  Werth,  als  den  in  Gleichung  (13) 
verzeichneten  in  die  Formel  (10)  substituirt,  so  erhfilt  man  ffir 
das  Zeitelement  t  den  Ausdruck 
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W     ] — SIII*5COS't^ 

Wendet  man  auf  diese  Formel  die  Eiitwickelung  (1)  an,  so  be- 
kommt man  t  in  der  Form 

T  =  y  -.e[I  +  isin*gco8«iJ;  +  ^8in*^co8«^  +  ...]. 

Nachdem  wir  ao  die  Zeit  ermittelt  haben,  in  irelcher  der  Punkt 
Q  das  Bogenelenient  QS  durchläuft ,  denken  irir  uns  den  ganzen 
Umfang  des  Halbkreises  in  n  solche  gleich  grosse  ßogenelemente 
gethellt.  Die  Zeittheilchen ,  welche  zur  Durchlaufung  derselben 
nöthig  sind»  erhalten  wir,  indem  wir 

setzen  und  für  ^  der  Reihe  nach  die  W'erthe 

substituiren.  Addiren  wir  alle  so  erhaltenen  Werthe  von  t  und 
setzen  zuletzt  n  =  oo ,  so  ergiebt  sich  die  Dauer  t  einer  Viertel 
Schwingung 

wo  alle  Summatlonen  sich  auf  die  n  Werthe  A=l,2,  3....,» 
erstrecken. 

Es  ist  aber  offenbar 

n  K       n 


und  dann  zufolge  (8) 
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Mithin  erhält  man    flSr   die  Daner   einer  Viertelschwingung   des 
Pendels  die  Formel 

i  =  JV][1  +tt)«sln«?  +  (^5)%iB*5  +  ...].  ...(14) 


Ueber  die  Gestalt  kleiner  Flächenstücke. 

Von 

Herrn  Professor  Karl  Exner 
am   abademUchen    Gymnasium    in   Wien. 


(Figur  ••  Tat  L) 


Zwischen  den  Krfimmnngshalbmessern  der  Normalschnitte 
eines  Punktes  einer  krummen  Fliehe  besteht  nach  Eni  er  die 
Relation: 

1        1         •     .    >     .  , 

-  :=  BT  cos"«  +   D"  Sin»«. 

Hier  bedenten  R^,  R^  die  Halbmesser  der  Haoptscbnitte,  q  den 
Halbmesser  eines  beliebigen  Normalschnittes»  «  den  Winkel  dieses 
Schnittes  mit  einem  der  Hauptschnitte. 

Es  scheint  aus  dieser  Gleichung  eine  bestimmte  Vorstellung 
herrorzugehen  über  die  Gestalt  kleiner  FlSchenstucke^  welche  unab- 
hingig  Ton  jener  Formel  und  der  Analysis  fiberhaupt  aus  einigen 
einfachen  geometrischen  Betrachtungen  abzuleiten  die  Aufgabe 
der  folgenden  Auseinandersetzungen  ist. 

1.    Wenn  man  eine  Corvo  nur  in  der  Nähe  eines  ihrer  Punkte 
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8  Em  er:  (Jeder  die  GesiaU  kleiner  Flächenstücke, 

betrachtet^  so  erföhrt  daselbst  der  Krüpmungshalbmesser  der 
Curve  keine  merkliche  Aenderun^.  Desshalb  hat  jedes  kleine 
CurvenstQck  die  Gestalt  eines  Kreisbogens. 

2.  Denkt  man  eine  Ebene  parallel  zu  sich  selbst  in  Bewe- 
gung, während  sie  eine  krumme  Fläche  beständig  in  einer  Curve 
und  eine  auf  der  krummen  Fläche  befindliche  Curve  beständig  in 
einem  Punkte  durchschneidet,  so  wird  die  Krümmung  der  Schnitt- 
curve  in  der  ^ähe  dieses  Punktes  eine  Function  der  Lage  der 
Ebene  sein.  Wenn  man  aber  die  Bewegung  der  Ebene  nur  um 
ein  unendlichkleines  Stück  vor  sich  gehen  lässt,  so  wird  jene 
Krümmung  sich  um  nichts  merkliches  ändern  und  daher  als  con- 
stant  anzusehen  sein. 

3.  Es  sei  F  ein  unendlichkleines  Flächenstück,  n  ein  etwa 
in  der  Mitte  desselben  gelegener  Punkt,  n  die  Normale  des 
Punktes,  N  eine  Normalebene«  s  der  zugehörige  Normalschnitt, 
T  die  tangirende  Ebene.  Nach  1.  ist  $  ein  Kreisbogen.  Wenn 
man  iV  und  n  in  Drehung  versetzt,  so  ändert  s  seinen  Halbmesser 
beständig,  bis  er  nach  einer  ganzen  Umdrehung  wieder  seinen  ur- 
sprünglichen  Werth  annimmt.  Man  kann  daher  das  Flächenstück 
F  aus  seinen  Normalschnitten  $  construiren»  wenn  man  die  Func- 
tion weiss,  nach  welcher  sich  der  Radius  von  $  ändert.  Diese 
Function  scheint  willkürlich  zu  sein.  Sie  ist  es  aber  in  Wahrheit 
nicht,  da  die  Normalschnitte  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass 
ihre  Durchschnittspunkte  mit  einer  beliebigen  Ebene  einen  Kreis- 
bogen bilden  müssen.  Es  folgt  hieraus  sogleich,  dass  die  Gestalt 
von  F  durch  drei  aufeinander  folgende  Normalschnitte  völlig  be- 
stimmt ist. 

L  Es  werde  F  geschnitten  durch  eine  Ebene  E  parallel  zu 
n  und  senkrecht  zu  einer  Normalebene  2V.  Der  Schnitt  heisse 
«1.  Er  ist  nach  1.  ein  Kreisbogen.  Die  beiden  Schnitte  s  und  $i 
werden  sich  in  einem  Punkte  tc^  schneiden  und  si  daselbst  eine 
Tangente  t  haben  und  einen  Radius  r.  Im  Allgemeinen  wird  t 
gegen  7*  und  daher  r  gegen  n  geneigt  sein.  Man  nehme  aber 
an,  s  habe  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Krüm- 
mung. Dann  wird  $  vollkommen  congruent  mit  einem  benach- 
barten Normalschoitte.  Daher  wird  t  parallel  zu  t  und  r  parallel 
zu  n.  Man  gebe  jetzt  der  Ebene  E  eine  Bewegung  parallel  zu 
sich,  selbst.  In  jedem  Momente  der  Bewegung  hat  man  einen 
Schnitt  5|>  welcher  ein  Kreisbogen  ist,  den  Schnitt  $  in  einem 
Punkte  ni  schneidet^  daselbst  eine  Tangente  t  parallel  zu  T  und 
einen  Radius  r  parallel  zu  n  hat.  Ueberdiess  sind  alle  Ra- 
dien r  gleich   gross  nach  dem,  was  unter  2.  gesagt  worden 
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Exner:  Veber  die  Gestalt  kleiner  Fläckenstüche.  9 

ist.    Man  kann  nnnmehr  das  Fläcbenstück  F  aus  allen  Schnitten 
1,  construiren  und  gelangt  daher  zu  dem  folgeuden  Satze: 

Jedes  unendlicbkl eine  Flächenstuck  entsteht  durch 
die  stetige  Bewegung  des  onendlichkleinen  Kreis- 
bogens» welcher  an  einem  zweiten*  unendlichkleinen 
Kreisbogen  so  fortgleitet,  dass  die  Ebenen  beider  be- 
ständig auf  einander  senkrecht  stehen,  und  der  Mittel- 
punkt des  ersten  beständig  in  der  Ebene  des  zweiten 
bleibt. 

Zur  Bestimmung  der  Gestalt  eines  unendlichkleinen  FIftchen* 
Stückes  ist  es  daher  nuthig  die  beiden  Radien  Ri^  R^  der  erzeu- 
genden Kreisbogen  zu  kennen  und  zu  wissen ,  ob  dieselben  nach 
derselben  Seite  gerichtet  sind  oder  nach  entgegengesetzten  Seiten, 
da  im  ersten  Falle  eine  haubenförmige.  Im  zweiten  Falle  eine 
sattelförmige  Figur  entsteht. 

5.  Aus  der  oben  gegebenen  Construction  lassen  sich  leicht 
verschiedene  Sätze  ableiten.  Um  beispielsweise  den  Euler'- 
schen  Satz  zu  ziehen,  seien  ab,  bc  (s.  die  Figur)  die  beiden  er- 
zeugenden Kreisbogen»  ac  ein  Normalschnitt  vom  Radius  q. 
Dann  ist: 

*      _  de*    ,    _  ae*  _^  ^?.cos*«      ^ bf^ d?.sln*a 

ad- 2;^,  öe~2Äj  —  —^R^      *  ^^""2Ä,"-      'IR^      ' 

Diess  io  die  Gleichung  ad  =  A^-fc/' gesetzt»  giebt: 
-  5=  7r-cos*a  -f  Tp-sin*«. 
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III. 

Ein   merkwürdiger   Kreis   um  den   Schwerpunkt  des 

Perimeters  des  geradlinigen  Dreiecks  als  Analogen  des 

Kreises  der  neun  Punkte. 

Von 

Herrn  Dr.  Th.  Spieker, 
Oberlehrer  an  der  Realichule  in  Potadam. 


(Figur  8.  Taf.  I.). 


Da  ich  in  der  mir  bekannten  Literatur  nirgends  dieses  Kreises 
Erwähnung  gefunden  habe,  derselbe  aber  aU  Gegenstück  zum 
Feuerbach'schen  Kreise  Interesse  verdient,  so  scheint  es  mir 
nicht  unwerth,  an  diesen  zwar  elementaren,  aber  mit  Unrecht  ver* 
nachlässigten  Gegenstand  zu  erinnern. 

Bezeichnet  man  die  fünf  merkwürdigen  Punkte  des  gerad- 
linigen Dreiecks  der  Kürze  wegen: 

1.  den  Schwerpunkt  mit  S, 

2.  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  mit  O, 

3.  den  Schnittpunkt  der  Hohen  mit  H, 

4.  den  Mittelpunkt  des  einbeschriebenen  Kreises  mit  lU, 

5.  den  Schnittpunkt  der  Ecktransversalen  zu  den  Berfihrungs- 
punkten  der  den  Gegenseiten  anbeschriebenen  Kreise  mit  Q*); 


^  In  Betreff  dieses  Punktes  vergl.  Griinert's  Archiv  Bd.  42.  die 
Abhandinngen  Ton  Harnischmaeher  und  Reuschle  p.  90  and  352; 
ferner  Chr.  Nagel *s  Untersiiclinngen  über  die  wichtigsten  sttm  Dreieck 
gehörigen  Kreise.  Leipsig  1836  und  des  Verfassers  Lehrbuch  der  ebenen 
Geometrie.    8.  Aufl.  p.  177.    Potsdam  1866. 
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so  liegen  bekanntlich  die  drei  Punkte  O,  S^  H  in  einer  Geraden, 
00  das8  05:i$£r=l:3;  ebenso  die  drei  Punkte  M,  S,  Q  in 
einer  Geraden,  so  das«  MSi  SQ  =  1:2.  Die  vier  Punkte  O, 
M,  Q,  H  bilden  daher  ein  Trapez»  dessen  Diagonalen  sich  in  iS 
schneiden»  und  in  welchem  OM^^\QH  Ist. 

Ferner  ist  bekanntlich  der  Oalbirungspunkt  der  Linie  OH  ein 
ausgezeichneter  Punkt»  nämlich  das  Centrum  des  dem  Mitten- 
dreieck (dessen  Seiten  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ver- 
binden) umbeschriebenen  Kreises,  des  s.  g.  Feuerbach*schen 
oder  des  Kreises  der  neun  Punkte*  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
soll  mit  N  bezeichnet  werden. 

Nun  vervollständigt  sich  die  Analogie  zwischen  den  beiden 
Punktsystemen  O,  S,  H  und  M,  S,  Q,  welche  sich  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  verfolgen  lässt,  namentlich  auch  dadurch» 
dass  der  Halbirungspunkt  von  MQ,  den  wir  mit  P  bezeichnen 
wollen»  ebenfalls  ein  ausgezeichneter  Punkt  des  Dreiecks,  nämlich 
das  Centrum  des  dem  Mittendreieck  einbeschriebenen 
Kreises  und  mithin  der  Schwerpunkt  des  Perimeters  ist; 
and  dass  dieser  Kreis  dem  Feuerbach'scben  Kreise  vollkommen» 
aber  in  reciproker  Weise  analog  ist. 

Uro  die  erste  Behauptung  zu  beweisen»  seien  in  dem  Dreieck 
ABC  (s.  die  Figur)  die  merkwQrdigen  Punkte  U,  S,  Q  und  das 
Mittendreieck  DEF  verzeichnet;  P  sei  der  Halbirungspunkt  der 
Strecke  MQ.  Man  verbinde  A  mit  M  and  D  mit  P,  und  ziehe 
die  Schwerpunktstransversale  AD.  Da  nun  lUP^z^MQ,  und 
MS  —  iMQ,  so  bt: 

MSiSP  =z2ih    Ferner, 
AS:  SD  =2:1 


AIUt^DP. 

Daher  halbirt  DP  den  ^EDF  des  Mittendreiecks.  Aus  gleichen 
Grfinden  halbirt  auch  EP  den  ^  DEF  und  FP  den  Z.DFE. 
Daher  ist  P  das  Centram  des  dem  Dreieck  DEF  einbescbrie- 
benen  Kreises  and  mithin  der  Scbwerpufikt  des  Umfangs  des 
Dreiecks  ABC, 

Uro  zweitens  die  Analogie  zwischen  dem  einbeschriebenen 
Kreise  des  Dreiecks  DEF,  den  wir  kurz  Kreis  am  P  nennen 
weilen,  and  dem  Feuerbach'schen  Kreise  flbersichtlicher  zu 
machen»  steilen  wir  die  Eigenschaften  beider  gegeoQber. 
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Spie  her:  Ein  merkwürdiger  Kreiz  beim  Dreieck, 


Kreis  der  nean  Punkte. 

1.  Die  Punkte  O,  S,  N,  B 
liegen  harmonisch ;  S  und  H  sind 
daher  innerer  und  äusserer  Aehn- 
lichkeitspunkt  des  ombeschrie- 
benen  und  des  Feuerbach*schen 
Kreises. 

2.  Der  Radius  des  Feuer- 
bacb'scben  Kreises  ist  halb  so 
gross »  als  der  Radius  des  um- 
beschriebeben  Kreises. 

3.  Das  Centrum  N  des  Feuer- 
bach'schen  Kreises  liegt  auf 
der  Verbindungslinie  der  Mitte 
jeder  Seite  mit  dem  Halbirungs- 
punkte  des  obern  Abschnitts  der 
zugehörigen  Hube  (Ecktransver- 
sale durch  £f),  und  ist  der  Hal- 
biruogspunkt  derselben. 

Beweis.  (?  sei  der  Halbiraogspunkt  des  obern  Abschoitts 
der  Ecktransversale  AQ.  Nach  der  Theorie  des  Punktes  Q  Ist 
bekanntlich  DMti:AQ,  und  DM  ^  iAQ.  Da  nun  P  der  Bal- 
birungspunkt  von  QM  Ist,  so  geht  auch  DG  durch  P»  and  es  Ist 
DP=zPG. 


Kreis  um  P. 

1«.   Die  Punkte  lU,  S,  P,  Q 

liegen  harmonisch ;  S  und  Q  sind 

daher  innerer  und  äusserer  Aehn- 

llchkeitspunkt   des  einbeschrie* 

*benen  und  des  Kreises  um  P. 

2«.  Der  Radius  des  Kreises 
um  P  ist  halb  so  gross,  als 
der  Radius  des  einbeschriebenen 
Kreises. 

3«.  Der  Punkt  P  liegt  auf  der 
Verbindungslinie  der  Mitte  jeder 
Seite  mit  dem  Halbirungspunkte 
des  obern  Abschnitts  der  zuge- 
hörigen Ecktransversale  durch 
Qt  und  ist  der  Halbirungspunkt 
derselben. 


4.  Der  dem  Mittendreieck  um- 
beschriebene Kreis  geht  auch 
durch  die  Halbirungspunkte  der 
obern  Abschnitte  der  Hüben. 


4^.  Der  dem  Mittendreieck 
einbeschriebene  Kreis  berührt 
auch  die  Seiten  des  Dreiecks, 
dessen  Ecken  die  Halbirungs- 
punkte der  obern  Abschnitte  der 
Ecktransversalen  durch  Q  sind. 


Beweis.  G,  J,  K  seien  die  Halbirungspunkte  der  obern 
Abschnitte  der  Ecktransversalen  durch  Q.  Fällt  man  von  M, 
P  und  Q  die  Lothe  Mm,  Pp,  Qg  auf  die  Seite  BC,  so  ist: 

Ppz=:iiMmi-Qq). 

Nun  Ist  JK  db  BC  und  Qg  wird  von  der  Linie  JK  halbirt  Sub- 
trahirt  man  daher  von  obiger  Gleichung  beiderseits  IQg,  so  er- 
giebt  sich ,  dass  das  Loth  von  P  auf  JK  =  iMm,  d.  h.  nach  2«. 
gleich  dem  Radius  des  Kreises  um  P  ist.  Daher  berührt  dieser 
Kreis  die  Linie  JK,  und  aus  gleichen  Gründen  auch  die  beiden 
andern  Seiten  des  Dreiecks  GJK, 
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5.  Der  Feaerbach'sche  Kreis 
schneidet  die  Seiten  des  Dreiecics 
in  den  Ponlcten,  wo  sie  von  den 
Hohen  getroffen  werden. 


5*.  Der  Kreis  um  P  berfihrt 
die  Seiten  des  Mittendreieeks 
in  den  Pnnliten*  wo  sie  ron  den 
Eclctransversalen  durch  Q  ge- 
schnitten werden. 


Beweis.  Der  Berfihrnngspunlct  der  Linie  JSFmit  dem  Kreise 
um  P  heisse  L,  Fällt  man  das  Loth  Mm  auf  BC  und  verlSngert 
es  bis  zum  Schnitt  in  m'  mit  der  Ecktransversale  AQ,  so  ist  be- 
kanntlich Mm^^Mm^Q.    Da  nun  nach  2«.  PL^^q,  so  ist: 

Mm'iPL^QMiQP. 

und   da   PL  :p  Mm',   so  liegt   der   Punkt  L  auf  der  Linie  AQ, 
w.  z.  b.  w. 

6.  Der  Feuerbach'sche  Kreis 
schneidet  die  durch  die  Halbi- 
rangspnnkte  der  obern  Hohen- 
abschnitte  mit  den  sugehGrigen 
Seiten  gezogenen  Parallelen  da» 
wo  dieselben  von  den  durch  O 
nach  den  Mitten  der  Seiten  ge- 
richteten Transversalen  getroffen 
werden. 


&>.  Der  Kreis  um  P  berührt 
die  Seiten  des  durch  die  Hai- 
birungspunkte  G,  J,  K  der  obern 
Transversalabschnitte  bestimm* 
ten  Dreiecks  da,  wo  dieselben 
von  den  durch  M  nach  den 
Mitten  der  Seiten  gerichteten 
Transversalen  getroffen  werden. 


Beweis.  Da  JKzpEF,  so  liegt  der  Berfihrungspunkt  des 
Kreises  mit  der  Linie  JK  in  der  Verlängerung  von  PL,  und  zwar 
uro  sich  selbst.  Da  aber  ferner  auch  QA  4;  MD  und  PQ  =  PM 
ist,  so  muss  auch  der  Schnittpunkt  von  MD  und  JK  mit  jenem 
Berührungspunkte  zusammenfallen.  Aus  gleichen  Gründen  fallen 
auch  die  Schnittpunkte  von  ME  und  MF  und  resp.  der  Linien 
GK  und  GJ  mit  den  Berührungspunkten  des  Kreises  zusammen 

Während  daher  der  Feuerbach'sche  Kreis  durch  sechs 
ausgezeichnete  Punkte,  nämlich  die  Mitten  der  Seiten  und  die 
Halbimngspunkte  der  obern  Höhenabschnitte  geht,  berührt  der 
Kreis  um  P  sechs  correspondirende  Linien,  nämlich  die  Paral* 
leien  durch  die  Mitten  der  Seiten  und  durch  die  Halbimngspunkte 
der  obern  Abschnitte  der  Ecktransversalen  durch  Q.  Während 
ferner  der  Feuerbach*sche  Kreis  durch  sechs  andere  ausge- 
zeichnete Punkte,  nämlich  die  Gegenpunkte  der  sechs  ersten  auf 
dem  Transversatsystem  durch  H  und  dem  ihm  parallelen  durch 
O  geht,  berührt  der  letztere  jene  sechs  Linien  in  den  Schnitt- 
punkten der  parallelen  Transversalsysteme  durch  Q  und  M.  Im 
Lichte  dieser  Analogie  wird  es  übrigens  bemerklich,  dass  es  folge- 
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richtig  wäre,  deo  Feaerbaoh'schen  Kreis  den  Kreis  der  zwölf 
Punkte  zu  nennen,  da  das  vierte  Punktsystem  auf  den  Perpen- 
dikeln durch  0,  das  man  gewohnlich  vernachlässigt,  mit  demselben 
Rechte  diesem  Kreise  angehört,  wie  die  Fusspunkte  der  Höben. 

Die  Punkte  O  und  N  sind  nur  einzelne,  die  Punkte  üf  und 
P  dagegen  je  vierfache.  Denn  so  wie  dem  Centrum  M  des  ein- 
beschriebenen Kreises  drei  Centra  ilf | ,  if^,  iff,  der  anbeschrie- 
benen Kreise  zugehörig  sind,  sind  auch  dem  Punkte  Q  noch  drei 
andere  Q|,  Q«,  Q^  correlat,  von  denen  z.  ß.  Q|  durch  die  Eck- 
transversale von  A  nach  dem  Berührungspunkte  des  einbeschrie- 
benen  Kreises  mit  der  Seite  BCy  durch  die  Ecktransversaie  von 
B  nach  dem  Berührungspunkte  des  Kreises  um  M^  mit  der  Ver* 
Ifingerung  von  ÄC»  und  durch  die  Ecktransversale  von  C  nach 
dem  Berührungspunkte  des  Kreises  um  M^  mit  der  Verlängerung 
von  AB  bestimmt  wird.  Die  Punkte  Qi ,  Q^»  Qs  Hegen  mit  den 
gleichnamigen  üfi,  M^^  M^  und  mit  S  je  auf  einer  Geraden  und 
in  Abständen  von  S,  die  sich  wie  2:1  verhalten«  In  aller  Kflrze 
und  ohne  Beweise  will  ich  noch  anfuhren,  dass  auch  die  Halbi- 
ningspunkte  der  Linien  MiQiy  M%Q^t  -MsQ,,  die  entsprechend 
mit  Pi,  P^,  Pb  bezeichnet  werden  müssen,  in  Beziehung  auf  die 
gleichnamigen  Elemente  alle  die  für  P  bewiesenen  Eigenschaften 
besitzen.  Die  entsprechenden  Kreise  um  Pi,  P^,  Ps  sind  die  dem 
Mittendreieck  DEF  anbeschriebenen.  Die  Radien  dieser  Kreise 
sind  halb  so  gross,  als  die  der  gleichnamigen  anbeschriebenen 
Kreise  des  Dreiecks  ABC.  Jeder  von  ihnen  berührt  auch  die 
Seiten  desjenigen  Dreiecks,  das  durch  die  Halbirungspunkte  der 
obern  Abschnitte  der  durch  das  gleichnamige  Q  gezogenen  Eck- 
transversalen bestimmt  wird.  Die  Seiten  des  Mittendreiecks  werden 
in  denjenigen  Punkten  berührt,  wo  die  Ecktransversalen  durch 
das  gleichnamige  Q  sie  schneiden,  und  die  Seiten  des  andern 
Dreiecks  werden  in  denjenigen  Punkten  berührt,  wo  sie  von  den 
Transversalen  durch  das  gleichnamige  Q  nach  den  Mitten  der 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  geschnitten  werden. 
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IV. 

Ueber  den  Schwerpunkt  der  Umgrenzung  bei  den  ein* 
fachsten  Figuren  und  Korpern. 

Von 

Herrn  Dr.  R.  Most, 

Lehrer  an  der  ReaUchnle  !•  Ordnung  in  Stultin. 


(Figuren  8.  Tai.  I.) 

In  Macbrolgendem  soll  der  bekannte  8atz  von  dem  Schwer* 
punkte  des  Triangels  fBr  den  Dmfatog  des  Vierecks  benutzt  und 
dann  die  entsprechenden  Coostructionen  fiSr  die  drei-  und  vier« 
seitige  Pyramide  angegeben  werden: 

L  Sind  drei  Punkte  A,  A^,  A^  (Fig.  1)  mit  den  Gewichten 
«»  tfi»  <%  belastet,  so  hat  der  Schwerpunkt  S  eine  solche  Lage, 
dass  sieb  verhält: 

A'S^i  A^ :  /ÜSA^A  i/üSAAi  =  a :  «i :  o.  *). 

Beseichnet  man  den  Schnittpunkt  von  AS  und  AiA^  mit  ß,  so 
ist  der  harmonische  Punkt  T  zu  A,  S  und  B  der  Schwerpunkt 
der  tnit  ^a,  91^  und  a«  belasteten  Punkte  A,  Ai  und  A^,. 

Beweis:    ad   I.    Es  vethält  ^ich  ai;a^:s  BA^iBAi 

=  SA^AiSAiA 
ad  II.    Es  verhält  sich  TBiTA=iSBiSA 

=  a:(ai  +  i%). 


*)  ^^rgl.  Mo  bin  8,  der  barycentrische  Caicul  pag.  26  u.  f. 
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2.  Werden  die  Ecken  einefl  Dreiecks  AAiA^  mit  dem  Ge- 
wicht der  gegenüberliegenden  Seiten  a,  Oi,  a^  belastet,  so  sind 
die  Mittelpunkte  der  vier  Berfibrungskreise  M,  N,  Ni,  N%  die 
Schwerpunkte  und  zwar  gilt  der  Mittelpunkt  des  inneren  Berüh- 
rungskreises  filr  gleichartige  Massen,  die  der  äusseren  Berfib- 
rungskreise (ÜT  ungleichartige  Massen. 

Beweis:  Es  sollen  die  Belastungen  «,  Oi,  a^  so  gewählt 
werden,  dass  der  Schwerpunkt  iS  mit  JU  zusamroenßillt;  bezeichnet 
man  den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  mit  q^  so  mnss 
sich  nach  1.  verbalten: 

dem  durch  a:=:2a,  a|=:ii^,  a^sza^  genügt  wird.  —  Ferner  über- 
sieht  man  leicht,  dass  A,  M,  B  und  iV  (Fig.  2)  harmonische 
Punkte  sind,  da  die  vier  von  Ai  ausgehenden  Strahlen  harmoni- 
sche sind. 

3.  Sind  vier  Punkte  des  Raumes  A,  Af,  A^,  A^  mit  den 
Gewichten  a,  «i,  a^^  0$  belastet,  so  hat  der  Schwerpunkt  S  die 
Lage,  dass  sich  verhält: 

SAi  A^A^ :  SA^A^A :  SA^AAx :  SAAi  J«  =  a :  «i :  <% :  o^  *)• 

Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  von  AS  und  AiA^A^  mit  B, 
so  ist  der  harmonische  Punkt  T  zu  A^  S  und  B  der  Schwerpunkt 
der  mit  —er,  «i,  cr^,  er,  belasteten  Punkte  A,  A^  A^  A^. 

Beweis:  Dsl  B  der  Schwerpunkt  von  Ai,  A%,  A^  sein  muss, 
so  verhält  sich  nach  !•: 

0|  :cB|:  <%  =  BA^A^  i  BA^Ai  i  BA^A^ 
also  auch 

==  SAA^A^iSAA^Ai :  SAAxA^\ 

mit  Hälfe  der  entsprechenden  Punkte  £],  B^^  £«  ergeben  sich 
die  entsprechenden  Proportionen.  —  In  Bezug  auf  T  ergiebt  sich : 

TBi  TA  =  SBi SA  =  a:(«i  +<^  +  «^). 

4.  Wenn  man  bei  einem  Tetraeder  AAiA^A^  die  Ecken  mit 
dem  Gewicht  der  gegenüberliegenden  Seitenflächen  a,  Oi,  a^,  a, 
belastet,  so  sind  die  Mittelpunkte  der  Berährungskugeln  M,  N, 
iV|,  N^  N^  die  Schwerpunkte  derselben  und  zwar  bezieht  sich 


*)  a.  B.  O.  pag.  28. 
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der  Mittelpankt  der  inneren  BerObrangskugel  aur  gleichartige,  die 
der  äusseren  aaf  nngleicbartige  Massen. 

Beweis:  Ist  q  der  Radios  der  eingeschriebenen  Kugel» 
so  muss  sich  nach  3.  verhalten: 

a:tt|  :c(^:tts  =^  f^üXf^iiqa^i^^, 

dem  durch  a  =  a  «i  =?  Oi  u.  s.  w,  genCIgt  wird.  —  Dass  ferner 
N  der  harmonische  Punkt  zu  A»  M  und  B  ist,  erkennt  man  dar- 
aus, dass  die  etwa  durch  AiA^  nach  diesen  vier  Punkten  gelegten 
vier  Ebenen  harmonische  sind. 

5.  Bestimmt  man  in  einem  Dreieck  das  der  Seitenmitten»  so 
sind  die  Mittelpunkte  M^  N,  Ni,  N^  der  vier  Beriibrnngskreise 
des  letsteren  die  Schwerpunkte  ffir  den  Umfang  des  gegebeneu, 
je  nachdem  die  drei  Seiten  von  gleicher  oder  ungleichartiger 
Masse  gedacht  werden. 

Beweis:  Ist  in  Fig.  3.  das  Dreieck  AAiA^  gegeben  mit 
den  Mitten  der  Seiten  C,  C| ,  Q,  so  sind  dieselben  mit  AiA^, 
A^A,  AAi  oder  mit  ^.CiC^,  "l.C^C,  2.CCi  belastet  su  denken, 
die  Schwerpunkte  ergeben  sich  also  nach  2.: 

M     far      +AiA^     +A^A     +AAi 
N       „       —AiA^     +A^A     +AAi 

Ni      «        +A^t     -^a^     +^^1 
N^     „        -f-iJi^g     -t- A^A     — AAi* 

6.  Wenn  man  bei  einem  Viereck  in  den  beiden  durch  eine 
Diagonale  gebildeten  Dreiecken  die  Dreiecke  der  Mitten  nimmt 
und  XU  diesen  die  Mittelpunkte  der  inneren  Beriibrnngskreise  mit 
M  und  üfi,  die  der  Diagonale  abgewendeten  äusseren  BerQh- 
rungskreise  mit  N  und  Ni  bestimmt,  so  ist  der  Durchschnitt  von 
MNi  und  MiN  der  Schwerpunkt  des  Urofanges. 

Beweis:  Gegeben  sei  das  Viereck  (Fig.  4)  mit  den  Seiten 
a,  b,  C9  d  und  der  Diagonale  e,  die  Mitten  derselben  werden 
mit  A,  B,  Cf  D  und  £  bezeichnet,  dann  ist  in  leicht  verständ- 
licher Schreibweise   fdr  den  Schwerpunkt  S  des  Umfanges: 

(a-f6-|-c-fi;)5s=a.il  +  &.iB-fc.C  +  c2«Z> 

=  (a  +  6  +  e)üf+(c+rf— e)2Vi 
also  liegt  jS  auf  ^iVi 
Thül  LI.  2 
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o4ef=a.A-k'b.B^e.E-t-c.C+d.D^e.E 

=  (a  +  ö--e)I9+(c  +  d^e)Mi 
also  liegt  S  auf  üfiiV. 

Anmerkung:  Durch  nahe  liegende  Befrachtungen  ergiebt 
sieh  für  den  Schwerpunkt  des  UmCanges  eines  Vierecks  auch 
folgende  Construction : 

Man  zeichne  In  dem  gegebenen  Viereck  (Fig.  5)  das  Pa- 
rallelogramm der  Mitten  ABCD,  balbire  die  vier  Winkel  des 
gegebenen  Vierecks,  so  dass  die  Halbirungslinien  die  vorliegenden 
Seiten  des  Parallelogramms  in  E,  F,  G,  H  schneiden,  nehme  zu 
diesen  auf  den  betreffenden  Seiten  des  Parallelogramms  die  Ge- 
genpnnkte£|,  #\,  Gi  und  £f|»  so  ist  der  Durchschnitt  von  EiGi 
und  F\Hi  der  Schwerpunkt  des  Dmfanges. 

7.  Wenn  man  in  einem  Viereck  zwei  Gegenseiten  bis  zum 
Durchschnitt  verlängert,  in  den  dadurch  gebildeten  Dreiecken  die 
der  Mitten  nimmt  und  in  dem  grosseren  der  so  erhaltenen  Dreiecke 
den  Mittelpunkt  des  inneren,  in  dem  kleineren  den  Mittelpunkt 
des  vom  Viereck  abliegenden  äusseren  Berilhrungi^kreises  be« 
stimmt,  so  geht  die  Verbindungslinie  beider  durch  den  Schwer- 
punkt des  Umfanges. 

Beweis:  Man  denke  sich  die  Verlängerungen  der  Gegen- 
seiten mit  positiver  und  negativer  Masse  belegt. 

Anmerkung:  Da  man  die  Construction  des  vorigen  Ab- 
schnittes in  Bezug  auf  zwei  Diagonalen,  die  des  letzten  Ab* 
Schnittes  in  Bezug  auf  zweimal  zwei  Gegenseiten  ausfahren  kann, 
so  erhält  man,  mit  Berücksichtigung  der  Anmerkung  zu  6«,  acht 
Linien,  welche  durch  einen  Punkt  gehen« 

8.  Wenn  man  bei  einem  Tetraeder  das  der  Schwerpunkte 
der  vier  Seitenflächen  bestimmt,  so  sind  die  fünf  Mittelpunkte 
M,  N,  iV|y  N^f  iVJi  der  Innern  und  äussern  Berflhrungskugeln  des 
letzteren  die  Schwerpunkte  der  Oberfläche  des  gegebenen  Te» 
traeders,  je  nachdem  alle  Flächen  gleichartige  Masse  haben  oder 
eine  von  entgegengesetzter  Masse  zu  den  andern  ist. 

Beweis*  Gegeben  sei  das  Tetraeder  AAiAt^^  mit  den 
Schwerpunkten  der  Seitenflächen  C,  Ci,  C^  Cy,  so  ist 

C    mit    AiA^A^  IS  9. CiCtCg  beiastet 
Ci     „      A^A^A  s=9.C^t^C        „ 

und  entsprechend  C^  Ca»  ao  dass  4.  in  Anwendung  kommen  kann. 
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9.  Theilt  man  eine  vierseitige  Pyramide  durch  eine  Diagonal* 
flfiche  in  iwei  Tetraeder  und  lieAtimmt  für  die  nach  8.  constmirten 
Schwerpunktstetraeder  beider  die  Mittelpunkte  der  inneren  Be- 
r^brungskugeln  M  und  üfi  und  die  Mittelpunkte  der  der  Diagonal- 
IlSche  abliegenden  äusseren  Berfihrungskugeln  N  und  iV|,  so 
schneiden  sich  MiN  und  MNi  in  dem  Schwerpunkte  der  Ober« 
fliehe  der  gegebenen  vierseitigen  Pyramide. 

Beweis:  Man  denke  sich  die  Diagonalfläche  positiv  und 
negativ  belegt 

Anmerkung:  Als  Analogon  au  der  unter  6.  angegebenen 
Construction  ergiebt  sich  folgende: 

Ist  P  die  Spitze,  ABCD  die  Grundfläche  der  vierseitigen 
P3rraniide9  so  lege  man  durch  die  Ecke  A  die  Linie,  deren  Punkte 
von  den  drei  in  A  zusammentreffenden  Flächen  gleich  weit  ab* 
stehen,  dieselbe  schneide  PBD  in  JS;  ist  nun  F  der  Schwerpunkt 
zu  PBD^  Bo  ziehe  man  EF  und  verlängere  dieselbe  um  \EF  bis 
G,  dann  ziehe  man  AG  und  schneide  von  G  aus'  \AG  bis  H  ab; 
gewinnt  man  entsprechend  fSr  B^  Cund  D  die  Punkte  £f|,  £ff,  H^^ 
so  schneiden  sich  HH^  und  HiH^  in  dem  gesuchten  Schwerpunkte. 

10.  Verlängert  man  zwei  Gegenflächen  einer  vierseitigen  Py- 
ramide bis  zum  Durchschnitt,  bestimmt  in  den  dadurch  gebildeten 
Tetraedern  die  Schwerpunktstetraeder  und  construirt  in  dem  gros- 
seren derselben  den  Mittelpunkt  M  der  inneren  BerCihrungskugel, 
zu  dem  kleineren  den  Mittelpunkt  üfi  der  der  ursprünglichen 
Pyramide  abliegenden  äusseren  Beröhrungskugel,  so  geht  MMx 
dareh  den  Schwerpunkt  der  Oberfläche  der  gegebenen  Pyramide. 

Beweis:  Man  denke  sich  die  Verlängerungen  der  Gegen* 
flächen  und  der  Grundfläche  bis  zur  gemeinschaftlichen  Ecke  po* 
sitiv  und  negativ  belegt. 

Anmerkung:  Auch  hier  erhält  man  nach  9.  und  10.  acht 
Linien,  weiciie  durch  einen  Punkt  gehen. 
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V. 

Die  geodätischen  Gorrectionen  der  auf  dem  Spbäroid 
beobachteten  Horizontalwinkel. 

Von 

dem  Geodäten  Herrn  A.  Sonderhof 
in  Rohnstedt  bei  Greoiten  in  Sdiwarzbarg-Sonderslinnscn. 


(Figuren  8.  Tat  n.) 

Mit  den  Fortschritten  in  Theorie  und  Technik  wächst  in 
der  angewandten  Mathematik  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der 
kleinen  Verbesserungen,  welche  dem  anmittelbaren  Ergebniss  der 
Beobachtung  hinzugefiigt  werden  rofissen,  jenachdem  es  die  Be- 
dingungen der  Aufgabe  erbeischen.  Bevor  man  in  der  Geodäsie 
die  Theorie  der  sphäroidischen  Trigonometrie  kannte,  konnte  z.  B. 
keine  Riicksicht  auf  den  Unterschied  zwischen  der  geodätischen 
Linie  und  dem  Normalschnitt  genommen  werden.  Man  wfirde 
auch  jetzt  noch  diese  sehr  kleine  Differenz  vernachlässigen  kSnnen, 
wenn  die  Messinstrumente,  welche  man  gegenwärtig  gebraucht» 
nicht  den  entsprechenden  Genauigkeitsgrad  besässen.  Die  Schärfe 
dieser  Instrumente  reicht  aber  bis  zu  dem  kleinsten  SehwinkeL 
von  0,05  Secunden  hinauf,  sie  fordert  also,  dass  jenem  Unter- 
schiede, welcher  die  eben  bemerkte  Grosse  übersteigt,  Rechnung 
getragen  werde. 

Bedeutender,  als  die  besprochene,  sind  die  Differenzen,  welche 
dadurch  entstehen,  dass  die  Winkel  nicht  unmittelbar  auf  dem 
ideellen  Rotationsellipsoid  der  Erde,  sondern  in  verschiedenen 
H5hen  über  der  Meeresfläche  beobachtet  werden  —  Differenzen, 
denen  vielleicht  bisher  weniger  Beachtung  geschenkt  worden  ist. 
Sie  werden  in  Folgendem  ausführlich  behandelt. 
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Ferner  ist  die  Strahlenbrechung  zu  erwähnen.  Eine  Erörte- 
rung der  Terticalen  Refractton  lag  zwar  nicht  in  Absicht,  konnte 
aber  nicht  g^nz  übergangen  werden,  da  die  Untersuchungen  über 
die  horizontale  Abweichung  der  terrestrischen  Lichtcurve  einige 
Kenntniss  derselben  voraussetzen.  Was  nun  die  eben  gedachten 
Untersuchungen  betrifft,  so  resultirt  aus  ihnen  freilich  kein  posi- 
tives Ergebniss,  weil  die  horizontale  Abweichung  der  Lichtcurve 
für  die  Praxis  verschwindet;  dies  ISsst  sich  jedoch  nicht  ohne 
Weiteres  und  als  selbstverständlich  annehmen,  sondern  bedarf  des 
theoretischen  Nachweises,  welcher  denn  auch  in  Folgendem  ge« 
geben  worden  ist. 


1.    Redaetion  des  Azimaths  auf  die  Gnuidflftehe. 

Die  geodätischen  Messungen  bewegen  sich  nicht  unmittelbar 
auf  der  Grundiläche  der  Erde,  welche  man  sich  im  Niveau  des 
Meeres  vorstellt,  sondern  in  verschiedenen  Hohen  über  derselben. 
Dieser  Umstand  würde  die  Resultate  der  Messung  weiter  nicht 
afficiren,  wenn  die  Erde  eine  vollkomtuene  Kugel  wäre.  Dies 
ist  aber  nicht  der  Fall,  man  hat  es  mit  einem  Rotationsellipsoid 
zu  thun,  dessen  Normalen  sich  bekanntlich  nicht  schneiden.  Aus 
diesem  Grunde  ist  es  auch  nicht  gleichgültig,  in  welcher  Hohe 
über  der  Meeresfläche  die  Richtung  nach  einem  zweiten  Punkte 
genommen  wird ;  denn  ein  Unterschied  in  der  Höhe  dieses  Punktes 
verursacht  zugleich  einen  Unterschied  im  Azimuth.  Wir  ermit- 
tein die  Grösse  dieser  Abweichung  und  benutzen  hierzu  die 
Figur  1.  Es  sind  darin  k  und  ki  die  Flächennormalen  der 
Punkte  a  und  6,  e  ist  ihr  kürzester  Abstand,  cb  die  Verbin- 
dung der  Pnnkte  a  und  6,  welche  nach  Umständen  als  gerade 
Linie  oder  Kreisbogen  betrachtet  werden  kann,  acd  eine  Ebene, 
senkrecht  zur  Richtung  des  kürzesten  Abstandes,  de  und  db  pa- 
rallel zu  ki^  resp.  e. 

Es  ist 

tgÄAi  =  tgi.==-^^=z;^. 

Man  lässt  k  um  die  kleine  Grösse  h  und  w  um  die  entsprechei\^e 
kleine  Grösse  ^a  wachsen,  so  kommt 


cos  10*  k^dx 

Umgeformt  lautet  diese  Gleichung 
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i)      ,   — 


Ao6  der  aoalytischeo  Geometrie  hat  man  die  Formeln: 

-  /l        1  Xsinacosce         ,_      coso®  .  sin«*       ,  1 

e^szdäl ) } —  ;•   t'*= — ä-  + 5~»    *= — I7i» 


C08  0*      »ina* 

Q  =2 h I 


worin  p  den  KrOmmungsradias  von  d$,  Qq  und  Qi  die  Radien  der 
beiden  Hauptkrummungen,  a  den  Winkel  zwischen  der  Tangente 
der  grössten  Krümmung  und  ds^  dt  den  Winkel  zwischen  den 
benachbarten  Normalen,  k  den  Pol  der  Normale  bedeuten. 

Führt  man  diese  Grussen  in  die  Gleichung  I.  ein»  so  folgt 
.  dsl ) — -i dt  ( )sinacos«.pV* 


^^^  +  e»  1  +(p(^--)sin«cos«)« 


Setzt  man 
ferner 


(p(~-  ~^Hinttcosa)«=:  I  +  €„ 


so  kommt 


Da    £    und    C|     nur    kleine    Grössen    sind,     welche    noch 
dazu  als  Multiplicatoren  der   an   sich  schon  sehr  kleinen  Grusse 

I  sin  a  cos  a  vorkommen,  so  kann  man  die  letzten  Glieder 

Po       9\/ 
schwinden  lassen  nnd  erhält  sodann  die  fär  die  Praxis  vollkommen 
ausreichende  Formel 

3)  -^«  =  —  A.f  — jsinercosa. 
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Ffir  tga=w  ^  wird  der  kflrseste  Abstand  «ein  MaximuiDy 
nSmIich  e  =  ^^  .      .  cb.     Führt    man  diesen  Ausdruck    ein   und 

A|    -1-  A^ 

setzt  l^r  t  den  Näherungswerth      ^      >  so  kommt 

4)  ^«  =  _  ?i*:i%r^. 

Es  kann  bemerkt  irerden,  dass  der  Quotient  -r  unabbingig 
von  der  Grosse  des  Bogens  dt  ist«  d.  h. 

bei  gleicher  Höhendifferenz  der  Punkte  begehet  man  in 
der  Beobachtung  des  Azimuths  denselben  Fehler,  mag 
die  horizontale  Entfernung  derselben  irgendwie  —  natür- 
lich zwischen  gewissen  Gi^enzen  —  verschieden  sein* 
Mao  hat  diesen  Fehler  besonders  in  Gebirgsgegenden 
zu  berflcksichtigen. 

Der  Winkelunterschied  Ja  ist  sehr  gering  und  erreicht  die 
Grosse  einer  Secunde  nicht  Es  flndet  sich  z.  B«  unter  der  geo« 
graphischen  Breite  von  45*^,  bei  einer  Hohe  von  l  Meile»  die 
Maximalabweichung  0,2  Secnnden.  Unter  gleichen  Voraussetzungen 
hat  man  am  Aequator  die  Differenz  der  Azimuthe  gleich  0,403  Se- 
cunden. 


2*   IHe  kUrzeste  linie  der  PaialleUUehe  und  die  geodfttisehe  IJiiie. 

Man  erhält  eine  Parailelflftche ,  (Fig.  2),  sobald  man  auf 
jeder  Normalen  des  Rotationsellipsoids  eine  gleiche  Grösse  h 
aufwärts  abträgt.  Die  Parailelfläche  ist  mithin  auch  eine  Rota- 
tionsfläche. Die  Gleichungen  des  Meridianschnitts  des  Erdsphä- 
roids  und  der  Parallelfläche  sind 

r=:cicosti.  r|  =  r-|-Acos». 

2  =  esin«.  Z|  =:  t  +  hsinn. 

Die  Tangente  hat  fOr  beide  Curven  denselben  Werth,  nämlich 

_-^  — .  j^f  negativen  Cotangente  des  Winkels,  welchen 

die  r-Axe  mit  der  Normalen  einschliesst,  d.  h.  gleich  der  nega^ 
tiven  Cotangente  der  geographischen  Breite  9i,  daher  kommt 
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a^cosn  .  _  acosTT         .  - 

V  ö*  cos  7ir  +  c*  sm  «■  V  1  —  c*  sin  «■ 

c'sin»  .  -    .  c*sin«         _  ,    . 

j  I  =:     r  +  A  sin «  =    y.  +  A  sin  n, 

Va*cos»*  +  c*sin»*  V  I  —  c*sinw* 

Daraus  findet  man 

Für  jede  Rotationsfläche    hat  man  die  Differentialgleichung   der 
kfirzesten  Linie 


dl 


■^\PW- 


worin  r  den  Radius  des  Parallelkreises,  X  die  Länge^  yzsTf^sinttQ 
eine  Constante,  Oq  das  Azimutb  am  Anfangspunkte  der  Linie  be- 
deuten.   Fuhrt  man  den  Werth  von  ^  ein»  so  erhält  man 

Versuchen  wir  diese  Gleichung  zu  integriren: 

.  1  y  ■     /*  y    cos «  , 

A  =  -^ —  arccos  -  +    /  arccos  - .  -; — =■  a^ip . 
sin»  r      J  r  sin»' 

Man  setzt  »=»0-1-  c!»»  und  entwickelt  den  Ausdruck  unter  dem 
Integralzeichen  nach  dem  Taylor'schen  Satze 

fino+^TCo)  =  A«o) +^«or^+j^r^ + 


Für  /'(»)  erhält  man  den  Ausdruck 

y 
—  [arccos— 


y /H-cos»o«\       y(go-t-A)cotg»o^ 


Filhrt  man  diesen  Werth  ein,  so  kommt,  zwischen  den  Grenzen  ^ 
0  und  zf»o  integrtrt. 
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1  y  1  y  ,  y    cos  «0  ^ 

iL  =s  —. —  arccos i —  arccos  —  +  arccos  -^  •  -: s^^ 

sin»  r      8iD9So  »"o  **o    »m  »o 


oder 


arccos  *- 


5)  X  =  — : arccos-^l ."    "^ — ^J 

siD»  roV        «111%        / 

[«,-..«« y  ^-^co8%^ .  y(go+*)cQ<g«oi  ^«b*  . 

Die  buherii  Derivationen  von  f{n)  werden  amfangreiche  und  com- 
plicirte  Ausdrficke,  sie  mögen  deshalb  nnberäcksichtigt  bleiben» 
zumal  da  es  uns  nicht  auf  eine  genaue  Bestimmung  von  X  an- 
kommt, sondern  vielmehr  auf  die  Ermittelung  des  Unterschieds 
der  Azimuthe  der  geodätischen  Linie  und  der  entsprechenden 
kürzesten  Linie  der  Parallelfläche.  Im  Allgemeinen  ist  jdn^  ein 
kleiner  Bogen,  man  kann  deshalb  auch  das  letzte  Glied  der  Glei- 
chung  vernachlässigen;    dann    lässt   sich    aber  .ßr  —. —   setzen 

-7 (1  — cotgffo^TCo)*    Demnach  erhält  man 

'  sin%  r  ro 

1  — cotgffQ^Ao.  y  ,  n 

Cm  das  Verhältniss  der  Incremente  von  a  und  h  zu  finden, 
nimmt  man  »  und  X  constant  an  und  differentiirt  nach  o  und  A. 
E«  kommt 

Führt  man  die  Differentiation  aus  und  beachtet,  dass 

y  __rosinao 
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M,  so  folgt 

d(i)  dC-slnoo) 

Werdeo  diese  Wertbe  eingesetzt,  so  erh&lt  mso 

sino^      ^Vi  cos  nQ—Tp  cos  ^  ^ 

<K  _  Ir   '    r,« 

dh~     :       I 


V  '-f.  ?-«" 

Der  Aosdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  iSsst  sich  umformen;  es 
ist  Ti  sinoi  =  rosinc^y  daher 


cosa|. 


Dies  eingef&hrt  gieht 

^  dcp  _  sins^    Ti  cos  gib— rp  cos«| 

'  dh  Ti     '  Vi  cos  «1  —  ro  cos  a^' 

Man   setzt  ri  =ro-|-c{ro»  a^  =  fi^-|-<{ob,    dann  hat  man  fSr  den 
ZShier  des  vorstehenden  Ausdrucks 

(fo+dro)coBao'-'fo(connf^—»\n7tpdnQ)szcoBn^ro'irroB\nnodnf^, 

femer  CQr  den  Nenner 

(ro  +  rfro)  (cos  «0 — sin  obi2aJ  —  Tq  cos  ck^  =  cos  «q  dr© — r©  sin  Oociao. 

Man  sucht  die  Relation  zvrischen  dt  und  da  nach  der  Gleichung 
rsln  a  =s  y  und  erhält 

r  cos  ada  4*  <iin  aifr  =  0, 
mithin 

^,     ^ sin  «    dr 

""       cosa  *  r  ' 

Dadurch  geht  der  Nenner  Ober  in  den  Ausdruck 

^    "         cosoö.ro  oosob 

Man  erhält  deshalb 
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da 8in  Oq  cog  a^  /cog  n^drt  -|-  rp  sin  »orfgip^ 


< 


dh  Ti         \  dtQ  J 

Nunmehr  führt  man  die  Radien  der  beiden  UauptkrOmmongen  ein 
nach  den  GleichuD|^en 

Ti  Ä  (p|-f- A)co8  9ry    dti  =  —  {QQ'\-h)BUkn,dit, 

dann  folgt 

du      sin «0 cog  11^0     C08»o.gin«o.rfno     ...      ,     ^  ... 
dh^ n  -(Po  +  *)«i"^d^o-^^'  +^-<^«  +*» 

ginfl^pcogcö.cosno  /(gi  +  A)— (fo  + A)\. 

^  r,  V         (^o+A)         / 


Ffir  —  getzt  man 
^1 

dann  erhält  man 

8)      ^^=-s.n«co8«(                       M 

rfro 

Bezieht  man  die  Abweichung  dee  Azimnthg  nnmittelbar  auf  die 
geodätiache  Linie,  bo  wird  A=0  und  die  GleichnngS)  geht  über  in 

9)        da=^  *«"«-"(^-^)  0  -TTVp)-^*- 

Man  bemerkt  gofort,  daas  der  ergte  Thell  dieser  Formel  ganz 
genau  mit  dem  ersten  Gliede  deg  Im  §.  1.  entwickelten  Augdrucks 
2*)  für  Ja  ühereiogtironit.  Die  letzten  Glieder  in  beiden  Glei- 
chungen gind  sehr  kleine  Grossen.    VernaehUlssigt  man  z.  B.  den 

Factor  y  für  den  Fall,  wo  n=tö^,  ^^o  =  l^  «-460,  ^=1  Meile 

angenommen  wird,  so  begehet  man  nur  einen  Fehler  von  0,0034  8e- 

dr 

cunden.     In   der   Nähe  des  Pols   kann   zwar   der  Bruch 


'4 
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bis  zu  1  wachsen,  dann  nfibert  sich  aber  die  GrSsse  f ) 

der  Null.  Fdr  die  Praxis  föllt  mitbin  die  Projection  der  kür- 
zesten Linie  der  Parallelfläche  genau  mit  der  geodätischen  Linie 
zusammen.  Theoretisch  hingegen  lässt  sich  nichts  Allgemeines 
aus  den  entwickelten  Formeln  fiber  die  gegenseitige  Lage  der 
beiden  Linien  aussagen,  da  das  Gro$senverh«Hltniss  der  letzten 
Glieder  für  verschiedene  Längen  der  in  Betracht  gezogenen 
Linien,  für  verschiedene  Breitengrade  und  Azimuthe  varlirt. 

Bewegt  sich  die  Messung  auf  einer  Hochebene,  so  schliesst 
man  nach  diesen  Ergebnissen,  dass  die  Seiten  des  gemessenen 
geodätischen  Dreiecks,  zwar  dieselben  Flächennormalen  treffen, 
wie  die  Seiten  des  entsprechenden  Dreiecks  auf  der  Grundfläche, 
dass  hingegen  die  Grossenverhältnisse  der  Seiten  und  Winkel 
beider  Dreiecke  verschieden  sind. 

3.    Beduction  der  Polh9he  auf  die  Grondilftehe. 

Beachtet  man,  dass  sich  die  Attraction  mit  wachsender  Höhe 
eher  der  Meerenfläche  vermindert,  die  Centrifugalkraft  hingegen 
vergrtSssert,  so  kommt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Lothlinie 
in  einer  gewissen  Entfernung  vom  Fusspunkte  eine  Ablenkung  er- 
leidet. Diese  Ablenkung  kann  nur  sehr  gering  sein- und  übt  nie- 
mals einen  merklichen  Einfluss  auf  die  Grosse  der  Horizontal- 
winkel aus.  Es  können  aber  Fälle  eintreten,  wo  sie  von  Bedeu- 
tung fflr  die  Bestimmung  der  Polhohe  wird. 

In  Figur  3|  stellt  G  die  Compooente  der  Attraction  der 
ruhenden  Erde,  g  dieselbe  Componente  der  rotirenden  Erde 
und  zugleich  die  Richtung  der  Lothlinie,  f  die  Centrifugalkraft, 
n  die  Polhohe  und  q>  den  Winkel  zwischen  G  und  g  vor.  Man 
bat  die  Gleichungen 

10)  Gcos9>r=  j|r-|-/*cos»;     Crsin^)  = /sin^r* 

Die  letzte  Gleichung  wird  differentiirt: 

G cos  fpdtp  -t-  min  q>dG  ^=i  f  cos  ndn  -f  sin  n.  df\ 

oder,  da  dn^s^tbp  ist, 

(Gcosq)-' f CO» n)dft  t=  B\nn.df — sxnfp.dG» 

daraus  folgt 

,         Binn.df'^mmfp.dG 
an  ^ • 
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Man  ermittelt  die  Differeotialien  dG  and  «^ 

1.  Wird  die  Wink elgescb windigkeit  w  genannt,  so  ist  f^vflr, 
also  df  =  te*£/r  =  to*A  cos  %• 

%  Die  Richtung  von  G  nimmt  man  fi!r  beide  Punkte  constant  an. 
Br  ist 

mithin 

dG  2.A 

Diese  Crossen  fShrt  man  ein  und  setzt  ffir  sing)  den  Ausdruck 
-^-Q — •  dann  kommt 

11)  d«  =  .si„„co8«(fe«  +  ^^^, 

wenn  man  annähernd  fär  R  den  Krümmungsradius  ^|  setzt.    Da 
aber  ^€os^  =  r  ist,  so  folgt 

12)  dn  =  —  •  A  sin  9E  cos  n. 

y 

Ermitteln    wir  die  GrSsse   von  dn   ifir   den  Fall:    «  =  45"; 
A  =  1000  Meter.    Es  ist 

i.x* 
**  -(86164)«' 

mithin 

3. 1000.4. 9t« 

""-2.^.(86164)«' 

Iogfl000  =  3.7781513  log.86164«s:  9.8706618 

log.»^     =0,9942998  log.^        »=0.9916247 

4,7724511  log  sin  1"  ==0.6855749—6 


5,5478614  5,5478614 


logd»    =0,2245997—1 
dit    =0.17  Secanden. 


4.    Die  KormalBelinltte  nad  die  geodltiseke  linie. 

Die  drei  Torzflglichsten  Linien,  welche  zwei  Punkte  anf  dem 
Sphfiroid   verbinden,    sind   die  beiden    Normalscbnitte    und    die 
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geodätische  Linie.  Wir  betrachten  zneret  die  Normaischnitte  und 
benutzen  hierzu  die  beicannte  Fig.  1.  Die  Sehne  ab  bildet 
die  Schnittlinie  der  beiden  Normalebenen ,  von  da  ab  trennen 
sich  dieselben  und  gehen  durch  die  Punkte  c  und  g  des  kür- 
zesten Abstandes.  Diese  Betrachtung  flihrt  auf  eine  leichte 
Ermittelung  des  Winkels,  welchen  beide  Ebenen  einschliessen ; 
man  braucht  den  kOrzesten  Abstand  e  nur  im  Sinne  der  Senk- 
rechten zum  ersten  Verticalschnitt  zu  nehmen,  also  die  LSnge 
cg  auf  diese  Senkrechte  zu  projiciren,  um  sofort  das  Maass  des 
Winkels  zu  bekommen.  Nennt  man  t  den  Winkel  zwischen  .der 
Senkrechten  und  der  Linie  cg,  dann  hat  man  für. den  Winkel  d 

ß  cos  X 
der   beiden   Normalschnitte   die  Gleichung   8  =  — ^r —  .     Für    x 

fahrt  man  die  Ergänzung  or  =  90 — x  ein  und  erhält 

X  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden  conjvgirten  Tangenten, 
die  analytische  Geometrie  giebt  dafflr  die  Gleichung 

(1        1\  sin«  cos«           ^,        ,          /l       1\   . 
—  1 ,  annähernd  =  PI lsm«cosa. 

Dieser  Ausdruck  (das  C|  des  §.  1)  stellt  eine  kleine  Grösse  vor, 
man  kann  deshalb  sina:=  I  setzen  und  bekommt 


oder,  da  kt'  nahe  =5^  =  1  ist. 


sin«  cos« 


kz' 


sin  «cos«. 

Von  dem  Winkel  9  der  Normalebenen  kann  man  leicht  zu 
dem  Winkel  der  beiden  Tangenten  der  Normalschnitte  fibergehen, 
indem  man  de»  Winkel  9  auf  dem  Horisont  von  o  redncirt  Nennt 
man  den  gesuchten  Winkel  Jn,  so  kommt  nach  Fig.  4 

lAx                           jt        /.Sinti. d      ^    , 
14)  An  = ^ =  0.  sin  «. 

u  ist  der  Winkel   zwischen  der  Sehne  und  der  Tangente,  daher 
sin  tt  =  4W*    D>«8  eingeführt  giebt 


Digitized  by  VjOOQIC 
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15)  ^n  s=  gr~M  =  %t~lI 1  sinacos«. 


S«tzt  man  A;s=  V  QoQi »  ^A^n  folgt 

16)  ^11  =  $  %^^  «Inacosa. 

DiM  ist  der  Winkelanterschied ;  jetzt  fragen  %%ir  nach  ileni 
grSsatee  linearen  Abstände  der  NorniaUcbnitte  auf  deni  8|ihäroid, 
Derselbe  befindet  sieb  nahe  In  der  Mitteles  Bogens  s.    Der  Ab« 

stand  dieses  Punktes  von  der  Sehne  ist  gr»   mithin  der  Abstand 

D  der  beiden  Normalscbnitte 


#«.d        #•     /l        l\ 


coso 

**  (£l~1?o)  .^^^^^^ '     ^., 

^  o  •  ""7 ^i"  sinacos«  =  7  •  -^/i» 

Die  numerische   Berechnung   giebt    für  den  speciellen    Fall: 
»=450,  «=30  Meilen,  a  =  4502'52.7"  die  Werthe 

Jn  rs  0,21  Secunden,    D  s=  0,18  Par.  Fuss. 

Es  ist  ersichtlieh,  dasa  die  durch  die  Zireideutigkeit  des 
Normalschnltts  entstehenden  DiCerenses  nur  sehr  gering  sind, 
dessenungeachtet  sucht  sie  der  Geodät  dadurch  au  vermeiden» 
das8  er  die  geodätische  Linie,  als  die  einsige  unsweideutige  Ver- 
bindung zweier  Punkte  auf  dem  Sphäroid,  in  Rechnung  zieht 
Sachen  wir  die  Lage  dieser  Linie  zu  ermitteln.  Figur  5  stellt 
einen  Sleridlanschnitt  nebst  Evolute  dar.  Erleidet  der  Bleridian 
eine  Drehung  uro  die  Axe,  so  dass  der  Punkt  o  nach  a,  6 
nach  ßs  c  nach  y  gelangt,  so  besehreiben  die  Normalen  ac  und 
bc  K^elflächen.  Eine  Ebene  durch  ac  stellt  einen  Normalschnitt 
des  Punktes  a  vor;  sobald  dieselbe  den  Punkt  a  trifft,  so  wird 
sie  aoeb  des  Panht  y  sciiseiden,  weil  die  Punkte  a,e,a,y  in  einer 
Ebene  Hegern  Drehet  man  nunmehr  die  Normalebenen  bis  zss» 
Ponkte  ß,  so  befindet  sich  y,  mitbin  auch  die  Normale  ßy  des 
zweites  Punktes,  rechts  vos  der  Normalebene  acß.  Gehet  man 
also  von  a  nach  ß,  so  befindet  sich  die  Fläcbennormale  des 
zweiten  Punktes  auf  der  dem  ersten  Meridian  abgekehrten  Seite 
des  Normalschnitts  von  a.  Man  fiberzeugt  sich  leicht,  dass  dies 
Resultat  flir  alle  Richtungen  aß  gilt.  Ebenso  leicht  findet  man, 
dass  nach  derjenigen  Seite  hin,  wo  die  benachbarte  Fläcbennor- 
male   abweicht,    die   Concavität   der    kfirsesten    Linie    gerichtet 
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ist.  Stellen  nfimlicli  in  Fig.  6  aai,  bbi»  o.  s.  w.  die  darch  die 
kürzeste  Linie  getroffenen  Flächennormaien  vor  und  versucht  man 
diese  Linie  zu  construiren,  so  gehet  man  von  a  nach  b  und  in 
der  Tangente  weiter  bis  c.  Die  Kiflniniungsebene  von  b  erleidet 
eine  Drehung  gleich  dem  Winkel  d  um  die  Tangente  abc.  Da- 
durch wird  der  dritte  Punkt  y  der  Curve  von  der  Ebene  aaiC  ab 
nach  dem  Auge  zu  dirigirt»  das  Azimutb  ay  weicht  also  in  derselben 
Richtung  vom  Azimuth  ab  ab.  Denkt  man  sich  nunmehr  die 
Normalebenc  aoiy  construirt,  so  ist  ersicbtiichy  dass  dar  Punkt  d 
der  Tangeute  byd  ebenfalls  nach  dem  Auge  zu  von  dieser  Ebene 
abweicht,  weil  6  auf  der  entgegengesetzten  Seite  derselben  liegt 
Noch  grösser  wird  die  Abweichung,  wenn  man  den  Punkt  d  in 
der  Krümmungsebene  bycgd  auf  die  Fläche  projicirt  Das  Azimuth 
ad  erleidet  mitbin  wiederum  eine  Drehung  in  der  schon  mehrfach 
genannten  Richtung.  Die  kürzeste  Linie  bleibt  also  immer  auf 
einer  Seite  des  Normalschnitts  und  wendet  ihre  concave  Seite, 
vom  Anfangspunkte  a  der  Linie  aus  betrachtet,  der  Normalebene 
'  dieses  Punktes  zu.  Man  kann  sich  die  Lage  derselben  durch 
Fig.  7.  versinnlicben,  in  welcher  die  ausgezogenen  Linien  die 
geodätische,  die  punktirten  Linien  den  Normalschnitt  andeuten. 
Denkt  man  sich  dieselbe  Figur  im  Punkte  6,  so  mflsste,  von  b 
aus  gesehen,  die  geodätische  Linie  nicht  die  Lage  acb,  son- 
dern adb  haben.  Das  ist  auch  in  Wirklichkeit  der  Fall,  es 
ist  eine  Eigenschaft  der  kfirzesten  Linie,  von  Ihren  Endpunkten 
aus  gesehen,  nach  zwei  entgegengesetzten  Seiten  hin  concav  zo 
erscheinen.  Daraus  folgt,  dass  sich  diese  Linie  zwischen  den 
beiden  Vertiealschnitten  befindet. 

Für  die  Abweichung   des  Azimuths  der  geodätischen  Linie 
von  dem  des  Normalschnitts  hat  man  die  bekannte  Formel 

,^^                     .             t*.e*.GOSff*cososino 
18)  J— a  = ^ ; 

fiir  den  Unterschied  der  beiden  Normalschnltte  haben  wir  oben 
gefimden 


^''"=ä(ii-s)'*"^'*^ 


Formen  wir  den  Ausdruck  fflr  Jn  so  um,  dass  er  mit  der  ersten 
Gleichung  verglichen  werden  kann.  Setzt  man  för  k  den  be- 
quemsten Werth  ein,  so  erhält  man 
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~^      Vl-e«8iD»* 

=  l[(|-2«««iii«^(l  +  6«)-I  +  e«8in»«] 

Daher  findet  maD 

j*.  e*.  cos  3E*  sin  a  cos  a 


19)  Jn  r=: 


2a« 


Der  Unterschied  swiscben  dem  Nornalschnitt  und  der  geodäti* 
sehen  Linie  ist  also  \  des  Unterschieds  zwischen  den  beiden 
Normals  chnitten. 


&.    Elaiges  tther  den  Einflass  der  erörterten  Correetionen  anf  das 
Resultat  der  Messung. 

Wenn  man  die  in  den  vorigen  Paragraphen  behandelten  kleinen 
Unterschiede  lediglich  nach  den  Zahlen,  welche  ans  der  nnmeri« 
sehen  Berechnung  resultiren>  beurtheilen  wollte,  so  kannte  die 
Bedeotung  derselben  leicht  unterschfitzt  werden.  Man  betrachte 
X.  B.  die  Reduction  der  Poih5he.  Die  im  §.  3.  ausgeführte  nume* 
riscbe  Berechnung  weist  die  sehr  geringe  Differenz  von  O^l?  Se- 
cunden  nach  —  eine  Winkeldifferenz,  welche,  auf  roSssige  Längen* 
dimensionen  bezogen,  nur  eine  ganz  kleine  lineare  Abweichung 
verursacht  im  vorliegenden  Falle  jedoch  hat  man  sich  den  Winkel« 
unterschied  am  Mittelpunkte  der  Erde  vorzustellen,  und  von  hier 
ans  schliessen  die  Schenkel  desselben  auf  der  Oberfläche  einen 
Bogen  von  nugeftbr  10  Fuss  ein;  dies  ist  eine  Grösse,  welche 
sich  bei  der  Triangulation»  auch  über  beträchtliche  Strecken  hin- 
weg, bemerkbar  macht,  im  Uebrigeo  ist  die  in  Rede  stehende 
Correction  insofern  von  geringerer  Bedeutung,  als  PolbOhenbestim* 
mnogen  in  grosseren  Hohen  seltener  vorkommen. 

Was  die  beiden  übrigen  Correetionen  betrifft,  so  haben  sie, 

wie  wom  den  Forhieln  3)  und  18)  leicht  zu  ersehen  ist«  zwei  Eigen« 

ehaften  gemein:  erstens  erreichen  beide  ihren  grSssteu  Werth 

Tli«U  IJ.  S 
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am  Aequator,  bei  einem  AEimulb  von  45^,  zweitens  wechseln 
beide  das  V^orzeicben  in  jedem  folgenden  Quadrantenr. ''.  Sonst 
stehen  sie  in  keiner  Beziehung  zu  einander ,  denn  die  eine  ist 
Funktion  der  EntferiMing»  die  Andere  ist  Function  der  Höhendif- 
ferenz der  betreffenden  Punkte,  ausserdem  bewirken  sie  Aende- 
rungen  des  Azimuths,  welche  einander  enfgegen^e^^etzt  sind. 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Normalschnitt  und  der  kür- 
zesten Linie  kommt  nur  bei  adhr  grossen  Dreiecken  in  Betracht, 
der  Einfluss  desselben  ist  deshalb  gering.  Von  grösserem  Eloflass 
kaivn  die  Correction  Jcuwerilen  und  besonders  dann,  wenn  sich 
die  Messung  auf  längere  Strecken  über  ein  Gebirge  hinweg  zieht. 
Man  überzeugt  sich  leicht^  dass  alle  Winkel,  deren  Schenkel  die 
Verticale  zum  Meridian  einschliessen,  durch  die  Correction  kleinei*, 
hingegen  alle  Winkel^  welche  den  Meridian  einschliessen,  grosser 
werden,  weil  sich  in  beiden  Fällen  die  Verbesserungen  der  ein- 
zelnen  Azimiithe  summiren.  Dadurch  wird  das  ganze  System  von 
Dreiecken  in  der  Rtchlung  des  Meridians  zttsamra4)ttgesi5bobeii. 
Dite  Correction  bewirkt  also^  wenn  es  sich  un^  die  Bestimmung  der 
Erdgestalt  handelt,  eine  Verminderung  der  Kriinimuog  und  infolge- 
dessen —  in  unsern  Breitegraden  —  eine  Vergrosserung  der  Ab- 
plattung. 

Die  eben  erörterten  kleinen  NVinkelpnterschiede  haben  zum 
Theil  ihren  Grund  in  der  Unregelmässigkeit  der  Erdoberfläche. 
Aehniicbe  Abweichungen  müssen  stattfinden,  sobald  die  natürliche 
Grundgestalt  der  Erde  nicht  mit  dem  durch  Berechming  ermitteltee 
Rotationsellipsoid  ubereiostiromt.  Dieser  F<all  kann  aber  häufig 
eintreten,  weil  das  gedachte  .  Rotationsellipsoid  das  Ergebniss 
vieler  Gradniessungen  ist,  welche  zum  Theil  beträchtlich  von  ein- 
ander abweichen,  abgesehen  von  den  kleinen  Fehlerp,  welche  da- 
durch, entstanden  sind,  dass  man  der  Erdoberfläche  bald  Im  Voraus 
die  Gestalt  eines  Rotationsellipsoids,  octroirte..  Man  kann  hier- 
nach ermessen^  wie  schAvierig  die  Losung  der  Au^^be  ist,  welche 
sich  die  Geodäsie  in  neuerer  Zeit  gestellt  hat  und  als  offene  Frage 
diicfte  wohl  noch  angesehen  werden  müssen :-  ob  es  nicht  zweck- 
entsprechender sei,  das  mehrfach  gedachte  Rotationsellipsoid  nur 
aufi^uifsweise  zu  benetzen  und  unter  alieiuiger  Voraussetzung 
einer  Rotationsfläche  mitteist  der  für  diese  FJäohe  geltenden 
Differenlialformel  der  kürzesten  Linie  zu  operiren.  ^ 

6»    Die  StraUeiibreehaftg.  ^ 

Sobald  ein  Lichtstrahl  in  bin  Mittel  von  änderet  SeselraflSeii* 
heit  übergeht,  erleidet  derselbe  eine  Ablenkung  von  der  ui^prMg- 
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licheD  Richtung  in  der  Weise ^  dass  Anfangs«  und  Endrichtong 
des  Strahls  mit  der  Normalen  der  Grenzfläche  in  Einer  Ebene 
liegen.  Sind  viele  lichtbrecheode  Scbicliten  in  sehr  Icleinen  Ab* 
ständen  parallel  fiber  einander  gelagert^  so  bildet  der  Weg>  wel- 
chen der  gebrochene  Lichtstrabi  durchläuft»  eine  stetig  gekrümrote 
Linie.  Von  der  räumlicben  Gestaltung  der  Parallelflächeu  hängt 
es  ab,  ob  diese  Linie  eine  Curve  einfacher  oder  doppelter  Krüm- 
mung sei.  Das  Erstere  findet  nur  dann  statt ,  wenn  die  lichtbre- 
chenden Schichten  durch  para,llele  Ebenen  oder  concentrische 
Kugelflächen  begrenzt  werden,  In  jedem  andern  Falle  entstehet 
eine  Cnrve  doppelter  Krümmung,  weil  sich  die  benachbarten 
Flächennormalen  nicht  schneiden.  Diese  Betrachtung,  Bezogen 
auf  die  Strahlenbrechung  der  Erdatmosphäre,  zeigte  dass  die  dop- 
pelt gekrümmte  Lichtcurve  neben  der  verticalen  auch  eine  hori- 
zontale Abweichung  haben  muss«     Wir  behandeln  zuerst 

A.     Die  verticale  Strahlenbrechung. 

Bei  Untersuchungen  über  die  verticale  Strahlenbrechung  sieht 
man  von  der  sphäroidischen  Gestalt  der  Erde  ab  und  betrachtet 
die  Luftschichten  gleicher  Dichte  wie  concentrische  Kugelschalen. 
Die  Sinus  des  Einfalls-  und  Brechungswinkels  verhalten  sich  wie 
die  Lichtgeschwindigkeiten  in  den  betreffenden  Schichten.  Nennt 
man  die  Einfallswinkel  am  1.,  2.,  3.  u.  s.  w.  Lot  he  entsprechend 
Xi,  a:^,  0:3...,  die  Brechungswinkel  ,1^1,  y^,  ^s*..»  ferner  die  Ge- 
schwindigkeit des  Lichts  in  der  Hohe  A  =  ^(A),  so  hat  man  die 
Gleichung 

8in.t?  ^       (p(h) 

siny  "~  q>{h-{-dhy 

Man  drückt  die  Sinus  durch  die  Curvenelemente  aus,  dann  kommt 


sinor  = 


Da  die  Lichtcurve  in  einer  Ebene  liegt,  so  ist  Fig.  8  s  nur 
allein  von  A  abhängig,  man  kann  deshalb  für  sin  or  die  Funk- 
tion ^(h)  setsen,  dann  wird  sinxvi  r=:  a|)(A -|- <2A). 

Um  vom  Winkel  Xi  zum  Winkel  y  überzugehen,  benutzt  man 
die  Beziehung  y=zxi  +dt,  mithin  ist  sin^^zssinoTi  +  cosxidt. 
Man  hat  demnach  unter  Einführung  der  neuen  Bezeichnung 

g>(h^dk}_  1/;(A-^i^A)         coaxj.dt    , 
9(A)       ^       -^(A)       "*"  q>(h)  =  sina?* 


3* 
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oder,  da  x  nahe  gleich  Xy  ist. 

Das  letzte  Glied  liest  sich  nmfonneD, 

cotg*i8t  =  2j|; 
Terner 

mithiD  kommt 


Man  erhUt  also 


.         ,        dh     dst  dh 

ö  d$i    ^  +  A       ^  +  A 

9(*)     ""     *(A)     +^  +  A 


Davon  nimmt  man  das  Integral  von  Aq  bis  A: 

oder 

»(A)  _y(A)(g^-Ao) 
*(Äo)^9(Ao)(^  +  A/ 

^(A)  ist  =sina?  oder  auch  =sinz,  wenn  man  mit  t  die  Zenith- 
distanz  bezeicbnet;  man  erhält  deshalb 


sinio      g>(Ao)(^+A)' 

(p-f  Ao)sin»,) 

9(Ao)       """^ 


21) 
oder,  wenn 

gesetzt  wird, 

22)  3lnz  =  ^!a:^). 

^  +  A 

Druckt  man  sinx  oder  sina;  durch  die  Gurvenelemeate  nus,  so 
erhält  man  die  Gleichung 


V 


\dh)  -    p+A  ' 
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oder 

23)  ^  -  '     

rfÄ    t/"i    «o*y(*)*' 
▼       ((»  +  *)• 

Gehet  man  mittelst  der  Relation  c{«*:=(9-f  A}*({T*-f  e//«*  zu  Polar- 
coordinaten  fiber,  so  kommt 

24)  <^* 'h-J'A^ 


(*  +  Ä)«\  l-(p^.Ä). 

Dies  itft  die  Differentialgleichang  der  Curve»    sie  Icann  integrirt 
werden,  sobald  ^(A)  belcannt  ist. 

Die  Gleicliiiiig  t2l)  zeigt ,  dass  znr  Ermittelang  der  Huhen- 
dilerenz  zweier  Punicte  die  Kenntniss  der  Funiition  9»(A)  nicM 
erforderlicb  ist,  wenn  man  an  beiden  Punicten  die  Zenitbdistanzen 
and  die  numerischen  Werthe  von  ^(A)  (durch  Thermometer  and 
Barometer)  beobachtet.  Soll  aber  der  Höhenunterschied  von 
Einem  Punkte  aus  bestimmt  iverden,  so  hat  man  die  Kenntniss 
der  Funktion  ^{h)  nothig.  Das  Mario tte'sche  Gesetz  ist  hierzu 
nicht  ausreichend,  weil  die  Temperatur  der  Schichteir  variirt  and 
zwar  nach  einem  Gesetze,  welches  nicht  hinlänglich  bekannt  ist. 
Für  geringe  Höhendifferenzen  durfle  die  Annahme  gerechtfertigt 
sein,  dass  sich  die  Lichtgeschwindigkeit  linear  ändere,  also  durch 
eine  Funktion  von  der  Form  p  -f  9  •  ^-  darstellen  lasse.  Setzt  man 
diesen  Ausdruck  in  die  Differentialgleichung  24)  und  integrirt,  so 
erhält  man  zwar  die  Gleichung  der  Lichtcurve,  aber  in  einer 
Form,  welche  für  weitere  Untersuchungen  zu  complicirt  ist.  Man 
wird  deshalb  darauf  geführt,  die  Aufgabe  umzukehren  und  die- 
jenige Funktion  zu  suchen,  welche  den  gebrochenen  Lichtstrahl 
zu  einer  möglichst  einfachen  Curve,  nämlich  zu  einem  Kreisbogen 
macht.  Dann  bleibt  zu  benrtbeilen,  inwieweit  die  so  ermittelte 
Funktion  mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmt. 

In  Figur  9.  sei  c  der  Mittelpunkt  der  Erde,  C|  das  Centruni 
der  Lichtcurve,  e  die  Excentricität,  q  der  Radius  der  Erde,  r 
der  Radius  der  Lichtcurve. 

Man  erhält  die  Gleichung 

e«=  (^  +  A)*  +  r«— 2r(p+A)co8r. 


Es  Ist  aber 


V  =  z— 9(r;  cosr  =  sinz  =       ,  ,    » 
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daher  kommt 

<'oy(A)_(p-|-A)'H-r»-e« 
^+A   —       2r.(^+A) 

Für  Oo  h^t  n^^n  *i>  diesem  Falle  den  Ausdruck 

9(0)    ■"    <p(0).2.r.p    * 
es  folgt 

2rg)(ü)        p+A-        2r.(p  +  A)       ' 

oder 

y(A)  _  (g+A)«  +  rg~e*  _  A« +  2pA  + e'  +  r^-g*. 
9>(0)""       p«  +  r«-e^       ""  p*  +  r«-i»«  =  2rpsinro' 

26)  ^  =  ^l_+-4-  +  I. 

'  9>  (0)        2prsinZ(|        rsiriio 

Dies  ist  die  gesuchte  Funktion  9>(A);  rsinx^  hat  darin  die  Bedeu- 
tung einer  Constanten;  setzt  man  dieselbe  gleich  c,  so  kommt 

Oft.  ^  (Ä)         A«    ,  A 

Das  quadratische  Glied  ist  nnr  eine  sehr  kleine  Grosse,  des- 
halb weicht  die  ermittelte  Funktion  ^(A)  wenig  von  einer  linearen 
Funktion  ab. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Uefraction  zu  bestimmen.  Man 
hat  annähernd  px  =  «  =  /8in:o>  daraus  folgt 

27  =  —  =        ^       --  ± 

2r  ""  2rsin:o       2c 

Die  Refraction  u  i.st  demnach  proportional  dem  Centriwinkel 
t  oder  der  linearen  Entfernung  $,  Die  Constante  c  wird  gleich 
dem  Radius  der  Lichtcurve,  sobald  die  Zenithdistanz  90^  beträgt. 
Man  kann  sich  Lage  und  Grösse  dieser  Radien  leicht  vorstellen, 
sobald  man  auf  der  Verlängerung  der  Normalen  ac  die  Constante 
c  abträgt  und  dann  die  Senkrechte  mn  zieht.  Diese  Senkrechte 
ist  der  geometrische  Ort  der  Krummungsmittelpunkte  aller  vom 
Punkte  a  aus  in  der  angenommenen  Ebene  denkbaren  Licbtcafven. 
Die  Constante  c»ist  durch  Beobachtung  bestimmt  und  gleich  7  bis 
9  Erdhalbmessern  gefunden  worden. 
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B.     Die  horizontale  Ahiveichung  der  Lichtcurve   auf 
dem  Erdsphäroid. 

Wir  wenden  zur  nähern  Bestimmung  der  horizontalen  Ab- 
weichung des  Lichtstrahls  die  im  §.  4.  bezüglich  der  kürzesten 
Linie  befolgte  Methode  an»  wonach  gewisse  äusserste  Grenzen 
ermittelt  werden,  itmerhalb  welcher  sich  die  gesuchte  Curve  he« 
findet.  Die  Lielitcurve  bat  mit  der  kürzesten  Linie  die  Eigen- 
schaft geraein,  dass  ihre  benachbarten  Elemente  mit  der  betref- 
fenden Flächennornialen  in  einer  Ebene  liegen.  Diese  Eigenschaft 
war  da^  wesentliche  Moment  in  der  BeweisfübruDg  des  §.4,  die 
dort  gezogenen  iSchlussfolgernngen  haben  mitbin  auch  in  Bezug 
auf  die  Lichtcurve  Geltung,  d.  h-  die  Lichtcurve  liegt  zwischen 
den  beiden  Normalschnitten  ihrer  Endpunkte.  Verbinde!  man  mit 
diesem  Ergebnis»  die  Resultate  ^%s  vorigen  Paragraphen  über 
die  verticale  Strahlenbrechung,  so  erhält  man  die  zur  Bestimmung 
der  äossersten  Grenzen  nüthigen  Data.  In  Fig.  10  stellt  ai  den 
Radius  der  Lichtcurve  asib  in  der  Normalebeoe  acb^  bh  hin- 
gegen denselben  Radius  in  der  Normaiebene  bga  vor.  Be« 
schreibt  man  mit  beiden  Radien  Kreisbogen,  so  hat  man  die  Nor* 
schnitte  der  Lichtcurve.  Für  den  Winkel^  den  die  Tangenten 
dieser  Normalschnitte  mit    einander    bilden,    giebt   der  §.  4.    die 

Formel  /^n  =  dsinu.     Im  vorliegendc*n  Falle  ist  sinu  =  ö^>  mithin 

"»  =  2r"* 
Der  grusste  Abstand  D  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung 

Der  Radius  der  Lichtcurve  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
ohngeföhr  gleich  7  Erdhalbmessern,  oder,  mit  Bezug  auf  die' 
Formeln  14),  15)  und  17),  =7.k.  Die  Werthe  von  Jn  und  D 
sind  mithin  durch  7  zu  dividiren,  wenn  man  von  dem  Unterschiede 
der  Norroals^hnitte  auf  dem  Sphäroid  zu  dem  Unterschiede  der 
Normalschnitte  der  Lichtcurve  übergeht.  Führt  man  diese  Ope* 
ration  in  Betreff  der  im  §.  4.  ermittelten  numerischen  Werthe  aus» 
so  findet  sieh,  dass  die  Abweichungen  ausserhalb  der  Grenze  der 
Sichtbarkeit  liegen.  Der  Winkelunterschied  beträgt  0^03''  und 
grCsser  kann  auch,  im  augünstigsten  Falle  die  Differenz  zwischen 
Nomalscbiutt  und  Lichtcurve  nicht  werden.  Di^  Lichtcurve  föllt 
also  für  die  Praxis  vollständig  mit  dem  Normaiscbnitt  zusammen. 
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40  sonder  ho  f:  Die  geodätitchen  Correeiionen 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man»  wenn  sieh  die  Beob» 
achtnngsorte  in  versehiedenen  Höhen  über  der  HeeresflSebe  be- 
finden. Die  Elevation  ist  in  allen  Fällen  sehr  gering»  deshalb 
weichen  Entfernung  der  Punkte»  sowie  Radius  der  Lichtcurve 
wenig  von  den  entsprechenden  Grossen  des  vorhin  bebandelteo 
Falles  ab. 

Ans  der  obigen  geometrischen  Entwickdung  ist  deutlich  zu 
erkennen»  wie  die  Grösse  der  horizontalen  Refraction  mit  der  In* 
tensität  der  lichtbrechenden  Krallt  zusammenhängt  Setzt  man 
z.  B.  den  KrOmmungsradius  der  Lichtcurve  gleich  dem  Erdradiiis 
voraus,  so  wflrde  der  Lichtstrahl  nicht  den  Norroalschnitt»  sondern 
die  geodätische  Linie  beschreiben. 

Die  horizontale  Abweichung  der  astronomischen  Lichtcurve 
lässt  sich  theoretisch  nicht  ermitteln»  weil  die  mathematischen 
und  physikalischen  Verhältnisse  der  Atmosphäre  nicht  hinlänglich 
bekannt  sind.  Man  kann  die  Lage  dieser  Curve  auch  nicht»  wie 
oben  geschah,  mit  den  Nnrmalschiiitten  der  Endpunkte  vergleichen» 
selbst  wenn  diese  bekannt  wären»  weil  die  Normalschnitte  nir 
solche  Punkte»  welche  in  beträchtlichen  Hohen  liegen»  eine  andere 
Bedeutung  erlangen.  Die  höhern  Luftschichten  werden  nicht  mehr 
durch  Parallelflächen  zum  Erdsphäroid  begrenzt»  die  Normalen 
der  sich  auf  den  verschiedenen  Niveauflächen  entsprechenden 
Punkte  fallen  deshalb  nicht  in  eine  gerade  Linie  zusammen»  sie 
bilden  vielmehr  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  Curve»  welche  die 
örtlichen  Normalen  der  Niveauflächen  einhüllt.  Selbst  der  zenithale 
Lichtstrahl  ist  mithin  keine  grade  Linie»  sondern  eine  Curve» 
welche  nahe,  aber  nicht  ganz,  mit  der  Umhullungslinie  der  Nor- 
malen (ibereinstimmt. 

Unter  solchen  theils  unbekannten»  thetls  complicirten  Verhält- 
nissen kann  die  Ermittelung  der  horizontalen  Abweichung  der 
astronomischen  Lichtcurve,  wenn  eine  solche  überhaupt  bemerkbar 
ist,  nur  Aufgabe  der  Beobachtung  sein. 

Hätte  man  es  nur  mit  Kugelflächen  zu  thun,  so  wflrde  die 
Gleichung  21  einigen  Aufschiiiss  ilber  die  Höhe  des  lichtbrechenden 
Mittels  geben.  Die  astronomische  verticale  Strahlenbrechung  ist 
durch  Beobachtung  bestimmt  worden,  man  kennt  also  die  Winkel- 
differenz der  ersten  und  letzten  Tangente  der  Lichtcurve.  Stellt 
in  Pig.  II  ab  die  Lichtcurve,  ad  die  Tangente  derselben  am 
Beobachtungsorte,  ac  die  Richtung  nach  dem  Stern»  dbe  die 
letzte  der  lichtbrechenden  Schichten  vor,  so  sieht  man  leicht» 
dass  der  Eintrittspnnkt  b  des  Lichtstrahls  zwischen  den  Punkten 


Digitized  by  VjOOQIC 


der  out  dem  Spkäraid  Ifeobachteien  Hori%nntaiwinkel,  4t 

c  und  d  enthalten  sein  nrnss.  PSr  den  Punkt  d  erhfth  man  aae 
der  Figur  die  Relation  (p-f  A)Aino  =  ^sinzo«  Nennt  man  die  Re- 
fraetion  «,  so  iat  o  =  Z|  —  u»  aUo  sine  =  ainii  cosu  —  cos  Z|  sinti. 
Ferner  hat  miin  die  Formel  der  verticalen  Strahlenbrechung 

sinx|  y(A)         q 

Elimiairt  man  ig  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  l($8t  nach 
h  auf»  so  erhilt  man 


Sf^ir^)- 


p  -1-  A  =  p  sin  2o 


Damit  ist  eine  untere  Grenze  för  die  Hohe  der  AtmosphSre  er- 
mittelt. Wollte  man  dieselbe  Methode  in  Bezug  auf  den  Punkt 
c  zur  Ermittelung  einer  obern  Grenze  anwenden ,  so  würde  man 
keinen  bestimmten  Werth  fOr  h  erhalten. 

Die  Erde  hat  zwei  Punkte  sphärischer  KrGmmung»  nämlich 
die  beiden  Pole;  dort  angestellte  Beobachtungen  würden  mithin 
der  angedeuteten  Rechnung  unterworfen  werden  können.  Viel- 
leicht liefert  die  nächste  deutsche  Nordpolezpedition  hierzu  einiges 
Material. 
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42    Sonderhof:  SacfUrag  zu  der  AöhandUmg:  JUe  geoüiUhchen 


Vf. 

INachtrag  %ix  der  Abhandlung:  „Die  geodätischen  Cor- 

rection^n  der  auf  dem  Sphäroid  beobachlcien 

llorizontalwinkcL     Nr.  V." 

Von 

dem  Geodäten  Herrn  A.  Sonderhof 

in  liolniätedt  Uv.i  GremtHcn  in   Sc*.li  ^varzl>  ur^-Sontl  crä  li  au  ü  r  n. 


(Fig.  s.  Taf.  II.) 


Am  Schlüsse  des  §.  4.  kam  die  Formel  zur  Erwähnung,  welche 
den  Unterschied  zwischen  dem  Aziiiiuth  der  kürzesten  Linie  und 
dem  des  Normalschnitts  darstellt.  Sie  wurd6  dort  als  bekannt 
vorausgesetzt  und  ist  in  der  That  auch  schon  auf  verschiedene 
Weise,  aber  stets  nach  der  analytischen  Methode  entivickelt 
worden.  In  Folgendem  soll  die  Aufgabe  auf  geometrischem  Wege 
gelost  werden.  Es  dürfte  diese  Lösung  insofern  vielleicht  von 
einigem  Interesse  sein,  als  sich  dadurch  unmittelbar  die  Abkür- 
zungen und  Annäherungen  erkennen  lassen,  welche  die  gedachte 
Formel  voraussetzt. 

W'ir  nehmen  an,  dass  die  Veränderungen,  welche  Azimuth 
und  Krümmungsradien  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  betrachteten 
Linie  erleiden^  vernachlässigt  werden  können.  Dadurch  geht  in 
der  Gleichung 


« /l         I  \  sinacoscv 
Jn:=zs^[ ) ö > 


welche  nach  §.  4.  den  Winkelunterschied  zwischen  den  Tangenten 
der  beiden  Normalschnitte  ausdrückt^  die  Grösse 


(l_        1  \sinacosa 


io  eine  Constante  über. 
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Coneetionen  d,  auf  d,  Spkäroid  beobachuun  Uori%ontalwinkeU^  43 

Denkt  man  sieh  nun  erstens  die  kürzeste  Linie  in  unendlich 
▼iele  kleine  und  gleiche  Theile  zerlegt  und  alle  NormaUchnitte 
zwischen  den  auf  einander  folgenden  Theilpunkten  construirt^  so 
ist  in  Folge  der  obigen  Annahme  der  Winkelunternchied  ^n  ffir 
alle  diese  Curveneleniente  derselbe,  d.  h.  in  Bezug  auf  die  bei- 
gefOgte  Flg.  12. 

^dbc  :=  ^€cm  =  ^gmn  =  rf**.«?, 

i,    ••  .       ..       ..     -^  M        /J         1  Nsinacosa  .        ,  . 
wenn  man  nämlich  mit  v  die  Grosse  ( —  I ti bezeich- 

Bei»  und  wenn  die  Linien  bd,  ce  und  mg  die  rückwärts  verlän- 
gerten Tangenten  der  NorniRlschnitte  darstellen. 

Verbindet  man  ferner  alle  Punkte  6,  c,  m,  n  u.  s.  w.  mit  dem 
Anfangspunkt  a  durch  die  zugehörigen  Normalschnitte ,  so  folgt 
ebenfalls  aus  obiger  Annahme,  dass  der  Unterschied  zwischen 
dem  Normalschnitt  und  der  kürzesten  Linie  an  dem  einen  End- 
punkte jeder  Linie  ab,  ac,  am^  u.  s.  w.  gleich  ist  derselben  Grosse 
am  andern  Endpunkte. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  läset  sich  nunmehr  die  Ver- 
änderung ermitteln^  welche  das  Azimuth  irgend  eines  Norinal- 
scbnitte  aoim  erleidet,  sobald  man  von  einem  Punkte  in  zum 
nächsten  Punkte  n  ilbergeht. 

Wenn  die  Linie  mf  die  Verlängerung  der  Tangente  des  Nor- 
malschnitts aoim  bedeutet,  so  ist  der  Winkel  fmg  oder  amc 
gleich  dem  Winkel  zwischen  den  beiden  Normalschnitten  aoim 
and  mm^a  weniger  dem  Winkel  zwischen  einem  dieser  Normal- 
schnitte und  der  kürzesten  Linie.  Nennt  man  den  Bogen  des 
letzten  Winkels  Sm,  so  erhält  man  daher  die  Gleichung 

arc  fmg  =  (/n .  cZ«)*.  t?  —  SrUi 

sobald  m  zugleich  die  Stellenzahl  des  betreffenden  Curvenelements 
vorstellt. 

Addirt  man  nun  zum  Hop;en  fmg  den  Bogen  gmn^  welcher 
den  Werth  d$^,v  besitzt,  und  multiplicirt  danach  mit  da,  so  folgt 
erstens  der  lineare  Werth  des  Bogens  fn  durch  die  Formel: 

fn  =  [(m«+  l)d*2.c  -  Smids. 

and  ferner  die  azimuthale  Veränderung  des  Normalschnitts  durch 
die  Gleichung 

n 
Die  letxte  Formel  kann  man  besser  so  schreiben: 
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44^  Sonderkof:  Sachtrag  %u  der  AblUmdinn§:  „Die  geodäUscken 

wenn  allgemein  mit  n  die   Stelleniahl   der  CurveDeiemeote  be- 
zeichnet ivird. 

Es  kommt  nun  darauf  an»  die  sSmmtiichen  Winkelincremente, 
deren  allgemeine  Gleichung  eben  entivickelt  wurde,  zu  sumroiren, 
um  dadurch  die  azimuthale  Differenz  zwischen  dem  Normalschnitt 
und  der  kürzesten  Linie  zu  finden.  Setzt  man  in  der  Gleichung 
(I)  fOr  it  nach  und  nach  alle  ganzen  Zahlen  von  2  bis  n  und 
beachtet,  dass  Sn-^i  gleich  ist  der  Summe  der  Winkelzunahmen 
^1»  dti^t  da^  bis  dowu  so  erhält  man  die  Werthe: 

da^  =  \.d$^.v,  ^ 
da^ssz j •ctf'.e, 

da^  = T .<Zf*.e»  U.S.W. 

Die  ersten  Glieder  der  Reihen   lassen  sich  allgemein  durch 

die  Form  — r-r-  darstellen»  welrhe  man  auch  schreiben  kann : 
n-f- 1 

««-1  2  ,^2 


Integrirt  man  nun  den  letzten  Ausdruck  und  setzt  11=00»  so 
ergiebt  sich    dadurch   die   Grusse  -^- 

Daraus   ist  zu  ersehn»  dass  die  Reihensumme  den  Werth  -öt 

nicht  Gberschreitet  und  dass  man  sicher  zu  einer  Annäherungs- 
grenze gelangt»  sobald  man  mehr  und  mehr  auf  einander  folgende 
Werthe  von  da  sumniirt  und  durch  das  Quadrat  der  Anzahl  der- 
selben dividirt. 

Es  giebt  aber  einfachere  Methoden»  die  Ann&herungsgrenze 
zu  ermitteln.  Alle  Glieder  der  durch  (I)  repräsent irten  Glei- 
chungen  enthalten  den  gemeinschaftlichen  Factor  ds^,v;  elimiuirt 
man  denselben»  so  entsteht  die  Form 

Die  Grösse  -r  nähert  sich»  wie  bereits  oben  bemerkt  wurde» 
einer  bestimmten  Grenze.    Daraus  folgt»  dass  die  Differenz 
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Carreciümen  ä.  auf  d.  SpkOroid  beobackieten  ffon%oaiaMfikel"*^ 

«*  ""(It-l)«""^ 

am  so  kleiner  wird,  je  mehr  die  Zahl  n  wächst»  und  dass  sie 
schlieealich  für  n  =  od  verschwindet.  Die^e  EiKenechaft  der  ge- 
dachten Differenz  f&hrt  auf  ein  Mittel  zur  Bestimmung  der  An- 
nSherungsgrenze :  Zwei  auf  einander  folgende  Werthe  von  G  sind 
durch  die  Relation 

Gn^l  +  dan=Gn 

verknüpft,  welche»  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (2),  die  Be- 
rechnung des  einen  durch  den  andern  ermöglicht  Berechnet  man 
nun  den  Unterschied  D,  indem  man  versuchsweise  der  Gronse 
Cra.i  verschiedene  wlllkarliche  Werthe  beilegt»  so  wird  man 
ebensoviel  verschiedene  Werthe  von  D  erhalten.  FOr  ein  sehr 
grosses  n  muss  aber  nach  dem  Vorhergebenden  die  Differenz  D 
verschwinden;  deshalb  schliesst  man»  dass  derjenige  Werth  von 
Gm—i  dem  wahren  am  nächsten  komme,  welcher  (nach  Ausweis 
der  Rechnung)  die  Grosse  D  zu  einem  Minimum  macht 

Fuhrt  man  die  Rechnung  ffir  die  Zahl  »=  1000  aus»  so  er* 
giebt  sich  folgendes  Resultat: 

Der  Grösse  rj^^ifl  =  ^>^  entspricht  der  Werth  ^  =  0»4905 

9»  9»  »f  ">^  M  »9  99  t$  VfWJsfi 

„       „  .,  0,333333  „        „      „        0,333332 

f»       •»  99  0,32        »,  „        „      „        0,32003 

MM  99  0,3  „  9,  „        „         0»30009. 

Aus  dieser  Berechnung  folgt  also»  dass  sich  die  Reihensumme 
mit  wachsendem  n  der  Grosse  -^  nähert.  Der  Unterschied  zwi- 
schen dem  Azimuth  der  körzesten  Linie  und  dem  defli  Normal* 
Schnitts  wird  daher  ausgedrückt  durch  die  Formel 

,    __  ffldM^,v $^,v _a  / J_ 1  \singcosft 

""       5       ""    3    ""      \^     Ol)       9!q      ' 

in  Uebereinstimmung  mit  der  Entwickelung  des  S*  4  beträgt 
derselbe  |  des  Winkels  zwischen  den  Tangenten  der  beiden  Nor- 
malschnitte. 

Damit  wäre  die  Aufgabe  auf  geometrischem  Wege  gelost. 
Es  kann^um  Schlüsse  noch  erwähnt  werden»  dass  nach  derselben 
Methode  und  unter  ähnlichen  Voraussetzungen  sich  auch  die  hori- 
zontale Abweichung  der  Lichtcurve  ermitteln  lässt  Wir  fibergehen 
aber  diese  Ermittelung  wegen  der  GerlngfSgigkeit  des  Objects. 
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46     Fasöender:  Les  angtes  que  ies  cöiis  ^  Mangle  /brmeni 


VII. 

Les  angles  que  Ies  cotes  du  triangle  forment  avec 
leun  lignes  de  gravit^  respectives  ^). 

Par 

Monsieur  le  professeor  Fashender 
k  Thorn. 


La  rolatioD  qai  existe  eotre  Les  cofangentes  dea  trois  aiiglea 
AA'BrBB'C,  CC'A,  ^innX  A\  B\  C  les  milieux  des  cAWs 
respectlvemeiit  oppos^s  aux  sommets  A,  B^  C  du  triangle  ABC, 
est  dämoiitr<$e  d*une  maniöre  trds-dlägante  aa  m«)yen  des  cotan- 
gentes  des  angles  A,  B,  C.  Soit  CD  la  perpendiculaire  meinte 
da  sommet  C  au  cdt^  BA.  D^sigooof  par.a«  ß,  y  les  aogles 
AA^B,  BB'C,  CCA.  Alors  de  Tinspection  des  trois  triangles 
rectan^les  CDB,  CDA,  CDV  W  r^sulte 

cotangfi—Qotang^  =:  2cotang}r, 

Tangle  y  ötant  aigu  kn  obtosv  Par  la  m^me  coostruction  effectuöe 
sur  |99  deux  autres  f^dl^s  du  triaogle  on  trouve 

ootaiigC — cotangiJ^2cotangtt, 

cotang  A  —  cotaog  C  =  2  cotang/7, 

d'oü  »ron  tire 

cotang  a  -f-  cotang  ß  -f  cotang  y  =  0. 


*)  Voir  Archiv.    T.  XLIX.  Kr,  SLI.  p    Wh, 
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mec  ieurs  iignen  de  grmiie  rBipeeilre».  41 

On  peat  dödaire  enoöre  les  treis  ^quatlons  pv^cMente«  san»  avoir 
reeoars  aux  h autearg  ^n  tritingte,  en  Iratfivfomiafit  ta  proportion   • 

9\n(ß  +  Qisin  C  =  2«iii  (B+a)  rsiiia  , 

t 

et  les  deux  proportiona  analoguea. 

De  plus,  ces  ^quations  renfernient  ia  Solution  trigoiiometri(|ue 
du  Probleme,  coiinaissant  las  angles  a,  ß,  y,  däteritiiii^r  A,  ß,  C 
Ponr  d^terniiiier  Taogle  C^.on  ^limiue  B  entre  le«  deux  equarioiiii 

cotang  C— cotangi?  =  2cotanga 
— Gotang(i9  >  C)— cotang  C=  2cotangß 

ce  qui  doone 

3. cotang*  C--4 .  (cotang« — botang^).c«taQg  6'=  1 4-4cotanga.  cotang/?. 


La  niaDi^re  dont  j'ai  M4  conduit  priinitivement  k  Töquation 
cotanga -f  cotang /?-|-cotang)f  =  0,  en  oontient  enc^reone  d^nion- 
stration,  c'est  pourquoi  je  vais  J'exposer.  Je  m'occupai  ä  traiter 
comme  exercice  de  gäoni^trie  analytique  le  probl^nie,  tr^s-sirople 
d'ailleurs  quant  a  Ia  construction  purement  göometrique ,  etant 
donnes  le  c6te  BA  et  les  deux  angle»  BA'A  et  BB'A,  räsoudre 
le  triangle.  Seit  BA  Taxe  des  abscUses  positives,  B  Torigine 
des  coordonnäes,  c  Ia  longueur  du  cdt^  BA.  Le  poiut  A'  se 
trouve  8ur  Tarc  du  seginent  capable  de  Tangle  ce  d<^crit  sur  le 
cdte  BA.  Or,  Ia  circonfi^rence  dont  cet  arc  fait  partie,  a  T^quation 

y*  +  a?*  =^rWTanga  +  ex. 
FaisoDs  CD  =  ti,  BD  =  v»    Nous  aurons  ponr  le  point  A' 

y  =  +  4«,    x=  +  io, 
par  consequent 

iti* +  iü*  =  4ctt.  cotang  a  +  icü 1) 

De  plus,  pour  le  point  S^  on  a 

y  =  +  4«,    a?  =  +  (4»  +  4c). 
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48    Faiöender:  Us  anffles  gut  ies  cöU$  dm  irianpie  farmeni  etc. 

Ce  point  se  trouvant  «ilr  l'arc  du  «egoient  capable  de  Tangle 
180^— /J  d^rit  mir  ie  cM  BA,  «es  coordomi^s  doivent  «atwfaire 
a  r^quatioD 

y^-{'gfl  =  —  cy.cotang/S-f  ear. 

Notts  aarona  donc 

*tt*  +  i(t>  +  c)«  =  -.ii?i«.cotaog/J  +  ic.(r+c). .  .  .2) 

En  retrancbaiit  l*äquatioii  2)  de  1)  od  trouve 

-      4c— I? 
cotanga  -fcotangp  =  = . 

Le  triangie  rectangle  CDC  donne 

cotangyss— ^, 
d'oü  il  rösaite 

cotang«  -f  cotang/!  -f  cotangy  =  0. 
T hörn,  23.  AoAt  1800. 
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Versiuys:    AppUcaüans  nonveiies  des  däterminanfs  etc.       49 


Applications  nonveiies  des  d^terminants  k  la  g^om^trie. 

Par 

Monsieur  J.  F'ersluys, 
Profesaeur  de  Math^matiquea  ä  Grooiogne  (Paja-Bac). 


(Suite  de  Tene  L.  page  175.) 

Dans  les  paragraphes  soiFants  j'ai  diacutö  T^quatioo  g^närale 
du  second  degrö  en  coordonnöes  tangentielles  et  la  coarbe  d'in* 
tersection  d'une  snrface  du  second  degr^  et  d*un  plan.  J'ai  ajoutä 
quelques  antres  tb^or^mes  de  g^oni^trie  analytique. 

§.  18. 

Que  TiSquation  g^n^rale  du  second  degr^  en  coordonn^es 
tangentielles  soit 

F(Jl,  fi,  v)  =  oX*  +  2*Xfi  +  2gXv  +  6^«  +  2fiiv  +  cv«  =  0; 

que  r^quation  tangentielle  d'un  point  soit 

pX  +  9f*  +  rv  =  0. 

De  la  propri^t^  änonc^e  k  la  fin  du  §.  2  suit,  que  les  deux 
droites  qui  passent  par  le  point  et  qui  sont  tangentes 
k  la  courbe  coincident  quand 


Q  = 


a  h  g  p 

h  b  f  g 

9  f  c  r 

p  g  r 


Th«l  LI. 
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est  egal  ä  nul;  qne  les  droites  sont  reelles  et  distinc- 
tes,  quand  Q  est  positif;  et  que  ces  droites  sont  iina- 
ginaires,  quand  Q  est  negatif. 

Ainsi  quand  Q  est  z^ro  on  a  un  point  de  la  courbe;  quand 
Q  est  negatif  le  point  est  int^rieur  ä  la  conique;  quand  Q  est 
positif  le  point  est  ezt^rieur  ä  la  conique. 


§.  19. 

Exprimons  en  coordonnees  tangentielles  la  condition  qui  ex- 
prlme  que  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'^une  coiiique 
soient  reelles.  Remarquons  pour  cela  que  dans  ce  cas  les  tan- 
gentes  de  la  courbe  qui  passent  par  le  pdle  de  la  droite,  sont 
reelles.  Quand  p,  ^  et  r  sont  Jes  coordonnees  de  la  droite,  le 
pole  de  cette  droite  est 

Les  tangentes  qui  passent  par  ce  p6le  BOt%  r^lles,  quand 

A  9 
b  f 
f     « 


9 


Pi 


9i 


>p. 


oü  Ton  a  fait 


Pi^ap^rhq  ^^  gr,         y,  =  Ä;?  +  hq  +  fr 
n  =9P+f9  +  cr. 

En  ajoutant  aux  termes  de  la  derni^re  colonne,  ceux  de  la  pre- 
mi^re  colonne  multipli^s  par  -^p,  ceux  de  la  deuxi^me  colonne 
luultipli^s  par  —q,  et  ceux  de  la  troisierae  colonne  multipliäs  par 
—  r,  on  obtient 


>o, 


a      h     g 

0 

h      b      f 

0 

9     f     ^ 

0 

Pi     ?i     »-i 

F{p.  q,r) 

ou  ce  qui  revient  au  no^me 
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a    h    q 
F(p,  ^,  r)     Ä    6    /     <  0,    ou 

9    f    ^ 

Par  consequent  d'une  d rotte  dont  les  coordonn^es  8ont;^. 
9  et  r  et  d'une  conique  les  poiiits  d'intersec tion  sont 
r^els,  qoand  F(p,  9,  r)X  ^  <  0;  les  points  d'intersec* 
tion  sollt  iroagiiiaires,  quand  F{p^  g,  r)X^>0;  la 
droite  est  tangente  a  la  courbe,   quand  F(p,  g,  r)  =  0. 

Qoand  A,  ß  et  C  sont  les  cotös  du  triangle  de  räfiäreiice, 
A,  ß  et  C  sont  les  coordonn^es  de  la  droite  ä  distance  Infinie* 
Designons  eette  droite  par  17.    La  conique  sera  tangente  k  rj,  s\ 

F{A,  B,  C)  =  0; 

les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  ifi  sont  röels,  quand 

F{A,  B,  OX^<0; 

les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  r\  sont  imaginairee, 
quand 

F(A,  B,  O  X  ^  >  0. 


§20. 

Tous  les  points  du  lieu  represent^  par  TäquatioD  gön^rale 
du  second  degre  en  coordonuäes  tangentielles  sont  situös  en  ligni: 
droite^  si 

a    k    g 

H=.  h  b  f  :=o. 
9  f  c 

Quand  H  ==0,  les  trois  bindmes 

ab  —  h^f    öc—f^,    ca — g^ 

ont  des  signes  semblables  et  Q  a  le   signe  contraire  de  ces  hi- 
n6roes. 

Donc  quand  H  =  0  et  Tun  des  bindmes  n^gatif,   Ig>< 
ites  qai  sont  tangentes  ä  la  conique  et  qui  passent 

pk  .f  ^fi  +  rv  =  0 


droites  q 
par  le  point 


4* 
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sont  reelles  pour  toutes  les  valears  de  p,  7,  r.  Ces 
droites  sont  imaginaires^  quand  JV  =  0  et  Tan  de»  bi- 
n^mes  positif. 

§.  21. 

L'^quation  gi^nerale  du  second  degre  en  coordonnäes  tangen- 
tielles  peat  repr^^enter 

1.  Une  hyperbole. 

2.  Une  parabole. 

3.  Une  ellipse. 

4.  Un  lieu  imaginaire. 

5.  Deuz  points  räeU  et  distincts. 

6.  Deux  poiuts  imagiiiaires  ou  une  d  rotte. 

7.  Deux  pointa  coincidents. 

Caractöres  de  ces  cas. 

1.  Tous  les  points  du  lieu  ne  sont  pas  sifues  en  ligne  droite 
et  il  est  renconträ  par  17  en  deux  points  reels  et  distincts;  en 
Sorte  qu  on  a 

Ä^O,    F{A,  B,  C)XH<0. 
De  ces  deux  conditions  la  seconde  renferme  la  premiöre. 

2.  Tous  les  points  du  lieu  ne  sont  pas  situ^s  en  ligne  droite 
et  fj  est  tangente  k  la  courbe.     On  a  donc 


Ä^O,    F(A,  B,  0  =  0. 


3.  et  4.  Des  raisonnements  tout-ä-fait  analogues  ä  ceux 
des  cas  correspondants  du  §.  8  nous  fönt  voir  qu'on  a  pour  une 
ellipse 

F(A,  fi,  OXÄ>0, 
ff 
ab — A*  et —  tous  les  deux  n^gatifs  ou  i'un  des   deux  ndgatif; 

pouT  un  lieu  imaginaire 

E(A,  B,  C)XH>0,    a6-Ä«>0,  ^>0. 

5.  et  6.  Tous  les  points  du  lieu  sont  situäs  en  ligne  droite, 
de  Sorte  qu'on  a  dans  les  deux  cas  ^  =  0. 
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Pour  discerner  deux  points  reels  d'avec  deux  points  imagi- 
naires,  remarquoiis  que  dans  le  premier  cas  les  deux  droites  qui 
passeot  par  un  point  arbitraire  et  par  Fun  des  points  du  Heu  sont 
reelles»  ce  qui  doune  d'apr^s  le  §.  20 

Tun  des  bindraes  n^gatif. 

Dans  Tautre  cas  ces  droites  sont  imaginaires,  ce  qui  donne 

Tun  des  binömes  positif. 

7.  L*öquation  du  second  degrä  doit  ^tre  un  carre  parfait, 
ce  qui  donne 

a6— A*  =  6c  -5^«  =  ca -  /•«  =  0. 

§.  22. 

II  y  a  donc  des  relations  aiialytiques  qui  doivent  exister  dans 
les  divers  cas.  Ces  relations  sont  teiles^  que  les  relations  qui 
doivent  exister  dans  deux  de  ces  cas  ne  peuvent  pas  exister  en 
mdme  temps.  On  peut  donc  räciproquement  de  Texistence  des 
relations  conclure  ä  la  figure  du  lieu. 

Eu  resumaut 

F(J,  Ä,  C)XÄ<0  anoonce  une  hyperbole; 

B  ^0,  F{A,  B,  C)  =  0  une  parabole; 

ViA,  ß,  C)XH>0,  aö—h^  et  —  tous  les  deux  nögatifs  ou  Tun 

des  deux  negatif  une  ellipse; 

F(J,B,OX//>0,  aÄ-Ä«>0,  ^>0       un  lieu  imaginairer 

^  =  0»  un  des  binomes  ndgatif  deux  points  räels; 

^  =  0,  un  des  bindmes  positit  une  droite; 

les  trois  bindmes  zäro  deux  points  coincidents. 

IMseusston  de  1a  eourbc  d'lntersection  d'un  plan  et 
d'ane  aurfoce  du  second  deg^re  dont  on  connalt  le  g^enre« 

§.  23. 
En  discutant  la  courbe  d'intersection  du  plan 
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et  de  la  sarface 

nous  ferons  an  usage  continuel  des  determinants 
Bi 


Q  = 


a 

n 

m 

p 

n 

6 

l 

9 

m 

l 

c 

r 

P 

» 

r 

d 

Ax 

B, 

c, 

D, 

D, 


R- 


a 

n 

m 

p 

A, 

A 

n 

b 

l 

V 

B, 

B 

m 

l 

c 

r 

c. 

C 

P 

? 

r 

d 

Ol 

D 

A 

Ä, 

c\ 

A 

A 

B 

c 

D 

€    6    n    e. 
La  cundition  ^  =  0  exprime  que  le  plan 

paese  par  le  point  double  de  la  surface.  Quand  Q=0  la  courbe 
d'intersection  peat  etre 

un  seul  point, 

deux  droites  coVncidcntes, 

deux  droites  qui  s'eiitrecoupent. 

Dans  le  preniier  de  ces  ca8  les  points  d'intersection  de  la 
surface,  du  plan  senant,  et  du  plan  ä  distance  infinie  sont  imagi- 
naires;  d'oü  suit  d'apres  la  propriete  eiioncee  T.  L.  page  ]63,  que 
R  doit  ^tre  positif. 

Dans  le  deuxi^nie  cas  li  doit  etre  zero. 

Dans  le  troisieme  cas  H  doit  etre  negatif. 

Quand  Q  n  est  pas  xero,  le  plan  secant  ne  pass)e  pas  par  le 
somniet  du  cone.     La  courbe  d*intersection  peut  etre   alors 

une  ellipse, 
une  parabole, 
une  byperbolc. 

D'apres  la  propriete  de  T.  L.  page  163  on  a  dans  le  cas  d'urie 
ellipse  R  positif,  dans  le  cas  d  une  parubole  R  =^0,  et  dans  le 
cas  d'une  bypcrbole  R  uc^gatif. 

Les  six  cas  qu'il  y  a  a  distinguer  a  Tögard  de  la  courbe 
d*intersection  et  les  caracteres  de  ces  cas  sont  donc 
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1.  Uli  seul  point:  Q  —  0,  i?  >  0. 

2.  Ucux  (Iroites  coVncidcMites:     Q  =  0,  12  =  0. 
W,  Deux  (Iroites  secariteis:  <^  ^  0,  /2  <  0. 

4.  Ellipse:  «  ^  0,  Ä  >  0. 

5.  Paraliolef 


55 


6.  Hyperbole: 


Q  ^  0,  Ä  =  0. 


Cylindre. 


La  courbe  (rinfersectioii  d'un  plan  et  d'un  cylindre  donl  mw 
8ait  qi^il  est  hyperholique,  paraboiiqiie  ou  elliptique»  est  une  t^ti- 
nique  de  genre  determine,  qtiand  Q  differe  de  nui.  Quand  Q  rst 
nul  la   courbe  d'intcrsectioii  peut  dtre 

deux  droftes  paralleles, 

imaginaire, 

deux  droites  coiiicidentes. 

Dans  le  preniier  cas  les  points  d'intersection  de  la  tsiiir* 
face,  du  plan  donnä,  et  d'un  plan  arbitraire 

sont  reels  et  distincts.     11   faut  pour  cela  qu'on  ait  pour  de«^  va* 
leurs  quelconques  de  A^^  B^,  C^f  D.^ 


<  0. 


Puisque  Q  =  0,  le  d^terminant  precedeiit  sera  un  carre  putliiit 
(Salmon,  Modern  biglier  algebra,  36;  Baltzer,  Determi* 
nanten,  §.6,  4)  par  rapport  ä  A2,  /^,  €2,  D^.  et  il  sera  n^galil, 
quand 

a      n      m     A^ 

n      b        l    ß^ 

m      l      c     Ci 

Ai    El    6\ 


a 

n 

m 

P 

Ai 

A* 

n 

b 

l 

7 

Bi 

B» 

m 

l 

c 

r 

Cx 

(k 

P 

n 

r 

d 

Dl 

ß« 

A, 

B, 

c. 

Dl 

1  A^ 

Ä. 

^a 

ö. 

s  = 


>o, 
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Dans  le  denxi^me  cas  on  dömontre  de  la  inöme  manidre 
qa'on  doit  avoir 

Dans  le  troisieme  cas  il  est  ^videmment  n^cessaire  et 
saffisant  qu'outre  la  condition  Q  =  0»  nne  conditiou  de  plas  seit 
remplie.  Puisque  i'avant-dernier  deterniinant  doit  ^tre  zöro  alors, 
nous  poavons  prendre  pour  cette  condition 

S  =  0. 


Cyiindre  hyperboiique. 
La  courbe  d'intersectiun  peut  ^tre 


1.  Deax  droites  coiacidentes: 

Q  =  0,  S  =  0. 

2.  Oeux  droites  difförentes: 

Q  =  0,  S>0. 

3.  Imaginaire: 

Q  =  0,  .S  <  0. 

4.  Hyperbole: 

e^o. 

Cyiindre  parabolique« 
La  courbe  d'intersection  peut  ^tre 

1.  Deux  droites  co'incidentes:     Q  ==  0,  iS  =  0. 

2.  Deux  droites  distinctes:  0  =  0,  iS  >  0. 

3.  Imaginaire :  Q  =  0,  iS  <  0. 

4.  Parabole:  Q  ^  0. 

Cyiindre  elliptique. 
La  courbe  d'intersection  peut  ^tre 

1.  Deux  droites  coincidcntes:     Q  =  0,  <$  =  0. 

2.  Deux  droites  distinctes:  Q  =z:  0,  iS  >  0. 

3.  Imaginaire:  Q  =  0,   5  <  0. 

4.  Ellipse:  0^0. 

§.24. 

-Avant  de  passer  aux  autres  genres  de   surfaces  du   second 
degrä,  nous  allons  demontrer  quelques  th^orömes: 
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a 

n 

m 

P 

n 

b 

l 

V 

m 

l 

c 

r 

V 

9 

r 

d 

Quand  la  surface  n'a  pas  de  point  double^  Q  con- 
sider^  comme  foiiction  de  Ai,  Bi,  C|,  Di  n'aura  ni  va- 
lenr  maximum  ni  valeur  minimura. 

Qiiand  Q  est  niazimuni  ou  minimam,  on  peut  satisfaire  par 
an  Systeme  de  valeurs  de  ^i>  Bi,  Ci,  />|  aux  ^quations 

3Ö_o    ^^-0    ^-0    ^-0 

Quand  on  d^signe  dans 


H  = 


le  coefficient  de  a  par  Oi,  de  b  par  öi,   de  c  par  e^ ,   etc.,  alors 
on  peat  ^crire  les  äquations  pröoedentes 

-^1«!   +  *i«i  +  Cii»i  +  DiPi  =  0, 

A^mi  +Bili  +(\ci    hD^ri   =0, 
^iPi  +  ßiqi  +  C^ri  +  D^di  =  0. 

Pour  qu'il  soit  possible  de  satisfaire  ä  ce  Systeme  d'äquations 
par  des  valeurs  de  Ai^  Bi,  Ci,  />|  qui  ne  sont  pas  toutes  z^ro, 
on  doit  avoir 


=  0. 


Or  ce  deterroinant  est  le  reciproque  de  //  et  par  consequent  ^gul 
ä  H\     Uonc 

ou  Ä  =  0, 

d'oü  suit  que  Q  ne  peut  ^tre  ni  maximum  ni  minimum,  quand  la 
sarface  n'a  pas  de  point  double. 


«I 

«1 

m, 

Px 

W|  <'i 

-6i 

/. 

9i 

m, 

/. 

Cl 

n 

Pi 

9» 

n 

rf, 

§.  25. 


L'^qaatioo  d'un  plan  soit 
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Lü  preinier  niembre  de  cette  ^quatioii  est  uiie  (bnction  continue 
ile  a,  j?,  /,  d.  Ainsi,  quand  ce  prämier  niembre  obtienf  des  signes 
Gontraires  pour  deux  systemes  de  valeurs  des  coordonn^s,  on  iie 
peilt  passer  de  Tun  de  ces  systemes  a  Tautre,  sans  que  la  va- 
leur  du  preniier  membre  passe  par  z^ro»  La  signitication  gäome« 
trique  de  cela  est  qiic  Ton  ne  peut  passer  du  poiiit  repr^sent^ 
par  le  premier  syst^uie  de  coordonnees  au  point  represente  par 
Tautre  Systeme  sans  traverser  la  surface* 

Reciproquenient,  quand  on  traverse  leplan,  le  premier 
niembre  de  T^quation  linäaire  change  de  signe. 

Pour  deniontrer  cela,  que  a,,  /?|,  yi,  ^j   soit  un  point  du  plan, 
de  Sorte  que 

Les  deux  points 

«1+8«,    /5i+aft    yy  I  ay,     6^+86 
et 

tti  —  8a,     Pi  —  8/3,     y,  -  8y,     d|  —  8d, 

que  nous  supposons  hors  du  plan,  son  situ^s  en  ligne  droite  avec 

«i»     Ä.    yi.    ^i» 

et  se  trouvent  de  c6tes  opposes  du  plan.  Pour  le  premier  des 
deux  points   le  premier  inenibre  de   Tequation  linöaire  est  ägal  ä 

^8a+ß8/S  +  C8y  +  />8d. 

Pour  Tautre  point  le  premier  membre  est  ägal  ä 

-  Ä^a  -  B^  -  C8y  -  D8Ä. 

Les  deux  valeurs  pr^cödentes  aynnt  des  signes  contraires,  le 
th^or^me  r^ciproque  est  demontre. 

A  Taide  <le  ce  qui  precede,  on  peut  distinguer  si  deux  poinls 
se  trouvent  d  un  möme  c6tö  du  plan  ou  de  cotes  opposes. 

§.  26. 

Üösignons  par   <p  (aßyö)  =  0  T^quation   d'une   surface  da  se* 
cond  degrö.   Pour  que  <p  soit  niaximum  ou  ininimum,  on  doit  avoir 

89?       dg> d<p 8qp ^ 
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et  ceci  a'arrive  que  qaand  la  surface  a  un  point  double,  ce  qui 
exige  que  le  discriminant  de  (p  soit  zäro. 

ip(ttßyS)  est  une  fonction  continue  de  a,  ß,  y,  d.  Qaaiid  doric 
q>  obtieKt  des  signes  contraires  pour  les  cuordnnn^es  de  deuz 
poiiits,  OD  ne  peat  passer  de  l'un  de  ces  points  ä  Tautre  sans 
passer  par  z^ro;  ou,  en  d*autres  mofs:  on  ne  peut  passer  de  Tun 
des  points  k  l'autre  sans  traverser  la  surface. 

Räciproqueroenty  quand  le  discriminant  de  <p  n'est  pas 
z^ro,  la  valeur  de  g>,  en  passant  par  zöro,  changera  de 
signe  en  gön^ral. 

«u    ßi»    n»    ^1 
soit  on  point  de  la  surface.     On  a 

L'äquation  du  plan^tangent  dans  le  point  donn^  est 
ög?         8<p         89)         S(p  ^ 

Quand  on  substitue  les  coordonnöes  des  trois  points 

«1.  ßi>  yif  ^if 

«1  +  3«,    ßii-Sß,    yi  iSy,    ö^  +  dö, 

a^— 8a,     ßi—dß,    yi—dy,     d,  —  8^, 

dans   r^qaation   de   la  surface,    le  premier   membre  devient  zdro 
pour  le  premier  de  ces  points.     Pour  le  deuxi^me  point  on  a 

9>(«i+3«,ft+8ft  yi+8y,<5i+8(J)  =  9(a,,/3„ y„<5i)  |.|^  8«+^8i3 

^Wi^y  +  Iö;^^ + ^  (^'''  ^ß'  ^y-  ^^)' 

ou 

9)(«,+8«.  etc.)  =  (1^8«  +1^  ö^+a^Sy  +|^8«j)+?>(S«,8/J.ay,8a), 


de  mdroe 


9>(«t-8«,  etc.)  =  ~(^3«  +  ^8i5+^8y  +  |^  8ij)+9(8a.8/3,8y,8^). 

Dans  cbacune  de<i  dQux   ^quations   pr^cedentes   le  dernier  terme 
da  second   nierabre    est    inüniment  petit   du  secoud    ordre.     Le 
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«igne  de  q>  s*accorde  donc  avec  le  sigtie  de  Tautre  partie  du  se- 
cond  membre;  et  ce  sigiie  est  contraire  dans  les  deux  ^quafions. 

Donc  qiiand  on  passe  d*un  point  situö  d'on  cot^  de 
la  surface  k  uii  point  situ^  de  Tautre  c6ti$,  9  change 
de  signe. 

Quand  les  trois  points  donn^s  se  trouvent  tous  dans  le  plan 
tangent,  on  a 

<P  («1  +  a«,  ßx  +  8ft  n  +  ^h  ^i  +  8^)  =  9(8«.  Sß,  dy,  dö), 
<p(ai  — 8a,  ßi—Bß,  yi  — 8y,  ^i— 8d)  =  9(8«,  8ft  8y,  Bö), 

d'oü  räsulte  que  g)  ne  change  p&s  de  signe  pour  les  points 
donnes,  quand  ces  points  se  trouvent  dans  une  tan- 
gente  a  la  surface. 

De  ce  qui  präcede  on  voit: 

Ladroite  qui  Joint  les  points  (a|,  /3|,  yi»  ^i)>  (^2>  ß2f  Yt»  ^9) 
rencontre  la  surface  en  un  seul  point,  quand 

9(a,/3,yidi)     et     (fia^^rM 

ont  des  signes  contraires;  cette  droite  oe  rencontre 
pas  la  surface,  ou  la  rencontre  en  deux  points  (dis- 
tincts  ou  coinciden ts),  quand 

<P(«iAri^i)    et    g>(ci^ß.iyM 
ont  des  signes  seniblables. 

De  la  ro^me  nianiere  on  trouve  pour  une  conique  dont  on 
d^signe  T^quation  par  g)(a,  ß,  y)=:0: 

Lr  droite  qui  Joint  («iß^yi)  k  (cc%ß9y2)  rencontre  la  courbe  en 
un  seul  point,  quand 

vKAri)     <5t    <p(a^ß^y^ 

ont  des  signes  contraires;  cette  droite  rencon(re  la  coniqiie  en 
deux  points  (distincts  ou  cnincidents«),  quand 

9>(«iAyi)     et     (p(cc^2Y2) 
ont  des  signes  semblables. 


§.27. 
Dans  le  paragraphe  24  il  est  döjä  dömontre  que  Q,  consid^riS 
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a      n 

f»           p 

^,+8^ 

n      b 

l       9 

fi, +8i? 

m      / 

c       r 

c, +ac 

P      7 

r       (i 

Di+BD 

Ay    B, 

c\   />, 

Gomnie  fonction  de  A^,  Biy  Ci,  Dt,  ne  peut  ^tre  ni  inaxinium  ni 
minimuni,  qaand  ia  surface  n'a  pas  de  point  double.  En  g^neral 
donc  Q,  en  passant  par  z6to,  changera  de  signe.  Voyons  de  plus 
pr^s  ce  qui  peut  arriver^  quand  Q  paase  par  zero.  Pour  cela 
considörons  Aip  Bi,  C| ,  /)|  comme  les  coordonnees  quadripla- 
naires  d*une  surface  du  second  degrä.  D*apre8  le  paragraphe  pre* 
cedent,  Q  changera  de  signe  en  passant  par  z^ro,  except^  dans 
le  cas  ou  les  valeurs  cons^utives  de  Ai,  ßi,  Ci,  D|, 

Ai+dA,    Bi+dß,    Ci+dC,    Di+dD 

vf^rifient  l'equation 

^  (^,  +  3^)  + 1^ (B, +afi) + Ig  (Ci +ao + 1^ (ö,  i  80) = 0. 

Cettc  ^quation  peut  s'^crire 


=  0. 


Le  premier  menibre  de  cette  4quation  ne  diff^re  quo  d'un  infini- 
meot  petit  du  second  ordre  de  la  inoitlö  de  la  valeur  du  premier 
membre  de 


=  0. 


A^+dA     B^+dB    Q+dC    Di^dD 

Ovy  ia  derni^re  ^quation  nous  dit  que  le  plan 

iAi+dA)a  +  (Bi+dB)ß  +  (Q+dC)y  +  (Dt+dD)d=zO, 

est  tangent  k  la  surface 

aa«  +  2Ä«/J  +  ft/J«  +  etc..,.  =  0. 

De  ee  qui  pr^c^de  suit  que  Q,  en  passant  par  z^ro, 
change  de  signe^  exceptö  dans  le  cas  oü  le  plan  dans 
868  positions  eous^cutives  reste  tangent  k  la  surface. 

Avee  nn  cbangement  continu  du  Q  s'aceorde  un  mouvement 
coDtinu  du  plan 
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P 
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Aia  +  ßiß  +  Ciy+A«  =  0. 

Quaiid  *ce  plan  dans  son  mouvenient  devient  tangent,  alors  la 
eourbe  d'intersection  poiir  niie  surface  qui  n'est  paa  rögläe^  de 
reelle  deviendra  imagiiiaire  ou  r^ciproquement.  De  sorte  qae 
pour  une  surface  qui  n'est  pas  r^glöe^  quand  Qchange 
de  filgne,  la  eourbe  d*intertf ection  de  riSelle  deviendra 
iniaginaire»  ou  r^ciproquement. 

£:illpBoVde. 

§.28. 

Quand  la  eourbe  d'intersection  est  une  elJipse,  le  plan  s^cant 
vient  dan8  la  positiou  du  plan  ä  distance  infinie  eii  devenant  plan 
tangent  une  foU  pendaot  le  mouvenient.  A  rinstant  que  le  plan 
devient  tangent,  Q  cbange  de  signe;  en  aorte  que  la  valeur  de 
Q  qui  se  rapporte  ä  une  ellipse»  aura  le  signe  contraire  de 


P  = 
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Quand  la  eourbe  d'intersection  est  imaginaire,  le  plan  secant 
vient  dans  la  position  du  plan  k  distance  infinie  en  passant  par 
zäro  deux  fois  ou  aucune  Ibis.  Dans  ce  cas  dono  P  pour  devenir 
egal  ä  Q  par  des  changements  Continus  de  ^,  de  i?,  de  C,  et 
de  D,  doit  passer  par  zöro  deux  fois  ou  aucune  fois;  de  sorte 
que  P  et  Q  auront  m^me  signe. 

Les  diffäretits  cas  que  la  eourbe  d'intersection  peut  repre- 
senter  avec  les  caractöres  de  ces  cas  sont  donc 

1.  ün  seul  point:    Q  =  0. 

2.  Ellipse :     P  et  Q  ont  des  signes  contraires. 

3.  Iinaginaire:    P  et  Q  ont  des  signes  semblables. 

Hyperli^U^Ide  k  deax  Bappea. 

Les  raisonnements  du  cas  pröc^dent  iBontrent  que  P  et  Q 
auront  des  signes  semblables,  quand  la  eourbe  d'intersection  est 
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une  ellipse,  et  que  P  ei  Q  aiiront  des  eignes   contraircs^   qiiarid 
la  coarbe  d'inter86ctioii  esl  imaginaire. 

La  courbe  d'intersection  peut  ^tre: 

1.  Un  seul  point:     Q  =  0. 

2.  üne  hyperbale:  Ä  <  0,    Q  ^  0. 

3.  üne  parabole :      ß  =  0,    Ö  ^  0. 

4.  Uiie  ellipse:  ß  >  0»  P  ei  Q  ont  des  signes  8eiiiblablei<. 

5.  Imaginaire:  i2  >  0,  P  ei  Q  ont  des  signes  contraires. 


Parabololde  elliptlqae. 

Poor  cette  surface  Ton  De  peut  disterner  Tellipse  d*avec  uue 
intersection  imaginaire  au  moyen  des  signes  de  P  et  de  Qy 
puisque  P  est  zäro.  On  peut  se  servir  de  la  propri^t^  demontree 
T.  L,  page  165^  de  sorte  qu'on  trouve,  en  se  servant  de  la  serie 


\apAi 
1,  -     p      d      D, 

1.  Un  seul  point: 

2.  Vne  parabole : 

3.  Uoe  ellipse: 

4.  Imaginaire: 
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^1 
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ß| 
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D, 

-4. 

Bi 

A 

-Q.     (b) 


e  =  o. 
e^o,  ß  =  o. 

Q  ^  0,  A  >  0,  I  QU  2  variations  de  signe 
dans  la  särie  (b) 

Q  ^  0«  ß  >  0,  0  ou  3  variations  de  signe 
dans .  la  sörie  (b). 


Paralb^loVile  hyperbollqae. 

La  coarbe  d'intersection  peut  etre: 

1.  Deax  droites  ä  distance  ßnie:    ß  <  0,  Q  =  0. 

2.  Deuz  droites  dont  Tune  ä  distance  finie :    ß  =  0,  Q  =  0. 

3.  One  hyperbole:    ß  <  0,  «  ^  0. 

4.  üne  parabole :       ß  =  0,  Q  ^  0. 
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TUiowimem  divers, 

§.29. 
La  droile 

e»t  tarigente  ä  la  surface  du  second  degre,  qoand 


ä  n     m     p    Ai  A^ 

n  b     l       g  ßi  B^ 

m  l      c       r    Ci  C^ 

p  g     T      d  Dl  D^ 

A,  Ä|  Ci   Z>. 

A^  Ä,  Ol  />« 


iV  = 


Cette  propriöte  suit  imm^diateinent  du  thöor^me  dömontre  T.  L. 
page  165.  Salmon  (Geometry  of  tbree  dimensions,  page 
48.)  apr^s  avoir  obtenu  le  r^sultat  sous  tine  forme  compliqu^e, 
le  donne  ensuite  sous  la  forme  precödente,  sans  ajouter  coroment 
il  est  parvenu  ä  cette  forme.  Voici  une  autre  dömonstration  de 
la  mdme  propriötö. 

Pour  que  la  droite  donnöe  soit  tangente  k  la  surface ,  il  faut 
qu'il  soit  possible  de  trouver  une  valeur  i/,  en  sorte  que  le  plan 

soit  tangent  ä  la  surface  u  =  0.  II  est  uöcessaire  pour  cela  que 
les  coefißcients  des  variables  daiis  T^quation  linöaire  pr^c^eute 
soient  proportionnels  aus  däriv^es  de  u  par  rapport  aus  m^mes 
variables  respectivement^  pour  des  valeurs  de  u,  ß,  y,  d  qui  v4* 
rifient  en  m^me  temps  les  ^quations  de  la  droite  doonöe.  Que  | 
soit  une  autre  quantit^  indöterroinöe,  alors  11  doit  dtre  possible  de 
satisfaire  aux  öquations 

aa  +  aß+  fnf+  pd  =z  lAi  -f  f^^^s» 
n«  +  6ß  +  ly^gö^  £Äi  +  fi?Ä„ 
m«  +  //J  +  cy  +  r«  =  ECj  -f  £^C^» 
/?«+  gß^^ry^  Mz=iWi  +£i?ßft, 

i4a«+Äa/3+Ciyf  Z)aÄ=  0, 
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par  nn  m^me  siyst^me  de  vakeor»  de 

«»   ft  y*   **   f»   f^- 

La  r^soltante  de  ces  ^qiiafions  linöaires '  est   le  d^terminant  que 
iioas  avons  diKs^d^.  par  iV«  de  sorte  qa^\  -    /  ^        ' 

est  la  conditioii  qui  expritne.ijfue  Ia  droite  est  1angei|t0  ä  ia  surface. 


Le  point  d'intersectlbit  des  |>laiid  :»'. 

se  trouve  daas  la  surface  da  eecond  degre»  qoand  oii  a 


:^  = 
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=  0. 


Ce  tb^or^me  se  troave  sans  dömonstration  daas  Salmea». 
Lessons  on  modern  higl^er  algeiirav  p.age  16.  On  peuten 
donner  one  d^möfistration  ans^^de  ä  celle  duthi^qr^me  prdcödent. 

R^marqoons'poiir  oehi*  que  daos  le  i^ae  oik'le  peintsetroute  ' 
dans  la-  sorfaee^  il  ilolt  ^e  pessible  de<  trouvef  deaz  'kid^ermi« 
n^eir%  ft  peur-lesqtaellee^      '^   -  •  -  ".> 


seit  on  plan  taogent  ä  la^.  surff ce  tf  =  0^    H  fap^  ponr  cela  qu'il 

seit 

^nations 

dMväes 

ficienta  des  mdmes  qaanlitds  dans  't^^qadtieii^  lii^alre  präcödente. 

Th«il  LL  5 


OD  plan  caogent  a  la^.  surtfce  tf  =  u^    ii  lap^  ponr  ceia  qu  ii 

possible  de  tronrer  des  v^eurs  de  a»  ß,  y,  i  qui  värifieot  les 

itions  liudalres  doiiu^es,  et  qui   reoaent  en  m^me  temps  les 

väes  de  ti  par  rapport  ä  a,  ß,  ^}  d  f)toportietinelles  auz  coef- 
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Qoe  V  8oit  une  autre  quAntit^  ind^toffmin^»  il  d«it  4tr0  pomUe 
de  satisfaire  aoz  ^uations 


aa  +  nß  +  my+pd 
na  +  bß-t-fy  +  qd 
nut  +  lß  +  ey+rd 

i^i«  +  Äi/J+Ciy+JDid  =  0, 

par  UB  m^me  Systeme  d*  val^urs  de       ^       . 

«r    ft    y»    d.    V,    A<f,    fiir. 

La  rdaaltante  des  ^nationa  prdcddentes  eat  Jf »  de  sorte  qoe 

ifsO 

est  la  conditioD  qui  ezprime  qae  le  point  donni^  se  troove  dans 
la  aurface. 

5.  31. 

M  conaid^r^  comme  fonction  de  i^n  A^  A^f  ßi»  ß^, 
ßf  Ci,  C^  Cb»  A»  ^9  ^t  D*Aura  ni  valeur  maximum  ni 
Taleur  minimum. 


avair 


Poar  quo  ßl  eüt  une  valeur  maximuiii  ou  minimuiii  on  devrait 


dM       hM      BM      Sil»  '-^^  ^ 

8A1       üA^      vAg     '  dßi  '  ""^ 


Cm  dMvdea  aont  dea  di^terniinanta  mineara  da .  aizMme  degrd  de 
M,  et  da  l'i^yaiieuiaaeinent  de  eea  d^teraunaata  niiaeura  auKt  qae 
M  aerait  i^ro,  de  mdme  qoe  teaa  ies  autsea  ddtermiiiiMate  miaeiira 
da  aizi^me  degrö.    De 
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mit  qua  b  droite 

est  tangente  ä  la  sorface.  De  m^me  la  droite  repr^sent<^e  par  la 
deuxi^me  equation  lio^aire  et  la  troisidme»  et  la  droite  repr^sent^ 
par  b  trolsi^me  ^uation  et  la  premi^re»  doivebt  ^tre  tangentes  ä 
la  aurface.  De  H  s  0  auU  qoe  le  polntt  d'ieteraeqtion  dea  trola 
plana  se  traoTe  daoa  la  aariace.  Toutaa  cea  eondiliona  esgefaieot 
q«e  lea  troia  plana  foaaent  eoTncidenta»  et  nooa  lea  aoppoaona 
diatincta.    M  n*aura  donc  ni  valenr  maxlmnm  ni  valeur  miDimam. 

Qoand  M  n*a  nl  valeur  maximum  ni  valeur  minlmum»  II  ehao* 
gera  de  signe  en  gtfn<^ral,  k  Tinstant  qa'il  passe  par  zöro.  D^% 
raisonneroenta  analognes  ä  cenz  du  {.  27  fönt  voir  que  M  ne 
change  pas  de  signe  dans  le  seul  cas  oü  le  point  se  meut  dans 
nne  tangente  k  la  snrface.    Nous  avons  donc  la  propriöt^. 

La  droite  qui  Joint  le  point  d'intersection  de  troia 
plans  au  point  dMntersectiod  de  trois  autres  plana» 
rencontre  la  surface  en  un  seul  point,  quand  les  va* 
leurs  correspondantes  deilfont  dea  signea  contralres; 
cette  droite  ne  rencontre  pas  la  surface^  on  la  ren* 
contre  en  deuxpoiata»  distinctsou  coTncidents,  quand 
lea  valenrs  correspondantes  de  M  o'nt  radme  signe. 


§.3-2 

La  propri^t<^  pr^G^dente  nous  perniet  de  dbtiguer  si  le  point 
d'interaection  de  troia  plana  donni^s  est  Interieur  ou  extörienr  ä 
un  ellipsofde.  Que  ces  trois  plans  soient  les  nidmes  que  ceux 
ci*dessus.    Que  le  plan  k  diatancö  ioiiile  aoit 

L<e  point  d'interaection  de  ce  plan  et  de  deux  des  autres  plans 
est  ext^rieur  k  reliipsolde;  de  sorte  qiie  le  point  d'intersec* 
tion  des  troia  plans  donn«^s  est  exterieur  ä  rellipsofde, 
quand  M  a  m^me  signe  que      •      •  , 
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Ce  poiDt  e«t  int^rie^r  i^  la  «aff^ce;  quatid  le  d^termi« 
naiit  pr^c^dent-et  M  asldes  sigoes  conttaires; 


5-  33. 

Le  discriminanf  de  i'^qaati'oD'cobiqae 

.  oo?»  +  36a>^ +-3ca?y« + dy », 

est  donn^  ordinairemeht  soüs  la  forme 

a«d*  +  4ac»  +  4d6» — 36«c* — Qabcd. 

On  obti^D.t  le  discrfmiuant  sous  la  forme  d*an  d^terminant 
simple  de  la  maniöre  suivante:  Le  discriminant  est  la  resultante 
des  ^qiiatioos  que  Ton  obtient,  en  difförentiant  par  rapport  ä  :r  et 
g  l'öquatioD  dooni^e. 

D'apr^s  la  möthode  dyaiitique  de  Sylvester  on  trouve  la  resnl- 
tante  du  Systeme 

aa?V  +  2Aiy*+ cy»  «  0, 
6«'  +  8cMr«y+  4i**      .    €=0, 


Le  discriminant  est  dooc 


a    2b  c 

a  26^  c 

b    2c  d 

b  2c   d 


Quand  ce  d^terminant  s'^vanouit,  T^quation  donnäe   a  deux 
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de  ses  racioes  Egales;  quand  ii  est  positlf  deux  racines  sont  tma« 
ginatres;  quand  il  est  nögatif  toutes  les  racines  soot  rc^elles  et 
distinctes.    (Voyez  Salmori,  page  136.) 

5.  34. 
D^terminer  si  les  trois  points  d'intorsection  de 
tt  =  cur»  +  fiy »  +  C2«  +  Zdx^y  +  'Aexy^ + 3/i«z  +  igxx^ + 3Ay«t 

et  de 

sont  töus  röels  et' distinets»  si' deu&  de  ces 'points  coTn- 
cideiit,  QU  si  deax  de  ees  points  sont  imagiDaires«    . 

On  pourriit  ^liniiner  z  et  former  ensülte  1e  discrirnfnant  de 
röqaation  rÖ8ultante.  Les  ternies  de  ce  discriminant  sont  tr^a- 
coinpllquös.  Le  rösultat  vient  sous  une  forme  plus  simpj^  par  le 
raiso^oementsuivant.  Pour  quo  deux  syst^mes  de  racines  soient 
coincidenls>  il  faot  qu'un  m^me  systdroe  de  valeurs  de 


a?*,    xy,    y«, 


xz,    yz,    z*,     g^. 


v^rifie  les  ^uations 


dar«  +  'iexy  +  by*+  2la;z+2hyt  +  At«  —  ^  •  2  =:  0, 


du 


fx*  \  %x»i\ht  ■\-'igxt\Uyz  +  ««-^ 

=  0, 

'► 

pa:*  +  y.ry            +rxt 

=  0, 

• 

pxy-Vqy*             +ry* 

=  0. 

'          11 

pxx  +  9y»  +  Tt* 

=  0. 

• 

Poor  cela  il  faut  que  or*,  xy^  y^  soieot  proportionnels  aux  d^ter-i^ 
minants  que  Ton  obtient,  en  oroettant  ia  preroidre»  la  deuxidmej 
ou  la  troisi^roe  colonne  du  d^terminant . 


a 

2d 

e 

2/ 

21 

9 

P 

d 

2e 

b 

11 

2A 

k 

9 

f 

2/ 

h 

% 

U 

c 

r 

V 

1 

9 

r 
P 

r 
1 

r 
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Ver$lu»s:    AppUeaHont  nouveUes  de»  diltrmfnanta 


a    « 

<2f 

2/ 

9   P 

djb 

2/ 

U 

k    g 

f   A 

9 

2A 

c    r 

P 

r 

9 

■r 

P 

V 

r 

et  oomme  («y)*— ic«x:jf»  =0,  on  doit  avoir 


z  = 


^  et  F  eont  des  d^terminaiits  de  la  m^me  forme  qae  celoi  ci- 
deaeoe ;  daaa  X  il  n'y  a  pas  de  ternie  a,  dans  F  tl  y  a  un  terroe  a- 

Dans  Q  le  terme  oä  se  troove  a*  a  le  eigne  ples,  comme 
daos  le  det^rminant  que  Ton  auralt  pu  former  apr^s  röliminatioii 
de  z}  doDc 

quand  Q  =  0,  deux  syst^mes  de  racines  sont  ^gaox; 
qaand  Q  est  positif,  deux  syst^nies  de  racines  sont 
imaginaires;  quand  Q  est  nc^gatif»  toutes  les  racines 
sont  reelles  et  distinctes. 

§.  35. 

Determiner  les  conditions  qui  expriment  qoe  les 
trois  pointsd'intersectiond'une  d reite  et  d'une  courbe 
du  trolsi^me  degrö  coincident. 

Pour  que  les  trois  racines  de  «rar*  +  36.t*^  +  3ca:jy*  +  rfy' =  0 
soient  ögales,  II  taut  qu'on  puisse  satisfalre  simultanöment  aux 
«^quations  que  Ton  obtient  en  difförentiant  r^quaCion  pröcedente 
deux  fois  par  rapport  k  x,  deux  fois  par  rapport  ä  y,  et  une  fois 
par  rapport  k  x  et  k  y 

ax  +  bif  =  0, 

6a:  +  cy  =  0, 

ex  +  dy^  0.    On  doit  donc  avoir 


a      b 

b      c 


=  0, 


Ö       € 

C      d 


=  0. 


Pour  resoudre  le  probl^me  propos^»  on  pourrait  eliminer  z  et  dif* 
fereotier  ensuite.  Mais  ont  peut  aussi  coniniencer  par  differentier, 
et  «Eliminer  apr^s.  Od  trouve  ainsi  qo*UB  mdme  systtoe  de  va- 
leurs  de 
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d  Im  i^MUtiit. 

X,     jf,     t 


'S* 


doit  vMfier  les  ^oations 


Lies  eooditiou  cbercbtieB  oont  donc 


=sa 


a    d    f  p* 

d    e     l   pq 
e     b    h    ^ 

=  0 

p    q    V 

a  d  f  ffl 

d  «  l  pq 

g  k  e  1* 

p  q  r 


=a 


Groningae.    Jnillet,  1869. 
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72    Vnterdinger:  Ausdruck  d,  Krütmnungradius  in  Polarcooräinaten 


•'    -i 


Ueber  den  Ausdruck  d^ft.  Krümmungsradius  in  Polar- 
coordinaten  und  über  diejenigen  Kurven  deren  Gleichung 

Von 

Herrn  Franz    Utkf^rdingbr, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  öffentlichen  OberreaUehule  am  hohen 

Marki  irr  Wien.' 


(Figuren  s.  To^l  IIL) 

Die  bekannten  Ausdrucke  für  den  Halbmesser  (f  des  Krum- 
mungskreises  einer  ebenen  Kurve  in  Polarcoordinaten  und  die 
Coordinaten  R,  S  seines  Mittelpunktes  erlangen  eine  einfachere 
Form  durch  die  Einfuhrung  des  Winkels  r/ welchen  die  Tangente 
mit  dem  Leitstrahl  bildet»  wodurch  namentlich  die  Differenzial- 
gleichung  zweiter  Orduung  für  q  leichter  die  Bedingungen  der 
Integrabilität  erkennen  läs»t. 

Die  folgende  Untersuchung  gibt  eine  Anwendung  dieser  Trans- 
formation auf  jene  ausgedehnte  Classe  interessanter  Kurven  deren 
Gleichung  r^  ==  a'^  sin  Ad ,  mit  weichen  sich  schon  Fagnano, 
Legendre,  Serret,  Tortolini  u.  A.  beschäftiget  haben. 

Diese  Transformation  führt  uns  aus  der  schon  von  Fagnano 
für  positive  k  entdeckten  Tangenteneigenschaft  und  einer  ähnlichen 
für  negative  k  zur  Construction  und  zu  den  allgemeinen  Eigen- 
schaften ihrer  Krümmungsmittelpunkte. 

Wir  haben  gezeigt,  dass  diese  Classe  von  Kurven  nothwendig 
in  zwei  Gattungen  zerfällt  für  positive  und  negative  Werthe 
von  /c,  von  welchen  die  erstere  zurücklaufend  und  schlingenfurmig 
mit    einem    vielfachen    Punkt,    als    eine    Verallgemeinerung    der 
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tmd  Muppe^  iUren  GMckung  rkz=s.i^9iHh&  ist.  73 

Lemniscate,  die  letztere  Gftttong  au^  ^trenntMi  «nendiich  and 
asymptotisch  verlaufenden  Zweigen  bestehend,  als  Verallgemei- 
nemng  der  Hyperbel  tu  batcachten  ist;  wShrend,  allerdings  beide 
Gattungen  durch  ihre  Pusspunktkurven,  weiche  letzteren  derselben 
Kurrenclasse  angeboren,  in  äbnllcher  Weise  mit  einander  tnsam- 
nienhSngen,  wie  die  Lemniscate  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Der  von  Serret  bewiesenen  schonen  Eigenschaft  flBr  die 
KorveB  efster'Gattilng  mit  gamtsahligem  A  entsTprieht  einö  fthn-^ 
liehe  Eigenschaft  der  t^ufven  Mveiter  tiattung,  welcbi^  vi^ir  in 
J.  !?•  beWisMn  liaben.  ■■:.-.   r 

»   •     '■       •     .  ■ 

Es  sei  • 

(1) r^fiS) 

die  Gleichung  dc^r  ebenen  ;ICurve  M  (Flg.  1.)  in  Beaug.  auf  O  ^Is 
Pol  und  Ox  als  Polaxe;  der  Winkel  B,  welcher  als  indepehdente 
Veränderliche  gilt»  wird  von  Null  aus  im  positiven  Sinne  nach 
aufwärts  bis  360®  und  so  weiter  gezählt.  Zieht  man  in  dem  Kur- 
venpunkt M  eine  Tangente,  weiche  die  Polaxe  in  T  trifft,  so  wird 
der  Winkel  9,  welchen  dieselbe  mit  der  Polaxe  einschliesst,  in 
demselben  Sinne  positiv  gezählt,  wie  der.  Winkel  ß.  Als  Tan- 
gentenwinkel r  bei  M  ist  immer  der  spitze  oder  stumpfe  Winkel 
zu  verstehen,  welcher  in  dem  Dreieck  OMT  vorkommt,  und  wird 
positiv  oder  negativ  gezählt  Je  nachdem*  er  mit  dem  Polwinkel  6 
auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  des  Leitstrahls 
liegt,  so  dass  allgemein :  ^ 

(2) 9?  =  6  +  r. 

Bezeichnet  /  die  erste  Derivirte  der  Function  r  nach  ß  ge- 
zogen aus  der  Gleichung  (I),  so  ist  bekanntlich: 


(4) cos  T  = 


r' 


Vrs+r'«' 


(5) .    •.    .:.t«*  =  Sv-    •  ' 
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74  t' Ufer  dinier:  Mudruek  iL  gfümmmti§9t0äim$  ü$  P0lmreoordimmiem 
aber  au* '(5)  folgi  aueb  noch: 

und  a^s  (2): 

(8).  —  . . : .  .g=i+.'. 

Erricbtel  man  io  M  «Ue  Normala  uod  in  O  eine  Senkraeble  anf 
ili^n  Radiiistrector  bis  som  Dttrchscbaitt  A»  so  Ist.  in  dem  retAt* 
winkeligen  Dreieck  OMN  naeb  (3),  (4),  (5)  die  K$tbeto  OiV  gM<^h 
r'  und  ilf^=  VP47«. 

Der  Krammungsbalbmesser  des  Punktes  M  wird  durch  die 
Gleichung  definirt: 

d$ 

oder  weil  0  die  unabhängige  Verftnderlicbe  ist;  durch: 

A       /       . 

mit  Anwendung  der  Gleichungen  (3)»  (4),  (6)  und  (8)   erhält 
hieraus: 

!j=sinT(l+0. 
^  =  cost(1+t'). 

Mültiplicirt  man  die  erste  Gleichung    mit  r'  und    bedenkt, 
nach  (5) 

r'sinT  =:rcosT, 
so  folgt: 


—  :=  r'sinr-l-rcosT.T' 
9 


oder: 


00).  ••    7=^'-'"*'  =  ä{vÄ?^-} 


Fällt  man  vom  Pol  auf  die  Tangente  eine  Senkiecbte  p,  so  uit 
ofenbar 
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«Mtf  Kurvtm  deren  Glelelum^  t*=i^tlHke  M.  75 

die  Gleicbong  (10)  kann  also  auch  in  folgender  Fonn  geschrieben 
werden : 

<•») :T  =  ^- 

Diese  Aasdrücke  (9),  (10)  und  (12)  Rir  den  Krfinimungshalb- 
niesser  iii  Polarcoordinaten  empfehlen  sich  durch  ihre  Einfach- 
heit; sie  sind  besonders  geeignet  cur  Auffindung  von  Kurven, 
weichen  gegebene  Eigenschaften  sukommen,  wie  Im  Folgenden  ge- 
seigt  werden  solL 

Wird  In  (10)  die  Differenziation  rechts  ausgefährt  und  he« 
selehfiety  die  swelte  Deririrte  ron  r  nach  B  im  Sinne  der  GM«* 
cbang  (1),  so  erhält  man  nach  Kürzung  mit  rr'  die  gewöhnliche 
Form  von  Jacob  Bernoulll: 

1       f»  +  2r'«-iT" 


9         VV*+i 


.'«■ 


Anmerkung.  In  den  Annales  de  Math,  von  Gergonne 
(1831)  T.  XXI»  p.  31  hat  Le  Barbier  einen  Ausdruck  ffir  den 
Krammungshalbmesser  gegeben,  in  weichem  statt  des  Tangenten* 
Winkels  t  der  Bogen  s  erscheint: 

\dej      ^  'de\rdej 

Auf  folgende  Art  erlangt  derselbe  unsere  Form.     Nach   (6)  ist 

j^=  -; —  9  mithin  auch  : 
tiu       sin  T 

r  1 


oder 


""'  '-""W 


^  =  r'.ii.T.  1 1  -  «lo  •» .  ^  (01  i 


nao  ist  aber  nach  (7): 


•  •     <*  /'''\        .   •  rr"-r'*  dt  . 
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78    üvferdingert  Autdruchd.  Itrümmunff9r0dius  in  Poinrcoordinaien 

also 

y  =  r'8iiiT(l  +  T'); 

weil  aber  r'sinr  ==  rcosr,  so  Ist: 

rr'  d. 

(10).   .   .      —  =  r'8lDT  +  reo8r.«' =  Tgtß""!^}' 

.  lu  CrelU'a  Jaurnal  Bd.  46,  p,  265.  gibt.auchS^ bell b ach 
folgepcie  voD  ibm.  empfoblene  Form  für  den  Ausdruck  des  KrOni- 
mungs.halbmessers:  . 

i«V»  1 

welehe  sich'  aus  der  Jacob  BerBOJuirrscIieB   Foroi  leiobt.  er«» 
mittelnüssty  denn.es  ist:  . 

I«'  =  —  !-«./,     ic"  =  2r-».r'*— r-*.i^', 

also 

r*4-2r'*— rr" 
M  +  ti"  =  r-i+2r-».r'*—  r-«.  r"  =      ^      , — ^ 

•  ■       •  ^  ■         '      '       •        •  • 

oder  ..::...;- 


§:  2. 

Bezeichnen    A,    6  die    Coordinatea    des    Krummungsmittel 
Punktes  C  (Fig.  1),  so  gibt  das  Dreieck  OCM,  wenn  von  C  auf 
den  Leitstrabi  r  eine  Senkrechte  gefüllt  wird»  unmittelbar: 

.jgv  r  Äsin(0  — (9)  =  pcosT, 

(  Acos(6 — (9)  =  r — psinr 

oder  durch  Substitution  der  Werthe  für  ^cosr,  psinr  aus  (9): 
Äsin(e-Ö)=r:j^, 


Ä-COS(e— Ö)  =  jjj 


r' 


werden  diese  Gleichungen  dividirt,  ferner  beide  quadrirt  und  ad- 
dirty  SO  folgt: 

(16).. .  •.  tg<e-ö)=^,.  R^y^^^^y*', 
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mM  ämrpen  (Uren  GUickung  r^  =^i^tinke  i$L  7? 

rinrch  Elimination  von  r  und  ß  aas  diesen  Gleichungen  und  jener 
(1)  r^=f(ß)  gelangt  man  zur  Gleicliung  der  Evolute. 

■  5.  3.   '  '  ' 

Um  die  Anwendung  der  in  §.1.  abgeleiteten  allgemeinen  Aus- 
drücke BU  zeigen,  setzen  wir  in  (9): 

(16).   ......    T  =  *ö,    also    1/  =  *, 

worin  A  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bedeute,  so  wird 
mit  (3):  •      ,         ,: 

(W). . .  ■  e«  (1  ^^^^  T=^ nrr;  =°rrr       '  " 

und  mit  (5)  r'  =  r.ctgM  odbr 

y^  ctgkB.de; 

hieraus  folgt   durch  Integration,  wenn  a  'die  atb'ltrftr^  Cohstahte 
bezeichnet : 


(»^ (-J=*' 


sinA^, 

die  Polirgleichiiög  derjenigen  Kurve,  welche  der  pedingung  (16) 
entspricht  *)•  Mach  dieser  kann  durch  Annalbme  eines  der  *  beiden 
Winkel  r,  ß  der  zweite  leicht  gefoudep  werden;  tic^durchj^froog- 
licht  ist,  Tangenten  und  Normalen  geometrisch  zu  construiren; 
dann  zeigt  die  Gleichung  (17)  die  (^qnst^uction  des  Krümmungs* 
mittelpunktes. 

Durch  die  Annahmd  ^c="a,   wobei  ä  ^ineA  'unveränderlichen 
Winkel  bezeichnet,  wird  x'  =  0,  also  nach  (9): 


*)  Hit  dieter  Kurve  betchäl%«t  tieli^bereiU  Fagnano  11^,  «ei- 
nea  Prodniioiii  matematiche,  17So,  V.*n,'  p.  375.  Er  tteÜt  sich 
di«  A9ig9kPß  dif^Bige  ICary^f  .s|i.  flogen,  i^n  v^ltbQ  dlfr-lVliolc^l  !Sititchea 
EadiotTeelor  upd  eio^c  .fo§te|^:  A«o  ond  f wiMb^i^.  der  lfern»l0  iiad  derM 
selben  Aze  eielp  wie.svf^.gpgebepe  Zi|h)en.  verbal^a.  WeQ|i,&  0|i|e 'gafwf . 
Zahl  iet,  zeigt  B.  T orte  Uni,  wie  man  die  Gleiclinng  (18)  durch  recht- 
winkelige Cocurdinat^  daKttellea  kann.  TAq/iali  di  fnatematica  etc. 
T.  I,  Idte,  p.  Itd).  'S.  a.  Gruberi^t  Arciiiv,  Tbl.  91,  Literari- 
scher Bericht  Nr.  CXXI,  p.  7.  ..{.:...{ 
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80    ünferdtnfftr:  AtuOruckik  l(riUmnun§tradiu9im  PdimreoordimUen 

Für  Ars  2  wird: 

(24). r  =  aVli^, 

iu»d  dieae  Gleichur^?  be^eiobii«!  dieBerpooUi'sQii^  LcamiUieM^» 
welche  die  Axe  im  Pol  b^rfiiirtj  dij»  zw.eito./raii9«Bto.in.4ie3etii. 
Punkt  steht  darauf  senkrecht  Der  Winkel  zwi«e|ien  •  Ti^ngente 
ond  Leitstrabi  ist  dem  doppelten  Polwinkel  gleich,  p  =  iüfiV. 
Fällt  man  vom  Krüromungsmitteipnnkt  auf  den  Leitstrahl  eine 
Senkrechte,  spr  i^  der  Abschnitt  y^m  Pol  an»  ap^fi^ei^prittejn  des 
Ifttzteren  gleich ,  wos^b  der  KrGuunungsifittfllpiiDkt  ii^^^r  leicht 
construirt  werden  kann  *), 

ABC  in  l^ig.  2.,  zeigt  die  Gestalt  der  Karvß.  Qr  kssl^  bm  »t 

(24') .   .   .rz=:aV^nSe,.       . 

T  =  3ö,  OPä 3r,  (J=±:iilf2V. 

r«r  A:  =  4  wird 

(25) r  =  a.sin«i^; 

diese  Gleichung  entspricht  der  Oal-dioicTe  (Fig.  3.)  deren  Grundkreis 
ia  zum  Durchmesser  hat.  %  =  ^6,  hiernach  kOnnen  Tangente  und 
Normale  leicht  construirt  werdeh.  Halblrt  man  dän  Leitstrabi 
OM  in  P  und  zieht  NP,  halbbt  iVP  in  Q  und  zieht  OQ  bis  zum 
Durchschnitt  C  mit  der  Normale«  so  ist  C  der  Rrümmungsmiltel- 
punkt  für  ilf* 

Fif'  k  rrz>;  gebt  die  Gleicbong  (18)  Ober  in:     •  : 

(26) r  =  a:.(ain|a)*     .  :      .     , 

and  die  Fig.  4.  zeigt  den  Verhi«f  .de^t  darcb  dieeelbe  bezeichneten 
Kurve.  Es  ist  t  =  |9»  q  =  iMN,  (är  den  Krfimmungsmittelpnnkt 
C  gelten  nocii  die  Gtelchnngen:    ÖP=±{r,  I9Q  i=zQP! 


Die  Quadratur  und  Rectificatipo  der  durch  die  Gleichung  (18) 
bezeichneten  Kurve  ist  in  geschlossener  Form  darstellbar »  wenn 


'^  Hiete  ConctructIoD  , findet  >lcb  in  der  '  interesMp^n  gieli^rten 
Schrift  von  Ür.'Bitlren'i*  Ü^'  Haan;*  Ij ein otscais:-  Bernoa'lHaiia. 
(Amsterdam  1847.  p.  29,  Theoremata  XXIII.)  *'^^  '  ^ 
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und  Kurven  deren  Gleichung  r*  =  absinke  ist.  81 

die  Conslante    r  eine  ganze  Zahl  n  ist  *).    In  diesem  Falle  lautet 
die  Gleichang  der  Kurve  nun  so: 

(W) r=a(»in^)". 

Bezeichnet  /  die  Fläche,    welche  der  Leitstrahl  r  durch- 
streicht,  vrährend  der  Polwinkel  von  0  bis  B  wächst,  so  wird 


PS        ö*" 
2fz=iay     (sin-)   •rföj 

o 

die  AnsRihrung  der  Integration  gihti 

(28)...        2/'_o«,^^g^^2«_2)Sn 

-  2-008 -|(».D-)  +jjj^— 2(«„-) 

(2n— l)(2n-3) ,  ,   ft«»-»  .        (2tt— l)(2n— 3)...S.3  .   B\ 
■*■  (2»-2)(2»-4)^""n^       "•—  +  (2n-2)Cin-4)...4.2'"'n)  * 

nn 
Setzt  man  in  diesem  Ausdruck  6=i-^ ,  welcher  Werth  der  Aze 

der  Symmetrie  entspricht,  so  erhält  man  die  Fläche  F,  welche 
der  Leitstrahl  durchstreicht,  während  der  Endpunkt  desselben  den 
halben  Umfang  der  Kurve  durchläuft;  einzelne  Flächentheile  er* 
scheinen,  wenn  n>2  ist,  ein-  oder  mehrmal  über  einander  ge- 
lagert, und  werden  eben  so  oft  in  Rechnung  gebracht.    Dann  ist 

(29).    .   .     2F-a«2.4.e....(2n«2)2» T' 

Für  die  Cardioide  z.  B.  ist  n  =  2,  also 

2/^=  «•  274^"  ¥''''* 2  r""2>  "  2*"*2l 


oder 

"'"■  16 


(30) 2/^=  |-ß(6d-8sinÖ  +  sin2d) 


«)  Fiir  A*=:2,  4,  6  hat  Legendre  die  Bogenlänge  s  durch  elli|)ti- 
•che  iDtegrale  erster  Gattung  dargestellt,  A.  Serret  durch  Enler'sche 
Integrale  iweiter  Gattung.  (S.  Journal  de  LiootiIIc,  1842— 43, 
T.  VII,  p.  114,  T.  Vlll,  p.  496.) 


Thcil  LI.     j 


Digitized  by  VjOOQIC 


82    Onfe  r  dinge  r:  Amdruek  d.  Krümmungtradlut  In  Polareoordinafen 

uod 

3a* 
(31) 2F=^«. 

Zur  Berecboong  der  Bogeol&nge  $  gibt  die  Gleichung  (6),  indem 
jetat  r  =  r.ctg-: 


/e     e  «-1 
(sin—)      .M, 


und  hier  ist  zur  Ausführung  der  Integration  die  Unterscheidung 
zweier  Fälle  nothwendig,  je  nachdem  n  eine  ungerade  oder  gerade 
Zahl  ist. 

Für  n  =  2m  +;i^  also 


<32) ''-«(•'"SÄT1> 

wird: 

1.3.6...  (am-3)(2m-l) 
<^^'  •   •   •     •- "4.4.6. ..(2m-2)2m '^ 

2m+l  «_  f,  .       g     ,— -» .  2«-l,  ,       6      * 

(2iii-l)(2i«-3)  e     «"^B      .  (2CT^l)(2m-3)...S.3  .  _6_i 

"*■  (2i«-2)(2m-4)^'""2fl»+r       +"+(2i»-2)(2»-4)«.4.2*"'^in) 

und  der  ganze  Umfang  der  Karre : 

(S^i  „„■^1.3.6...(2iii-3)(2iii-i) 

<^>-   •   •  ^=°2.4.fl...(2m-2)2m (2«+l)«. 

lat  n  ^  2m  eine  gerade  Zahl,  also 

(36) r  =  o(«ln^*", 

80  erhfilt  man: 
t^\      .  __    2.4.6...(2i»— 2)  2m 

^*^ '~°l.a6...(2m-3)(2m-l) 

2«  «   (,  .    öv*"-».  2m-2,  .    «.«"i«-« 


2m  6(.    fl.«--«     2m-2,  .    0 

(2m-2)(2m-4)        «^  *•-« 
■*■  (2m-3)(2m— 6)  ^*'"2m^         +  ' ' "  • 

(2M-2)(2m-4)...6.4    .  £*      (2m-2)(2m-4)...42) 
•  •  •  +  (2m-3)(2m-6).>6.3  ^•'"  2m^    ■*"  (2m-3)(2m-6)...3.1i 
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nnä  Kurten  deren  Gieickun9  r*  =  i^ sinke  M.  SS 

Die  Cardioide  entspricht  dietem  letsteren  Fall  mit  m  =  I^  and 
68  wird: 

f=:4«6in*19. 


f^ {cZ 


4a. 


$.  8. 
Die  dorcb  die  Gieichnog: 

<"> Mv^\=r 

dargestellte  Besiehung  ist  in  allen  Ffillen  cur  AulBndnng  der 
Kurve  dienlich,  weni»  der  KrOmmnngsradiiis  q  als  Function  des 
Leitstrahls  r  gegeben  Ist,  Bezeichnet  F(r)  irgend  eine  Function 
iron  r,  F'  (r)  ihre  erste  Deriiirte  nnd  ist 

(*> » =  p%)' 

80  gibt  biermit  (10)  nach  einmaliger  Integration,  wenn  Cr  die  wUl- 
kSrIiebe  Constante  bezeichnet: 

oder  wenn  man  auf  r'  reducirt: 

und  hicravs,  wenn  i}  eine  neue  arbiträre  Constante  bezeichnet: 

F-G 


(3») 


P'        F-G  dr 


lo  Besag  auf  die  von  uns  im  Vorbergebenden  anteraucbten 
Korren  ist  an  bemerken,  dass  der  KrfimmaDgsradins   derselben 

<"^ «=-7+1- 

nicht  lediglich  eine  Function  von  r,  sondern  eine  Function  von  r 
und  r'  ist.  Dieser  Fall  ist  in  der  obigen  Verallgemeinerung  nicht 
eingeschlossen. 

6» 
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84    Vnferdinger:  Amdruckd.  Krümmungsradius  in  Polarcoardinaten 

§.  9- 

Die  FusspunktkurvOD  in  Polarcoordinaten. 

Fällt  man  vom  Pol  anf  die  Tangente  des  Punktes  M  (Fig.  5.) 
der  Basiskorve  r=f($)  die  Senkrechte  p  und  ist  v  der  Polwinkel 
derselben»  so  sind  p,  f>  die  Polarcoordinaten  eines  Punktes  V  der 
Fusspanktkurve. 

Ans  der  Figur  folgt: 

tj  — d  =  T — 90*^,  p=zr»\nT, 

also  ctg(r  — 0)  =  —  tgT,  mithin  nach  (6)  nnd  (II): 

!tg(d-i»)  =  ^', 

werden  aus  diesen  beiden  Gleichungen  nnd  jener  (1)  r^f(6)s  r 
und  6  eliminirt,  so  erh&lt  man  die  Gleichung  der  Fnsspunktkurve 
für  O  als  Pol. 

§.  10. 

Als  Anwendung  der  allgemeinen  Gleichungen  (40)  suchen^wir 
die  Fnsspunktkurve  der  oben  behandelten  Kurve,  deren  Gleichung: 


<»8> (9=- 


BinkS. 

Ffir  diese  ist  v  =  (1  +  A)0— 90^,  p  r=  rsinM,  woraus  folgt: 

r  +  900  p 

J4-Ä  '  k ' 

sinj|^(r  +  90O) 

und  durch  Substitution  dieser  Wertbe  In  (18)  erhält  man: 
h 


(«) (!)'"'*=  «»rix  (•'+«^> 


als  Gleichung  der  Fnsspunktkurve.    Diese  Kurve  ist  offenbar  von 
derselben  Art,  wie  jene  (18),  nur  steht 

(42) *x  = 


1+* 
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und  Kurven  deren  Gleichung  r*  ^=  absinke  isL  85 

an  der  Stelle  von  Ar,  p  statt  r,  und  der  Polwinkel 

(43) to  =  u+9(M> 

ist  Ton   der  Axe   Oy  aas  zu  zählen ,  welche  auf   Ox  senkrecht 
steht;  alsdann  lautet  ihre  Gleichung: 


(44) (J)    ^sinA^w. 


Setzt  man  In  der  Gleichung  (18)  der  Reide  nach  statt  ki 

oder 

k  k  k 

so  entsprechen  die  entstehenden  Gleichungen  einer 
Reihe  von  Kurven  von  der  Gattung  (18),  von  welchen 
jede  folgende  die  Fusspunktkurve  der  vorhergehen- 
den ist. 

Fflr  Ä:=],  welcher  Werth  dem  Kreis  entspricht,  wird  kx^^-ks 
welcher  Werth  der  Cardioide  entspricht:  Die  Cardioide  ist  also 
die  Fasspunktkurve  des  Kreises,  wenn  der  Pol  in  der  Peripherie 
liegt 

Die  Fusspunktkurve  der  Cardioide  hat,  da  filr  A  =  |,  Ai  =  i 
>Fird,  die  Gleichung: 

(46) r=a(8inid)». 

Für  die  Lemniscate  ist  A^2,  also  A|  =  *,  die  in  §.  6.  be- 
schriebene Kurve  (Fig.  4.)  deren  Gleichung 

(26) r  =  a(sin}Ö)* 

ist,  die  Fusspunktkurve  der  Lemniscate. 

§.  II. 

Eine  zweite  Gattung  von  Kurven,  welche  mit  den  vorher- 
gehenden in  unmittelbarem  Zusammenhang  stehen,  erlangt  man 
darch  die  Bedingung: 

(47) x  =  180<>— Ad, 

wobei  wie  in  (16)  A  eine  positive  Constante  bezeichnen  soll.  Weil 
jetzt  tgr  =  —  tgAÖ,  t'  =2  —  A,  so  wird  nach  (9) 
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86    Vnfet dingen  Ansdruek  d.  Krümnungsradius  in  Marcoordinaten 

-j=(l  — Ä)8inr, 
oder  mit  Anwendung  der  Gleichung  (3): 

80  dass  auch  in,  diesem  Falle  der  Krümmungemittelpunkt  eines 
jeden  Kurvenpunktes  leicht  gefunden  werden  kann. 

Ferner  ist  nach  (5)  r  =  —  r'.tgAö,  woraus  folgt: 

-^—rsctgifcd.rfd, 

oder  durch  Integration,   wenn  a  die    willkürliche  Constante    be- 
zeichnet : 


(48) (j)  =8inAd, 


und  diese  ist  die  Polargleichung  der  gesuchten  Kurve.  Da  fOr 
die  Richtungen 

Bin  kB  =  0>  also  r  =  oo  wird,  so  bezeichnen  dieselben  Asympfotea 
oder  Axen  der  unendlichen  Verzweigung  ^  deren  Anzahl  endlich 
Ist,  wenn  k  eine  rationale  Zahl  bezeichnet» 


§.  12. 

Fdr  i6;=  1  bezeichnet  dieselbe  eine  Im  Abstand  a  z«r  Polase 
parallele  Gerade. 


Vüx  k-\  wird 
(49). r  = 


sin«  \e* 


und  diese  Gleichung  bezeichnet  eine  Parabel  deren  Brennpunkt 
der  Pol  Ist,  die  Polaze  ist  die  Aze  der  Symmetrie.  Da  In  diesem 
FaHe  r  =:]80^  — id,  so  ergiebt  sich  hieraus  fflr  die  Tangente  eines 
Parabelpunktes  die  Construction :  Uan  halbire  den  Polwinkel  und 
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und  Kurven  deren  Cteickung  r^=: absinke  Ist.  H7 

siebe  durch  den  BerObrongspunkt  zur  balbireodeo  Geraden  eine 
Parallele.    Ebenso  folgt  aus 

(50) Q=z2.MN 

eine  einfache  Construction  der  Krfimmungsniiltelpunkte:  Man 
siehe  (Fig.  6.)  RadiusTector  und  Normale  und  errichte  im  Pol  auf 
erstere  eine  Senkrechte,  dann  ist  der  Krflmmungshalbmessery  der 
doppelten  Hypotenuse  des  so  entstandenen  Dreieckes  gleich  *), 

Ist  k=i%  so  bezeichoet  (48),  da 
(ÖJ) r  = 


eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  Pol  als  Mittelpunkt  und  die 
Polaze  als  eine  Asymptote.    Hierfür  wird  nach  (47)  und  (47') 

(5-2) T  =1800-20,    ^  =  — ilfiV, 

das  TOD  der  Polaxe^  dem  Leitstrahl  und  der  Tangente  formirte 
l>reieck  Ist  also  gleichsch enkelig  mit  dem  Basiswinkel  B. 

Ans  der  zweiten  Gleichung  in  (52)  folgt  eine  einfache  Con- 
struction der  Krümmungsmittelpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbel : 
Mao  siebe  zum  gegebenen  Punkt  M  (Fig.  4.)  Radiusvector  und 
Normale,  errichte  im  Pol  auf  ersteren  eine  Senkrechte,  bis  zum 
Durchschnitt  iV  mit  der  Normale;  trägt  man  Bun  die  Hypotenuse 
MN  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Normale  nach  MC,  so 
ist  C  der  Krfiromungsmittelpiinkt  sum  Punkt  JK 

Fig.  6.  zeigt  den  Verlauf  der  Kurve  für  Ar  =  i, 

<^ '=(S^d)** 

hierflir  wird: 

(54) T  =  180O— w,    e  =  i^^; 

(Sr  6  gleich  90^  und  5.90^  wird  r  =  8a,  diese  Werthe  entsprechen 
dem  Punkt  5,  in  welchem  die   beiden  Zweige   der   Kurve  sieb 

kreuzen.    B  gleich  180^  und  360^  geben  r  =  0773'    ^'^^^°    Wer- 


^)  In  der  Parabel  ist  also  die  Prujeclion  de«  Krämniungshalbme*- 
•ers  auf  den  LeiUtrakl  dem  doppelten  Leitttrahl  gleich.  Dieser  SiU 
werde  von  Lainarle  bewiesen,  Bulletins  de  TAcad^mie  de  ßel- 
giqoe,  1867,  Nr.  5,  p.  33. 
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then  entsprechen  die  Punkte  B,  B'  in  der  Polaxe.  6  gleich  VV^ 
^bt  r  ^  a  im  Punkt  A.  Die  auf  der  Polaxe  senkrechte  Gerade 
AS  ist  eine  Axe  der  Symmetrie.  Für  6  gleich  Null  und  3.180^ 
wird  r=QO,  die  Kurve  ist  sonach  nach  beiden  Selten  der  AS 
if>*s  Unendliche  verzweigt. 

aßy  in  Fig.  2.  zeigt  die  Gestalt  der  Kurve  für  A:  =  ', 

(55) r=   3      °         ; 

V(sin  \&f 
hierfür  wird : 

(56) r  =  l80«-Jd,    Q^-1.M1S. 

Die  Kurve  besteht  aus  drei  getrennten  sich  in's  Unendliche  er- 
streckenden Zweigen,  weiche  die  den  Polwinkein  0,  120^,  240^ 
entsprechenden  Leitstrahlen  zu  gemeinschaftlichen  Asymptoten 
haben. 

ist  T=^n  eine  ganze  Zahl»  so  lassen  sich  auch  .die  Kurven 

zweiter  Gattung  quadriren  und  rectificiren  in  geschlossener  Form, 
und  die  Rechnung  ist  äbniich  jener  in  §.  7. 


J.  13. 

Um  die  Fusspunktkuive  der  durch  die  Gleichung  (48)  reprä- 
seutirten  Kurve  zu  ermitteln,  wenden  wir  uns  zu  den  allgemein 
gitfigen  Gleichungen  (40)  und  erhalten  daraus: 

ctg(ü-d)  =  tgA:d,     ©  —  0=900  — ÄÖ,     also    ö  =  ^j^^— ^ 

und 

p  =:  r%\nkd\ 


nach  (48)  ist: 

r  =  a  (sin  kQ)    ^,     also     p  =  a  (sin  iß)     ^ 


*  1-? 


uder  wenn  liSr  6  der  oben  gefundene  Werth  substifuirt  wird: 

(57) (j)''*  =  sini:ZÄ(«'-900). 

üie  durch  diese  Gleichung  angezeigte  Kurve  ist  offenbar  von  der- 
selben Art  wie  jene  (48)  nur  steht 

(58) *'  =  ra 
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und  Kurven  deren  Gleichung  r*  =  a^sin  kB  ist,  89 

ao  der  Stelle  von  k,  und  die  Polwinkel  werden  von  einer  neuen 
Axe  aus  gezfthlt»  welche  mit  der  alten  Axe  einen  Winkel  von  90^ 
einschliesst.     Setzt  man^  um  auf  gleiche  Zählung  zu  reduciren: 

(59) to=r— 90», 

80  erhSit  die  Gleichung  der  Fusspunktkurve  die  Form: 


« (1)-= 


sin  A/tc. 


Wird  also  die  Constante  &  in  (48)  der  Reihe  nach  durch 

oder,  was  dasselbe  ist,  durch 

(61).    .     X:'  =  ^,     ä"  =  tAx.     ä^'=      * 


ersetzt,  so  entsprechen  die  entstehenden  Gleichungen 
einer  Reihe  von  Kurven,  wovon  jede  folgende  die 
Fusspunktknrve  der  vorhergehenden  ist. 


§.  14. 

Ist  A  =  |y  SO  wird  A;'=:l;  dem  ersteren  Werth  entspricht 
die  Parahel  für  den  Pol  als  Brennpunkt  und  ihre  Fusspunktknrve 
ist  bekanntlich  eine  Gerade,  welche  durch  den  Scheitel  geht  und 
auf  der  Polaxe  senkrecht  i»teht. 

Ist  k  ein  echter  Bruch,  dessen  Zähler  1  und  dessen  Nenner 
eine  ganze  Zahl  n  ist,  so  wird: 

(62)..    .     k:^\.     4'  =  ^,     ^'  =  7^-- 

and  diesen  Werthen  entsprechen  n  Kurven,  deren  jede  die  Fuss* 
pnnktkurve  ihrer  Vorgängerin  ist,  welche  Reihe  mit  der  Parabel 
und  der  geraden  Linie  abschliesst. 

In  dieser  Kurvenreihe  ist  die  driftletzte  Kurve,  für  welche 
^(s»~3)=:^,  besonders  bemerkens werth,  denn  ihre  Fusspunktkurve 
ist  die  Parabel.  Es  ist  dieselbe  Kurve,  w*elche  wir  bereits  in 
§.  12.  unter  (53)  (Fig.  6.)  kennen  gelernt  haben. 

In  Folge  dieser  Eigenschaft,  dass  die  durch  die  Gleichung 
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^ '  =  (5^» 

dargestelKe  Karye  die  Parabel  zur  Fasspnnktkorve  hat,  ergibt 
sich  eine  einfache  Constraction,  um  in  einem  Kurvenpankt  M  oder 
von  einem  Punkt  L  aaaaerhalb  eine  Tangente  zu  ziehen ,  welche 
beide  Constractionen  in  der  Figur  angedeutet  sind. 


§.  15. 

Ist  die  Constante  k  nicht  von  der  Form  -  $    sondern    Irgend 

eine  andere  positive  Zahl»  so  tritt  In  der  Reihe  (81),  welche  nun 
eine  unendliche  wird,  sicher  einmal  ein  Zeichen  Wechsel  ein,  d.  h- 
iu  der  Reihe  k,  k' ,  kf\...  sind,  von  einem  gewissen  Gliede  ab, 
alle  folgenden  Glieder  negativ.  Wäre  s.  B.  Ä  >  1 ,  ao  tritt  diese 
Erscheinung  schon  vom  zweiten  Gliede  ab  ein. 

Um  den  geometrischen  Sinn  derselben  zu  deuten,  setzen  wir 
in  der  Gleichung  (48)  —  A  statt  k  und  auch  —0  statt  6»  so  dass 
wir  jetzt  die  Polwinkel  im  entgegengesetzten  Sinne  zählen ;  hier* 
durch  verwandelt  sich  dieselbe  in: 


<■« ©*= 


slnkOf 


welche  Gleichung  genau  mit  jener  (18)  Obereinstimmt.  Hieraus 
schliessen  wir,  dass  die  den  negativen  Wertben  von  k  entspre- 
chenden Kurven,  Kurven  der  ersten  Gattung  sind,  welche  sieh 
also  an  die  Reihe  der  Fusspunktkurven  Ittr  die  Gattung  (48)  an- 
schliessen. 

(.  16. 

So  hat  die  gleichseitige  Hyperbel  (Fig.  4.),  welche  mit  k=:2 
eine  Kurve  der  zweiten  Gattung  Ist,  zur  Fusspunktkurve  die  Lern- 
niscate,  welche  mit  demselben  Werth  von  k  der  ersten  Gattung 
angehört. 

Die  oben  untersuchte  Kurve  zweiter  Gattung  (Fig.  2.),  deren 
Gleichung 

(55) r=   ,     ° 

\^(sin  16)« 

hat  zur  Fusspunktkurve  jene  erster  Gattung,  welche  wir  in  g.  6. 
kennen  gelernt  haben  und  deren  Gleichung: 
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und  Kurven  deren  Gleichung  r*  r=ak  zinke  iu.  91 

(24') rssaV^S^Sö; 

nor  werdeo  die  Polwinkel  von  einer  anderen  Axe  aus  gezfihlt. 


5.  17. 

Aus  O  (Fig.  7.)  als  Pol  beschreiben  wir  mit  dem  Radius  e 
einen  Kreis  und  theilen  denselben  von  einem  gewissen  Tbeilungs- 
punkt  fi  ausgehend  in  k  gleiche  Theile,  so  dass  also  von  nnn 
an  k  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet;  O/i,  Of^  O/^,..  seien 
die  entsprechenden  Leitstrahlen.  Irgend  ein  Punkt  M  In  dem 
YiiülkeX  fxOx,  dessen  Coordinaten  r  und  B  sind»  verbinden  wir 
mit  diesen  sämmtlichen  Theilungspunkten  und  bezeichnen  diese 
Strecken  der  Ordnung  nach  mit  r|,  r^,  rs,...rfc.  Hierdurch  ent- 
stehen k  Dreiecke,  welche  im  Pol  O  je  zwei  Seiten  gleich  e  und 
r  haben,  und  wenn  wir  den  Winkel  fi  OM  ^  a  setzen,  so  sind  die 
von  diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel; 


mithin : 


2n  .4«  6»  .  (Ä— 1)2» 


ri*  s=  c*  +  r* — 2er.  cos  «, 

r,«  =  6«  +  r«-2«-.  cos(«  +  ^), 

r,*=  c«  +  i4-2ur.cos(«+^). 


Tk*  =  ««  +  r«-2er.cos  («  +  ■*  ]!^\ 


werden  s&mmtliche  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt,  so  ist 
nach  dem  bekannten  Satz  von  Mo i vre: 

(63).   .   .    (nr,r,...r*)«  =  c**+r**— 2c*r*.cos*«. 


(.  18. 

Ueber  die  noch  unbestimmt  gelassenen  Gr(tosen  e,  «,  r  ver* 
lügen  wir  im  Sinne  der  folgenden  Gleichungen: 

(64) e  =  ^. 
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(ö5) «  =  fi^^' 

(18) r*  =  a*8inAÖ, 

80  dass  jetzt  M  einen  Punkt  der  Kurve  erster  Gattung  bezeichoet; 
hierdurch  redueirt  sich  die  Gattung  (63)  auf: 

(66) rirarj...rA  =  c*, 

d.  b.  die  Kurven  erster  Gattung,  deren  Gleichung  (18), 
haben  die  merkwGrdige  Eigenschaft,  dassdas  Prodact 
der  Entfernungen  eines  jeden  Punktes  derselben  von 
k  festen  Punkten  constant  ist. 

Diese  k  festen  Punkte  liegen  in  der  Peripherie  eines  Kreises 

o 
vom   Halbmesser   -^ — ,  und    ihre    Leitstrablen    entsprechen    den 

VT 

Polwinkeln : 

n      ÖTt      9»         (4A: — 3)  n 

Ffir  die  Lemniscate  z.  B.  ist  A=:2,  also  es  —7=-  und 

(67) r^r^=:eK 

Diese  Eigenschaft  hat  bereits  A.  Serret  a.  a.  O.  nachgewiesen, 
und  wir  benützen  nun  die  allgemeine  Gleichung  (63),  um  die  ent- 
sprechende Eigenschaft  der  Kurven  zweiter  Gattung  aufzufinden. 

Setzt  man  in  derselben: 

k 
(68) e  =  a\^2, 

(06) «  =  £  ""  ^' 

(48) r*  =  -T~r^; 

^    ^  sin  kß 

so  gehört  der  Punkt  M  zu  einer  Kurve  zweiter  Gattung  und  man 
hat  nach  kurzer  Rechnung: 

(69) rir^r9...rk=^r^, 

d.h.  die  Kurven  zweiter  Gattung,  deren  Gleichung (48), 
haben  die  Eigenschaft,  dass  das  Product  der   Entfer- 
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nungen  eines  jeden  Punktes   derselben   von  k  festen 
Punkten  der  Aten  Potens  seines  Leitstrahles  gleich  ist. 

Diese  k  festen  Punkte  liegen  in  der  Peripherie  eines  Kreises 

k 

vom  Halbmesser  aV^2«  ond  ihre  Leitstrahlen  haben  die  Polwinkel: 

FOr  die  gleichseitige  Hyperbel  z.B.  Ist  k^=:2,  also  6=aV^2  und: 
00) rir^  =  r^' 


Elementare  Aoflosang  der  allgemeinen  Gleichong 
vierten  Grades. 

Von 

Herrn  Professor  H*  Grassmaun 

am  Gymnaciom  in  Stettin. 


Die  folgende  AnflOsnng  der  Gleichung  vierten  Grades  ist 
einfacher  als  die  mir  bekannten,  und  eignet  sich  vorzüglich  znr 
Darstellung  in  der  Schule.  Die  Gleichung  sei  (nach  Wegschaf« 
fang  des  zweiten  Grades) 

(1) a?*+ar*+6a?+c  =  0. 

Wenn  es  gelingt  diese  Gleichung  auf  die  Form 

(2) (a:* +  rf)* -«(«+/')•  =  0 
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tm  hriBgem,  so  ist  ant  «iar  LSsmif?  dm  letetevea  aadi  die  d^  er- 
*^^'^*  gegeben.  Nm  gieM  die  GleitAmig  (2)  «eck  Peteeiee  veo 
X  entwiekelt 

Dieee  wird  der  ereteren  (1)  ideo&ch,  weeo  die  Keefideoten 
gleich  werden*    Das  gibt  die  GleichoogeB 

(3) M  =  e+a 

(4) 2ef==^ö 

and  lodem  man  die  dritte  tP — ef*=se  mit  le  mvidplicirt  und 
dann  für  2d  and  2ef  ibre  Wertfae  (ans  (3)  nnd  (4))  einaetst»  er- 
hält man  e(e  +  a)^— 6>  =  4ee,  d.  b. 

(6) e»  +  2ai?«  +  (c«-4c)i?  =  Ä*. 

Da  nun  auch  umgelcehrt,  wenn  die  drei  ietxten  Gleicbnngen  er- 
teilt sind,  die  beiden  ersten  identisch  werden,  so  folgt: 

„Man  suche  eine  beliebige  der  drei  Wurzeln  (e)  der  Gleichung 
(6),  ffihre  diesen  Werth  e  in  (3)  und  (4)  ein,  so  sind  dadurch 
d  und  /  eindeutig  bestimmt  Die  gefundenen  drei  Werthe  in  (2) 
eingesetzt,  machen  diese  Gleichung  mit  (1)  identisch  (was  eine 
gute  Probe  liefert).    Jetzt  briuge  man  die  Gleichung  (2)  auf  die 

Form  a;*-f  <£  =  =F  Ve^(^ +  /)»  ao  erbSit  mao  durch  Auflösung 
dieser  quadratischen  Gieichang  die  Tier  Wurzeln  der  gegeiienen 
Gleichung/' 

Uebrigens  ergiebt  die  letgenannnte  quadratische  Gleichung, 
nachdem  man  sie  mit  4  multiplicirt,  und  fBr  d  uod  /  ihre  Werthe 
aus  (3)  und  (4)  eingefBbrt  hat, 

(6)  i  ^^ 


wo 


«  =  T  Vc  ist. 


WftUt  man  aus  der  Gleichung  (5)  statt  e  eine  der  andern  Wur- 
zeln Ci,  e^  dieser  Gleichung,  so  mOssen  nach  dem  erwiesenen 
Satze  diese  dieselben  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  liefern.  Um 
dies  anschaulicher  zu  fibersehen,  fCibren  wir  die  drei  Wurzeln 
e,  ^1»  e«  ein;  nach  der  Gleichung  (5)  muss  e  +  ei+e^=^  —  2a 
und  eeie%  =  b^  seio,  oder  wenn  e  =  e\  e^  =  €|*,  e%=^^  ist,  so 
muss  «*  +  fi*+ea*=-"2a,  u^B^z^^b  sein;  wir  wählen  die  Vor- 
zeichen fär  ff,  fft,  e«  im  Debrigen  willkOrlich,  aber  so  dass  £€ies=~6 
ist.    Dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  (fi)  io 
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2:r  =  «TV -««  +  («•+ «i*  +  %«)+2n«t  =  e1^  (fi  +  ex- 
ilier können  wir  das  Minus  •Zeichen   weglassen,   wenn   wir  die 
obige  Zeichenbestimmang  ßir  e,  %u  H  festhalte«!.    Also: 

»yWenn  e,  6|,  z^  drei  Grossen  sind,  deren  Quadrate  die  drei 
Warzeln  der  Gleichung  (5)  sind,  und  welche  alle  mSglichen  Vor- 
zeichen (=F)  aber  mit  der  Einschrfinkung,  dass  zixH  ™>^  &  entge- 
gengesetzt bezeichnet  sei,  annehmen  können,  so  liefert  die  Gleichong 

(7) ar  =  B  +  e|+% 

die  Tier  Warzeln  der  Gleichang  (1)." 

Aus  dieser  Gleichang  tritt  die  Beziehung  zwischen  den  aus 
den  drei  verschiedenen  Warzeln  von  Gleichung  (5)  hervorgehen- 
den vier  Wurzeln  von  (1)  vollkommen  in  Evidenz;  z.  B.  wählen 
wir  die  Wurzel  «i  aus  Gleichung  (5),  so  tritt  2ar  in  den  Formen 
2ar  =  eiT(€  +  «Ä)  wn<l  2a:=  — ejT(«— «i)  hervor  u.  s.w. 

Es  sei  z.  B. 
(1) a:*-|:r«+2j:-]J  =  0, 

80  erhftit  man 

(5) e»-3e«  +  6e  =  4. 

Eine  Warzel  dieser  Gleichang  ist  e  =  1  (welche  sich  nach  der 
allgemeinen  algebraischen  Methode  sogleich  ergiebt).  Dann  wird 
also 

(3) d  =  -i 

w r=-i. 

Also 
(2) (a;«-i)«-(:r-l)«  =  a 

deren  Identität  mit  (1)  sofort  hervortritt,  also  o;*— ir=  f  (a;--!), 
und  somit 

(6)....  2ar  =  —  IT Vd^ oder  =1  Tt V^^  wo  t  =  V^=T. 

Ich  fage  noch  zwei  Bemerkungen  hinzu. 

Bern.  1.  Es  ist  oft  wünsch enswerth,  Gleichungen  vierten 
Grades  zu  erhalten,  bei  welchen  die  Hfilfsgleichung  dritten  Grades 
(5)  sich  durch  die  bekannte  algebraische  Methode  rational  l5sen 
iSsst     Dies   erreicht   man,    wenn   man   drei    beliebige   rationale 
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GroMen,  er,  v,  r  annimmt,  and  die  Gleichung  viertmi  Grades  auf- 
stellt: 

3  3 

a:«  +  2«r«  +  Vl?T^»^^a»T3«wr.ar  +  yg  (4»--«*)  ==0, 

woraus  dann  e^u-\-t  —  a  folgt  u.a.  w.;  so  z.  B.  war  in  obigem 
Beispiele  o  =  —  lyus:!»  o=  —  l. 

Bern.  2.  Es  ist  die  Frage,  in  wie  weit  sich  die  obige  Me- 
thode auch  auf  beliebige  Gleichungen  des  2ftten  Grades  anwenden 
Ifisst.  Eine  solche  hat  nach  Wegschaffung  des  2ten  Gliedes  (mit 
.r*a-i)  noch  2n— 1  Koefficienten.  Ebenso  viel  bietet  die  Gleichung 

(af"  +  /))*-  «(«•-»  +F)*  =  0, 

in  welcher  D  und  F  ganze  Funktionen  des  (n — ^2)ten  Grades  sind. 
Denn  D  und  JP  enthalten  je  (n — 1)  KoefBcienten,  wozu  dann  noch 
der  Koefficient  e  kommt  Man  hat  zur  Bestimmung  dieser  2n~l 
Koefficienten  also  ebenso  viel  Gleichungen.  Wenn  diese  Be- 
Stimmung  in  irgend  einer  Weise  gelingt,  so  verwandelt  sich  die 
gegebene  Gleichung  in  die  oben  angegebene  Form.    Aus  ihr  folgt 

a:"  +  />  =  T  «(«*-*  +  F), 

was  dann  durch  Lösung  einer  Gleichung  nten  Grades  die  2r 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  liefert  Bis  dahin  ist  also 
alles,  wie  bei  der  Gleichung  vierten  Grades.  Allein  die  Uulfs- 
gleichungen,  durch  welche  die  Umwandlung  in  die  verlangte  Form 
gelingt,  steigen  Im  Allgemeinen  zu  höheren  Graden  an,  und  lassen 
sich  nur  unter  besonderen  Bedingungen  auf  Gleichungen  des 
(2n  — l)ten  Grades  zurücklilhren. 
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Propri^te  de  Ia  bissectrice  d'un  angle  dans  Ie  triangle. 

Par 
Monsieur  Georges  Dostor, 

Dontenr  68  aciencet, 
Professeur  de  niath^iuatiques  k  Parit. 


Tlie«rime«  Dans  tont  triangle^^BC,  lorsqu'on  ni^ne 
Ia  bissectrice  AD:=zd  d'un  angle  Af  Ia  tangente  de  Tin* 
clioaison  de  cette  bissectrice  sar  Iec6tä  oppos^  ßC^a 
est  k  Ia  tangente  de  Ia  nioiti^  de  l'angle  Ä  comme  Ia, 
soiume  b  +  c  des  deux  c6i4B  AC=s  bf  AB  =  c,  qui  Ie  com- 
preonent«  est  k  leur  diffärence  b — c. 


Nons  supposerons  6>c,  de  sorte  que  D  expriniera  l'angle 
aign  que  fait  Ia  bissectrice  d  avec  Ie  c6t^  opposö  a. 

Des  sommets  C  et  B  abaissons  sur  Ia  bissectrice  les  per- 
pendicalaires  CE,  BF,  Dans  les  deuz  triangles  rectangles  CDE, 
BDF  noDS  avons 

CE  =:  DEihx\%D,  BF=z  DF tangD, 

Th«il   LI.  7 
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d'oa  noos  tiroDS«  en  ajootant, 

{DE  +  »F)  taog  D=CE^  BF. 

ety  par  satte, 
^^^  *       n      CE^^BF      CE  +  BF 

Or  les  deux  trtangles  rectangles  ACE,  ABF  donnent 
CE  =  6  610  -s »    ^F  =  6  cos  A » 

BF  =  r  sin  -A »     -4F  =  c  cos  o  » 

ajoutant  d'aoe  part  et  retraDchant  de  Tautre^  on  obtient 

Cf;  +  ÄF=  (6  +  c)8in^,      J£;-2<F=(6— c)cos^- 

Sobstitaons  ces  valeurs  dans  Täquation  (1)  et  noos  trouvons 

(ft+e)sin^       ^  ^ 

(I).   .   .  .    tang/>  =  — — ^  =  5^tang2. 

(6 — c)cos  -5 

2.  Corollalre.    On  en  d^dait 

/tiv              '    w\      6  +  c  .  A            ^      6— c        A 
(11).   •   .  sin£>  = sin-rt»    cosI/  = cos -5. 

La  valeur  de  Ia  bissectrice  est  d'ailleurs 

,1...         .      ^csin^      2Acsin|cos^      2^^       ^ 

(6  +  c)sin  2 

3.  Bemarque.  Dans  Tellipse  appellons  2q>  i'angle  de  deox 
rayons  vecteurs  r,  r'  et  N  I'angle  qoe  fait  Ia  normale  N  avec  le 
grand  axe,  noas  aurons 

tang  rf  =  j73j;  tangy  =  ^j-^  tAngtp, 

.    «r      r'  +  r   .  2a   .  a   . 

610  xV  =  —«  —  sin9  =  2"  «iD 9>  =  "  sing), 

cos  iV  =  -jj —  cos  9. 
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La  normale  sera 

Sit'  tt^ 

(V) iV  =  ^- co8g)==  —  co8g>. 

Dans  l'byperbole,  si  T  eai  Tangle  que  fait  la  tangente  T  avec 
l*axe  transverse^  on  aara 

^  tang  T  =  p-^^  tang9)  =  -^^  tang  9  , 

r'4-r 

(VI).   .     \    sinTsr-^^siny, 

-      t'-^t  2a  « 

cos  T  ä:    »     ■  COS  g)  =  5-  cos  9)  =  -  cos  g?. 

(VII) Tr=,^^oBq>. 


Ellipse  et  Hyperbole. 

Relation  entre  les  deux  angles  que  fönt  ies  deux 

rayons  vecteurs  d'nn  point  avec  l'axe  focal. 


Par 


Monsieur  Georges  Dostor, 

Docteur  is  scienr.e«, 

I'rofcssenr  de  iiiathematiqaes  k  Paris. 


1.  Dans  une  ellipse  oa  dans  une  hyperbole,  lorsqu'on  doniie 
rinclinaison  d*un  rayon  vecteur  sur  Taxe  focal,  le  point  corre- 
spondant  de  la  courbe  se  trouve  d^termin^;    par   cons^qoent  on 
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connaitra  la  direction  du  deuxiöroe  rayon  vecteur^  c*eat-a-dire  son 
inclinaison  sur  Taxe  focal.    Donc 

Etant  dono'^^e  räquationd'uiieellipseoucelled'une 
hyperbole,  il  existe  n^cessairement  une  relation  eotre 
les  deux  angles  que  fönt  avec  Taxe  focal  les  deux  ra- 
yons  vecteurs  d'un  m^nie  point  de  la  courbe,  et  cette 
relation  doit  avoir  lieu  entre  les  deuxaiigles  et  les  pä- 
rametres  de  l'equation  ni^me  de  notre  sectioo  conique. 

Cette  relation  s'obtient  rapidement  de  la  niani^re  suivante. 

2,  Soient  F,  F'  les  deax  foyers  d'une  conique  ä  centre^  et 
M  un  point  de  la  courbe«  que«  pour  plus  de  siinplicit^y  nous  sup- 
poserons  situi^  dans  Tangle  des  x,  y  positifs.  Nous  poserons  les 
rayoos  vecteurs 


la  distance  focale 
et  Taxe  focal 


FF'  =  2c, 


L'inclioaison  F  du  rayon  vecteur  F3i  sur  Faxe  focal  est  le 
Supplement  de  l'angle  en  F  du  triangle  MFF'\  par  cons^queut, 
si  nous  faisons 

r  +  r'  +  2c  =  2/>, 
nous  aurons 

d*oü  nous  tirons 
(,)  tangiF 


tangiF'""/>-2c' 

(2) tangiFtang4F'=|^'. 

3.    fiUipse*    Supposons  que  la  conique  a  centre  soit  une 
ellipse.    Dans  ce  cas  on  a 

r  +  r'=s2a, 
et,  par  suite, 

p 2p      _r-fr^-f2c       2a+2c      g  +  c 

p -  2c  "■  2p^Ac "" r+r'— 2c ^ 2a'^2c ""  a - c' 
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donc  ii  rient,  «n  substituant  dans  (I) 

(W  tangjF       a\c 

^■^ tangiF'""  a  —  c' 

Tli^r^aie  I.  Les  tangentes  des  demi-anglea  que 
fönt  avec  le  grand  axe  de  l*ellipse  les  rayons  vecteura 
d*an  m^me  poiut  de  la  courbe,  sont  eiitre  elles  comme 
la  somine  du  grand  axe  et  de  la  distance  focale  est  k 
fear  diff^rence. 

4.  llyperb«le.  Si  la  conique  ä  centre  est  une  hyperbole, 
OD  aura 

r'-r  =  2ii, 
et,  par  soite, 

l»-i^_  2p— *2r^       2cfri/— 2r'       2c-(r^~r)  _  2c— 2a_c--a. 
p— r  ~  2p— 2r  ""  2c+r+r'— 2r  ""  2c+(r'-r)  ""  2c+2a  ""  c  +  a' 

donc  il  vient,  en  substituant  dans  (2), 
(II) tangiFtangJF'sz:*^""^ 


c  +  o 


Tlt^r^me  II*  Le  produit  des  tangentes  des  demi- 
angles  que  fönt,  avec  Taxe  transverse  d'une  hyper- 
bole»  les  denx  rayons  vecteurs  d'un  ro^me  point  de  la 
coarbe,  est  ägal  au  rapport  de  la  diffärence  entre  la 
distance  focale  et  Taxe  transverse  ä  leur  somme. 

5«    Remarqne.     II  est  facile  de  voir  que  l'^uation 

(III) (l+^)V  +  ^9«*  =  4a«9 

repT^seute  toutes  les  ellipses  daus  lesquelles  g  exprime  le  quo 
tient  des  tangentes  des  deml-inclinaisons  des  rayons  vecteurs  sur 
Taxe  focal^  oa  toutes  les  hyperboles  ou  q  exprime  le  produit  de 
ces  tangentes,  suivant  que  q  est  positif  et  plus  grand  que  Tuoitö^ 
ou  nögatif  et  plus  petit  que  Tunit^,  a  ätant  toujours  le  demi-axe 
focal  de  ces  coniques. 
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XIII. 

InclinaisoD  du  rayon  vecteur  sur  Taxe  de  la  parabolc. 

Par 

Monsieur  Georges  Dosiovy 

Docteur  ^s  sniences, 
ProfeMeur  de  mathöinatiqaes  a  Pari«. 


(1) 


Repräseiitons  cet  angle  par  F.    Oii  sait  que 


— rcosF 


Si  r  däsigne  le  rayon  vecteur  d'un  point  M  de  la  parabole 
dont  ies  coordonnöes  sont  x»  y,  on  aura 

il  vient  donc,  eil  svbstituant  dans  (1)^ 

Tli^«r^iBe.  Dans  la  parabole,  la  tangente  da  demi- 
angle  que  fait  le  rayon  vecteur  avec  Taxe,  est  ^gal  au 
paramötre  divis^  par  l'ordonnöe. 
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XfV 

Propriet^s  du  tri  angle  rectangle. 

Par 

Monsieur  Georges  Dosior^ 

Docleur  h»  sciencec^ 

Profcüscur  de  inathematiqiifc  ä  Pari«. 


1.  Tli^«r^nie  I.  Dans  tout  triangle  rectangle,  le 
carrö  de  Tinverse  de  ia  perpendiculaire  d,  abaissöe  da 
soromet  de  l'aDgle  droit  aar  l'bypoti^nuse  a,  est  ^gal  a 
Ia  somiue  des  carri^s  des  inverses  des  deux  c6täs  6,  c 
de  Tangle  droit. 

La  double  surface  du  triangle  est  bc  =  ad;  on  en  tire 
divisant  par  b'^c*d^,  on  obtient 

<»> i=r.  +  ? 

2.  VWkioriwne  II.  Dans  deux  triangles  rectangles 
semblables,  le  produit  aa*  des  hypbtf^nuses  est  ögal  ii 
Ia  sornme  66'-f  ce'  des  produits  des  cdt^s  honiologues 
b  et  b',  €  et  c'  des  angles  droits. 

On  a 

a        6        c  * 
ou^  ce  qui  revient  au  m^me, 

„«  —  ^a  -  c«  -^IpTfu«  ' 
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or 

a«  =  6«  +  c«; 
donc 

(II) oa'  =  66'  +  cc'. 

3.  Tli^«r£ine  III.  Dans  deux  triangles  rectangles 
semblablesy  le  prodait  des  iiiverses  des  perpendicu- 
laires  dy  dJ  abaiss^es  des  sooimets  des  angles  droits 
sur  les  hypotönasesy  ^^X  ^gal  ä  la  somme  desproduits 
des  inverses  des  c6t^s  bomologues  h  et  b\  c  et  c'  des 
c6te8  des  angles  droits. 


Puisque 


6        c       d 


il  vient 


öc         cd         öd* 
eiy  par  suite, 

bb'.cc'  _  cc'.dd'  _  öb'.dd'  _  cc\dd' -{^bb'.dd' 
b^c^    ""     c«rf«    "^     6«d«    ""       c»d«+6«rf«      ' 
or 

6ac«  =  c«rf«+6*€P; 
donc 

bb'.cc'  =  cc'.dd'  +  bb'.dd'; 

divisant  par  bb'  .cc'  .dd\  on  ohtient 

-L--L  .  JL. 

dd'  —  bV  +  cc' 

4.  Th^«r£iiie  IT.  Lorsque  deux  polygones  sein- 
blables  sont  termin^s  par  les  c6t^s  bomologues  a  et  a'^ 
b  et  V,  €  et  c^...,  comprenant  les  angles  A^  B,...;  dans 
toute  relation  entre  a,  b,  c,...  et  les  angles  A,  B,,..,  on 
pent  remplacer  les  c6t^s  a,  6,  c,...  respectivement  par 
les  moyennes  gäomätriqnes  STaa',  ^bb^,  V^c?",...  entre  a 
et  a',  6  et  6',  c  et  c',... 

Ainsi^  puisque  dans  le  triangle 

a*  =  6«  +  c*--26ccos/l, 

dans  deux  triangles  seniblables  on  a 
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(IV).   .   .    aa'  =  M'  +  cc''-2V^66^.  Vc^.cosA 
En  effet,  de  ca  qoe 


a' 

6'       e' 

a 

=  ■6-7 

il 

Ttent 

\ 

hb' 

b*  - 

ce' 

iSTbb'.Vcc'.coaA 

~~           2bccosA 

d 

'oü  on 

tire 

ati 

66' +  CC' 

-2V66'.Vcc'.co«.l. 

6»  +  c*— 26cco8^ 

les  däooniinatenrs  ätant  ögaux^  il  en  sera  de  nidme  des  nuroä- 
rateors. 


6.  Remarqiie«  Le  premier  tb^Soröme  <$tablit  une  relation 
entre  la  tangente,  la  normale  et  la  coordonn^e  correspondante 
d'ane  courbe,  dans  le  cas  d'axes  qaelcooques.    Ainsi  on  a 

±..  JL L_      1  4.  J L_ 

T^  "^  iV,«—  y*8ln*Ö '     TJ*  ^  2Vy«  "-  ;r«8in«Ö* 
^  repr^^sentant  l'angle  des  axes. 

Le  troisiöme  theor^me  ezpriroe  ane  relation  entre  les  deuz 
tangentes^  les  deux  normales  et  les  deax  coordono^es  da  point 
de  contact,  dans  le  cas  de  coordonnäes  rectangulaires ,  c'est-i- 
dire  qoe 

772^+  T^N.-xy 
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XV. 

G^n^ralisalion  d'un  tb^or^me  d^Ealer  slir  le  cercle 
et  8on  extension  k  Fellipse. 

Par 

QJoosieujr  Georges  Dostorf 

Docteor  äs  soienccs, 
Profe««eur    de    niaih^iiiati^ue«    ä    Paris. 


The«riine.    8ur  Ton  des  axes  de  Teilipse 
(l) aV  +  ****  =  «**** 

sur  Taxe  ^^1'  =  2a,  par  exemple^  comme  base,  oncon- 
strvit  an  reetangle  AA'CQ  dont  ta  hauteur  AC  aoit 
^gale  aa  produit  de  l*autre  demi-axe  OB  =^  b  par  V^; 
OD  joiot  an  point  quelconque  M(x',  y')  de  la  coorbe  anx 
deax  sommets  extärieairs  C,  C  du  rectaogle  par  les 
droitea  MC,  MC ,  qui  eoupent  Taxe  AA'  en  D  et  />'. 
Quel   que  aoit  le  point  Ü  de  rellipse,  on  a  toujoara 

AD'^  +  AD^  =  4a«  =  AA'\ 

Pour  suivre  la  m^thode  qui  nou8  a  conduit  k  ce  räsultat,  seit 
h  la  bauteur  indötermin^e  de  notre  reetangle.  Les  sommets  C, 
C  ont  m^me  ordonn^e  h  et  pour  abscisses  respectives  -|-a  et 
^  a;  par  consöqaent  les  öquations  des  deux  droites  MC,  MC  sont 

61  neos  y  posons  y  =  0,  nous  trouverons  que  ces  droites  eoupent 
Taxe  des  x,  c*est-ä-dire  la  üroite  AA',  en  deux  points  D,  D' 
dont  les  abscisses  sont 
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y  — A  y'-A 

de  Sorte  que  les  distances  AD'  t  A*D  seront 

y — A  y— A 

^'D  =  ^'O  -  OD  = -«-22;=^' =  -  ?^fl:;^ii±£:). 

y  — «  y— A 

Noas  trouTons  ainsi  pour  les  carrös  de  ces  longueors 

,,y,  _  (4g*y" -I-  h*x'* \  a*h*-Aa*ky')  +  \ahx'  Ja'—h) 
^       -  (y'-A)« 

.,^      (4a V»  -f  A«3!^»  ^^  a«A«  -  4o«AyO  —  4aAg'  (y^  -  A) 
^/>»=  ^,^^^j5  -. 

Les  num^ratears  de  ces  deux  fractions  ont  ane  partie  com- 
mune ;  les  deoz  autres  parties  sont  ägales  et  de  signes  contraires. 
Pour  que  ia  somme  des  deux  carr^s  soit  ^gale  ä  Aa^y  il  faut  et 
il  suffit  que 

(y'-A)«  -^ 

ou 

4«y«+AV«+aW-4a«V  =  2ay*-4a%'+2rtW. 

Cette  öquation  de  condition  revient  ä 

2fly«+A«a:'*  — aW  =  0. 
Or  le  point  {x'^  y')  ^tant  situö  sur  FeHipse  (1),  on  a 

2oy  *  +  U^x'^  -  2a«6*  =  0; 
par  consöquent,  il  vient 

d'oü 

Ä«  =  26»,  A  =  6V2, 

ee  qu'il  fallait  pronver. 

£o  posant  a  =  6,  on  a  le  theor^me  d 'Euler  g^nöralisö. 

CMrollalre.    Pnisqne 
Aiy^  =  Aiy{AA  -  A'D%    A'D^  =  A'DiAA'  -  JZ>), 
U  vient,  en  ajoutaot. 
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AA'^  =  AD'(AA''-'A'D')  +  A'D(AA''-AD) 
oa 

AD.A'D+AD'.A'D'z:zAA'(Aiy^A'D^AA'); 
niais 

Aiy  +  A'D-AA':=Diy; 
donc 

AD.  A'D  +  Aiy .  A'iy  =  AA' .  DD', 

c*e8t-ä*dire  que 

Les  deux  points  D,  U  divisent,  chacnn,  Taxe  AA* 
eil  deux  segnients  tels,  que  la  somnie  de  lears  pro- 
duits  est  egale  au  produit  de  Taxe  par  la  distance  de 
ces  deux  points. 

Voyez  cet  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  T. 
XXVII,  p.  116;  T.  XXX,  p.  120;  T.  XXXI,  p.  61. 


BenerkiBg  de§  Heravsgeben. 

Den  vorstehenden  Satz  fdr  den  Kreis  bezeichnet  Eoler 
in  der  Abhandlung:  Variae  Demonstrationes  geometricae. 
Novi  Commentarii  Acad.  Scientiar.  Imp.  Petrop.  T.  L, 
p.  49.  ausdrucklich  als 

Fermat's  Lehrsatz 

und  sagt  von  demselben:  „Reperitur  in  commercio  epistolico 
Fermatii  propositio  geometrica,  quam  Geometrie  demonstrandam 
proposuit.  Quae  etsi  ad  naturam  circuli  spectat,  nihilque  difflcul- 
tatis  primo  intuitu  involvere  videtur,  tarnen  a  pluribus  Geometrie 
frustra  est  suscepta,  neque  usque  adhuc  eins  demonstratio  est 
tradita.''  Hiernach  wird  also  der  genannte  Satz  richtig  als  Fer- 
mat's Lehrsatz  zu  bezeichnen  sein. 

Ich  bemerke  noch,  dass  der  hier  behandelte  Gegenstand  schon 
frOher  (1858)  im  Archiv  (Tbl.  XXXI.,  Nr.  X.,  8.  61.)  eine  Be- 
handlung von  Herrn  Director  A.  KrQger  in  Fraustadt  gefunden 
hat.  Dessenungeachtet  habe  ich  den  vorstehenden  Aufsatz  des 
Herrn  Dostor,  der  unzweifelhaft  ganz  selbstständig,  von  jeder 
froheren  Arbeit  völlig  unabhängig,  zu  den  darin  enthaltenen  Sätzen 
gekommen  ist,  hier  im  Archiv  abdrucken  lassen,  theils  um  diese 
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bemerkensvrertheD  Sütse  wieder  in  Erinnerung  zu  bringen»  dann 
aber  auch,  vreil  die  Verschiedenheit  der  Behandlung  immerhin  von 
Interesse  und  lehrreich  sein  kann.  Herrn  Dostor  bitte  ich  recht 
sehr,  um  r^cht  häufige  Fortsetzung  seiner  Mittheiluugen  fGr  diese 
ZeitschriflL  Bloss  absolut  Neues  mitzutheilen  ist  nicht  Zweck  des 
Archivs»  auch  weniger  Bekanntes  soll  dasselbe  geben,  wenn  nur 
die  Methode  der  Behandlung  sich  empfiehlt,  in  welcher  Beziehung 
freUicb  die  Meinungen  uflters  getheilt  sein  können.  G. 


Propri^t^s  da  triangle  sph^riqae  rectnngle. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor^ 

Docieur  6t  «cieoce«, 

Professeur    de    niath^matiqaes   ä    Pari«. 


1.  Tli^r^me  I.  Dans  tout  triangle  sph<$rique  rec- 
taogle  ABC,  le  carr^  de  la  tangente  de  l'hypot^Snuae, 
BC^^a,  ^gaie  la  somme  des  carri$s  des  tangentes  des 
deux  autres  c6t^s  AC=iö,  AB:=C9  augment^e  du  pro- 
duit  des  carräs  des  deux  m^mes  tangentes. 

En  effet  la  relatlon  cosa=:cos6cosc  peut  s'^^crire 

1 1_  1 

cos'a  "*  cos^  6      cos*  c* 
oo 

cos'fl  -f  sin'g cos*6-f  sin*6       cos*c  -f-sin^c, 

cos'a  cos*  6  cos*c 

et,  comme  celle-cl  revient.i 

1  +  tang*a  =  (1  +  taiig*6)  (1  +  tang*c) 

on  trouve  de  suite,  en  effectuant. 
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(1)  .   .   •     tang^a  =  tang*6-f  tang<c-|-taDg*6tang*ü. 

2.  Tlieorime  11.  Dans  tout  triangle  spb^riqoe  rec- 
tangle  si  du  sommet  A  de  l'angle  droit  oo  abaisse^  sur 
rhypotänuae  BC^a»  Tarc  perpendiculaire  JDssd,  qoi 
y  dötermine  les  deux  segments  CD=zb\  DB  =  c'; 

F.  ia  tangeote  de  chaque  cdt^  de  l'angle  droit  est 
moyenne  proportionelle  entre  Ia  tangeote  de  l'iiypot^- 
nase  et  celle  du  segment  adjacent; 

2^.  le  sinas  de  l'arc  perpendicnlaire  est  moyen  pro- 
portionnel  entre  les  tangentes  des  deux  segments  de 
rhypotänuse. 

J^.    Les  deux  triangles  rectangles  ABC,  ACD  donuent 

.  c  tang6  =  tangacos  6', 

\  tang6' =  tang6cosC; 

d'oü  on  tire,  en  mnitipliant  en  croix, 

(II) tang«6  =  tangaXtang6', 

et  de  mdme 

tang^c  =  tang  a  X  tang  c\*) 

2^.  Nous  avons  ensuite  par  ies  deux  triangles  rectangles  ACD, 
ABD, 

tangd  =  sin  6' tang  C 

tangcf  =  sin  &  tang  B, 


par  suite 


^     «j     ein  6' sine'      sin  ft' sine' 
**"8^  =  cotÄcotC= 


cosa 
mais  conime 

cos  a  s  cos  b  cos  c  =  cos  ö'  cos  d .  cos  c'  cos  d, 

il  vient  en  sobstituant» 

sin*  d sin  6' sine' 

cos*  d      cos  6'  cos  c' .  co8*d ' 


*)  Le  preniier  th^or^me  «e  troaye  dettiontr^,  avec  an  peu  trop  de 
loDgneur,  par  M.  Jos.  Eitles  dans  le  T.  44,  paf^e  440  de  ce  Journal, 
et  Ia  premi^re  partie  du  second  th^oröme  est  donn4  diins  Ia  Spheriqne 
de  Schals,  T.  U,  p.  114.  G.  U. 
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d'oü 

(III) 8in«rf==tang6'taii«c'. 

3.    CoroUalre.     Les  deux  ögalitäs  (I)  doiinent 

tang  b'  =  fang  a  cos*  C , 
par  suite 

fange'  =  tangaco8*B; 

d'oü  on  Wxe,  en  luttltlpliant  et  en  divisant, 

(IV) ,    sin<2  =  tang  a  cos  ^ cos  C, 

tang  6'  _  cos«  C 
^   ' tangc'      cos*Ä' 

Ainsi  P  le  sinos  de  Tarc  perpendiculaire  abaiss^  du  sommet 
de  l'angle  droit  sar  ThypotäDose  est  ögal  a  la  tangente  de  l'hy- 
pot^nuse,  moitipli^  par  le  prodait  des  cosinos  des  angles  ad- 
jacents; 

2^  les  tangentes  des  deux  segments  de  l'hypot^nuse  sont 
proportionnelles  aux  carrös  des  cosinus  des  angles  adjacents. 
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X¥II. 

Ueber  das  Zaruckbleiboo  der  Alten  in  den 
.  Natarwissenschaften. 

ßectorsrede 

gehalten  von 
Carl   von   LH  Irotv. 

(Zweiter  Abdruck») 


Es  macht  dem  Unterzeichneten  ganz  besondere  Freude  und  dereclbe 
erkennt  es  mit  besonderem  Danke,  das«  ihm  gütin^st  ertaubt  worden  ist, 
diese  treffliche,  überaus  lehrreiche,  namentlich  in  historisch -natur* 
wissenschaftlicher  vorzuglich  astronomisclier  RnckBi<:ht  sehr  interessante 
Rede  in  dem  Archiv  abdrucken  und  dessen  Lesern  mittheilen  «—  auf 
diese  Weise  überhaupt  in  dem  Archive  aufbehalten  -«-  zu  dirfen. 
Möchten  doch  alle  Jünger  der  Wissenschaft,  besonders  auch  alle  die, 
welche  zu  Lehrern  der  mnthemaCischen  und  naturwissenschaftlichen  Dis* 
ciplinen  sich  ausbilden  wollen,  die  dem  Unterzeichneten  —  nach  sehr  bald 
fünfzigjähriger  Erfahrung  im  Lehrfache  —  wie  aus  dem  Herzen  ge* 
schriebenen  Schlussworte  dieser  srhönen  Rede  sich  rerht  zu  Herzen 
nehmen!  G. 


Ich  bin  der  hoffentlich  nicht  irrigen  Meinung,  dass  die  Feier- 
lichkeit, mit  welcher  bei  uns  der  Rector  in  sein  Amt  eingesetst 
mrd,  hauptsächlich  den  Studirenden  gilt.  Nur  so  kann  ich  mir 
den  Gebrauch  erklären«  dass  dem  neu  Installirten  einerseits  die 
unerquickliche  Aufgabe  wird,  seine  eigene  Biographie  anzuhoreo; 
dass  ihm  andererseits  ein  Vortrag  obliegt«  der  keinen  andern 
Zweck  haben  kann«  als  den  Standpunkt  zu  kennzeichnen«  welchen 
er  in  Wissenschaft  und  Lehre  einnimmt.  Die  Collegen«  welche 
ihn  gewählt«  mflssen  selbst  am  Besten  wissen«  woran  sie  mit  ihm 
sind«   während  die  Studirenden«  namentlich  bei  gewissen,  durch 
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deo  Rector  zu  vertreteodeii  Doctrinen«  ivie  z.  B.  bei  der  meio^n, 
zu  solcher  Kenntoiss  des  NeugeHühlteii  oft  nur  spärliche  Gelef^en- 
heit  babeu.  Deniiiacb  richte  ich  meine  heutigen  Worte,  vor  Allen 
an  Sie»  meine  jungen  Freunde. 

Derjenige  Theil  des  Alterthums,  dem  der  Beiname  des  „das- 
sischen'*  von  jeher  willig  und  unbestritten  zugestanden  wurde, 
verdankt  dieses  ehrenvolle  Epithet  bekanntlich  seiner  Meister- 
schaft in  der  Behandlung  der  Form.  Wenn  uir  unsere  Vorfahren 
auf  dem  Felde  der  Cultur  in  dieser  Beziehung  als  unerreichte 
Muster  betrachten  müssen,  so  können  wir  hingegen  behaupten,  in 
der  Erforschung  und  Dienstbarmachung  des  Stoffes  einen  eben 
so  grossen,  wenn  nicht  grösseren  Vorsprung  über  das  Alterthum 
gewonnen  zu  haben.  Es  ist  eben  der  zum  Vortbeile  der  Mensch- 
heit nie  ganz  erlöschende  Streit  zwischen  Realismus  und  Idealis- 
mus, dem  wir  auch  hier  begegnen.  Dass  und  warum  wir  beinahe 
auf  allen  Gebieten  der  Kunst,  das  Wort  in  seiner  weitesten  Be- 
deutung genommen.  Im  Ganzen  als  klägliche  Epigonen  gelten, 
ist,  glaube  ich,  weit  altgemeiner  anerkannt,  als  wir  uns  des  Grundes 
unserer  Ueberlegenheit  in  exacteo  Disciplinen  bewusst  sind. 
Schiller,  der  ohne  philosophische  Tiefe  der  Dichterfürst  nicht 
gewesen  wäre,  der  er  war,  findet  den  Realisten  durch  „uüchtenien 
Beobachtungs",  den  Idealisten  durch  „unruhigen  Speculations- 
geist*'  charakterisirt.  „Massen  wir  uns  an",  sagt  er,  „mit  unserer 
blossen  Vernunft  Etwas  über  das  äussere  Dasein  der  Dinge  aus- 
machen zu  wollen,  so  treiben  wir  ein  leeres  Spiel.*'  So  sehr  uns 
diese  Ansichten  sofort  einleuchten,  so  müssen  wir  doch  bei  näherer 
Ueberleguog  bedenken,  dass  damit  dem  idealistischen  Alterthume 
nicht  bloss  Speculationsgeist  in  einseitigem  Uebermasse  zuge- 
schrieben^ sondern  offenbar  auch  die  Gabe  correcter  Beobachtung 
abgesprochen  wird.  Die  volle  Richtigkeit  jenes  unmittelbaren  wie 
dieses  abgeleiteten  Sinnes  von  Schillers  Worten  lässt  sich  auf 
astronomischem  Boden  vielleicht  klarer  darlegen  als  in  irgend 
einem  anderen  F^che. 

Alle  Welt  weiss  von  dem  schönen  Himmel  der  Stätten  früherer 
Civllisation :  Italiens,  Griechenlands,  Spaniens  und  vollends  Egyp- 
tens  und  Arabiens.  Die  Reinheit  der  Luft,  deren  sich  diese 
Länder  von  jeher  erfreuten,  geht  schon  aus  der  Wichtigkeit  her- 
vor, welche  die  Alten  der  Keniitniss  von  den  Auf-  und  Unter- 
gängen gewisser  Gestirne  beilegten.  In  unseren  Gegenden  hätte 
die  Sternkunde  solche  Richtung  schon  deshalb  nicht  nehmen  kön- 
nen, weil  wir  die  Gestirne  äusserst  selten  auch  nur  nahe  am,  ge- 
schweige denn  im  Horizonte  sehen,  der  Dünste  wegen,  die  bei 
uns  fast  beständig  den  Gesicbtskrei«  umlagern.  Aus  demselben 
Theil  LI.  8 
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Crronde  tifttten  wir  un»  ohne  da«  Fernrohr  von  den  Bewegungen 
de«  in  ansereu  Breiten  eo  8chi%er  sichtbaren  Planeten  Mercnr  nie 
die  verhättnissrnfiesig  genaue  Konde  Terecbafft,  die  za  eammeln 
den  Alten  gelang.  Wir  Mitteieuropäer  dürften  öberbavpt,  was  die 
häufige  Trfibang  unseres  Uininiels  betrifft,  den  Kinimeriern  der 
Alten«  am  Asow'schen  Meere,  leicht  den  Rang  streitig  machen. 
Man  sollte  also  denken,  was  jene  Vorfahren  uns  vom  gestirnten 
Himmel  überlieferten,  nifisse  grusstentheils  för  uns  Unsichtbares 
enthalten,  weit  reichhaltiger  sein  als  was  etwa  der  Art  durch  uns 
später  zu  Stande  kam.  Wir  roflssen  da  um  so  mehr  uns  kaum 
Erreichbarem  entgegensehen,  als  die  heutige  Eintheilung  des  nord- 
lichen Himmels  in  ISternbllder  der  Hauptsache  nach  schon  vor 
wenigstens  zweitausend  Jahren  vorhanden  war«  also  schon  da- 
mals, wie  wohl  von  vornherein  anzunehmen,  das  Firmament  einen 
Gegenstand  aufmerksamer  Betrachtung  bildete«  als  ferner  bereits 
Uipparch,  etwa  130  Jahre  vor  Christus,  an  die  Entwerfung 
eines  vollständigen  Verzeichnisses  sämmtlicher  Fixsterne  ging  und 
Claudius  Ptoleniäus  dritthalb  Jahrhunderte  später  die  Arbeit 
von  Neuem  vornahm.  Nun  führt  der  Almagest,  wie  das  astrono- 
mische Lehrgebäude  des  Ptolemäus  von  den  Arabern,  die  es 
une  erhielten«  genannt  wird«  im  Ganzen  1028  Sterne  auf  und  wenn 
wir  auch  nach  einer  Bemerkung  von  PI  in  ins  d.  Aelt,  der  von 
1600  beobachteten  Sternen  spricht«  mit  geringer  Wahrscheinlich- 
keit  annehmen  wollten«  dass  uns  im  Almagest  nicht  die  vollstän- 
digen Arbeiten  von  Hipparch  und  Ptolemäus  bewahrt  seien, 
so  bleibt  doch  auch  die  zweite  Zahl  weit  unter  unserer  Erwar- 
tung;  denn  Argelander  hat  in  Bonn  3256  mit  freiem  Auge 
sichtbare  Gestirne  auf  seine  Karten  gebracht«  und  Heis«  ein 
freilich  abnormes  Auge«  das  die  Sterne  ohne  Strahlen  als  Punkte 
sieht«  in  Munster  diese  Zahl  noch  um  etwa  2000  vermehrt.  Die 
Alten  verzeichneten  also  im  besten  Falle  und  ganz  abgesehen  von 
den  nicht  weniger  als  zwanzig  Graden,  um  die  etwa  Alezandrien 
mehr  von  der  Uimnielssphäre  wahrnimmt  als  Deutschland,  kaum 
die  Hälfte  der  Sterne,  die  sie  sehen  konnten!  Noch  deutlicher 
wird  die  Mangelhaftigkeit  ihrer  Beobachtung  daraus  ersichtlich, 
dass  sie  z.B.  474  Sterne  vierter,  hingegen  nur  271  fänfter,  end- 
lich gar  blos  49  sechster  Grösse  auliabren,  wählend  bekanntlich 
die  Anzahl  der  Sterne  nach  Griissenclassvn  so  rasch  stMgt,  dass 
jede  Classe  immer  weit  mehr  Sterne  enthält  als  alle  vorhergehen- 
den Classen  zusammen  genommen.  Mit  freiem  Auge  in  unsern 
Breiten  sichtbare  Nebelflecke  und  Sternhaufen  tlihrt  Argelander 
neunzehn  auf,  währeud  Hipparch  deren  nur  zwei,  Ptolemäus 
ffinf  erwähnt,  und  beide  selbst  so  auffallende  Gegenstände  wie 
die   Nebel    im  Orion    und    in    der   Andfomeda   übergehen.      Und 
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solche  lückenhafte  Kenntni««  de«  vor  Jedermann  offen  daliegenden 
Himmel«  erhielt  sich  bis  lang  nach  Erfindung  de«  Fernrohre«  Ober 
anderthalb  Jahrtausende!  Von  allen  Aatrognosten  des  Alterthams 
macht  nur  der  Perser  Abdalrahman-Al-Süfi  im  zehnten  Jahr- 
hunderte eine  rfihniliche  Ausnahme,  ohne  aber  bei  Zeitgenossen 
und  Nachfolgern  mit  seinem  Streben  nach  Ergänzungen  irgend 
IVacheiferung  zu  wecken. 

Aebnilches  wäre  vom  sudlichen  Himmel  zn  sagen.  Es  fehlte 
den  Alten,  namentlich  aber  den  Arabern  gewiss  nicht  an  Gelegen- 
heit, auch  dessen  Sternbilder  wenigstens  grossentheils  kennen  zu 
lernen,  und  doch  verzeichnet  der  Almagest  nur  eben  einige  der 
aller grossten  Sterne  der  antarktischen  Hemisphäre.  Seit  Bartho- 
lomäus Diaz  trat  für  die  Europäer  das  Bedurfniss  ein,  auf  See- 
fahrten ihre  Ort^sbestiromungen  an  sudliche  Constellationen  zu 
knöpfen,  und  doch  wird  erst  durch  Theodor  von  Emden  zu 
Anfang  des  siebzehnten  Jahrhunderts  eine  regelmässige  Einthei- 
Inng  in  Sternbilder  auch  jener  Gegenden  des  Himmels  eingeführt, 
während  es  Sir  John  Uerschel  vorbehalten  blieb,  erst  in  der 
neuesten  Zeit  eine  Menge  bis  dahin  schwankender  Begriffe  Ober 
die  südlichen  Gestirne  festzustellen. 

Solches  Zurückbleiben  im  Erforschen  eines  Gegenstandes,  fflr 
den  die  Alten  gewiss  wenigstens  ebenso  lebhaftes  Interesse  wie 
wir  hesassen,  einfach  aus  eitel  Oberflächlichkeit  zu  erklären,  geht 
einer  Vorzeit  gegenOber  nicht  an,  die  durch  Beharrlichkeit  und 
sorgßlltige  Ausführung  in  andern  Beziehungen  unsere  volle  Be* 
wunderung  in  Anspruch  nimmt.  Dass  es  vielmehr  nur  ihren 
Sinnen  an  der  Schule  fdr  solche  Thätigkeit  gebrach,  dass  sie  als 
Naturforscher  zu  sehen  noch  nicht  gelernt  hatten,  so  feinffiblig 
sie  auch  als  Künstler  waren,  wird  uns  die  Geschichte  der  Er- 
kenntniss  einzelner  himmlischer  Objecte  besser  lehren  als  die 
ehen  gegebene  Cebersicbt  des  ganzen  Firmamentes. 

Die  auch  dem  Nichtastronomen  wohlbekannte,  im  Herbste 
unseren  5stlichen  Abendhimmel  schmückende  Sterngruppe  der 
Gluckhenne  oder  der  PIejaden  ist  ein  gutes  Beispiel,  um  zu  zei* 
gen,  dass  es  beim  Wahrnehmen  von  Sternen  nicht  btos  auf  reinen 
Himmel  und  gute  Augen  ankomme.  In  dem  um  das  Jahr  4>70  vor 
Christus  geschriebenen  Lehrgedichte  des  Aratus,  das  nns  die 
ersten  sichern  Nachrichten  von  der  Himmelskuude  der  Griechen 
bringt,  heisst  es,  dass  man  die  PIejaden  inrdnogoi  „die  in  sieben 
Bahnen  wandelnden"  nenne,  ob  man  gleich  nur  sechs  Sterne  sehe. 
Nahe  dreihundert  Jahre  später  sagt  Ovid : 

* 
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f,Quae  iepiem  dici^  sex  tarnen  esse  iolenV* 

während  Hipparch  in  seiner  Kritik  de»  Aratus,  etwa  150  Jahre 
vor  Ovid^  ausdrucldich  bemerkt«  dass  man  in  heitern  Nächten 
ohne  Mondschein  wirklich  sieben  Sterne  ausnehme.  Nun  lebte 
A  rat  US  in  Macedonien«  Ovid  schrieb  seinen  Festkalender  wahr- 
scheinlich in  Rom  und  feilte  denselben  in  seiner  Verbannung  an 
den  sudlichen  Küsten  des  Schwarzen  Meeres  aus;  beide  hatten 
also  sehr  schonen  Himmel  über  sich.  Darin,  dass  Hipparch 
noch  einige  Breitengrade  sudlicher «  zu  Rhodus  arbeitete,  kann 
der  Grund  seiner  vollständigeren  Wahrnehmung  nicht  gesacht 
werden,  immerhin  aber  ist  diese  Verschiedenheit  der  Auffassung 
um  so  überraschender»  als  sie  eines  derjenigen  Gestirne  betrifft, 
welche  nach  der  Nautik  der  Alten  für  die  Schiffer  damals  von 
grosser  Wichtigkeit  waren  und  von  ihnen  stets  beobachtet  wurden. 
In  der  That  entging  den  damaligen  Sternkundigen  jener  Umstand 
nicht,  aber  sie  suchten  Jahrhunderte  lang  den  siebenten  Stern 
umsonst  und  kamen  endlich  auf  allerhand  sonderbare  Erklärungen 
seines  vermeintlichen  Verschwindens,  wovon  eine  besonders  merk- 
würdig ist.  Sie  meinten  nämlich  u.  A.,  jener  siebente  Stern  habe 
sich  zum  mittleren  Sterne  im  Schweife  des  Grossen  Bären,  den 
die  Araber  Mizar  nennen,  geschlichen  und  sei  das  jetzt  unter 
dem  Namen  des  Reiterleins  allgemein  bekannte  dem  Mizar  nabe- 
stehende Sternchen.  Die  Schollen  zu  Homer  hängen  noch 
dieser  Idee  vom  Verschwinden  des  siebenten  Sternes  an.  Im 
J3.  Jahrhunderte  erst  stossen  wir  bei  dem  Perser  Kazwioi,  der 
die  Nachricht  wahrscheinlich  von  Süfi  hat,  auf  eine  richtige  Be- 
schreibung der  PIejaden:  „es  sind  sechs  Sterne,  zwischen  denen 
eine  Menge  dunkler  (d.  h.  lichtschwacher)  stehen'%  sagt  er,  ohne 
aber  damit  bei  spätem  Sternkundigen  irgend  Beachtung  zu  finden. 
Ebenso  verballt  selbst  die  Beobachtung  eines  Mannes  wie  Maest- 
lin,  Keplers  Lehrer,  der  vierzehn  Sterne  der  Gluckhenne  unter- 
schied. Das  Fernrohr  musste  erfunden  werden,  bis  Sir  Christo- 
pher Hey  den  als  Probe  des  neuen  Instrumentes  im  Jahre  1610 
schreiben  konnte:  „ich  sehe  in  meinem  Perspicille  elf  Sterne  in 
den  Plejaden,  während  kein  Zeitalter  deren  mehr  als  sieben 
kennt.'*  —  Und  heute?  Nun  Personen,  die  mit  freiem  Auge  an 
unserem  nordischen  Himmel  dieselben  elf  Sterne  wahrnehmen,  ge- 
hören nichts  weniger  als  zu  den  Seltenheiten,  ja  mir  sind,  nicht 
etwa  Astronomen  von  Profession,  sondern  Laien  bekannt,  die 
vierzehn  bis  sechzehn  Sterne  in  und  bei  der  Gluckhenne  er- 
kennen. Aber  —  wir  sind  Abkömmlinge  von^Generationeu,  die 
von  Jugend  auf  gelehrt  wurden,  ihre  Organe  zu  äusserster  Auf- 
merksamkeit zu  spannen,  sich  auch  des  leisesten  Sinueneindruckes 
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bewu8«t  zu  werden;  unsere  Augen  sind  geschult  und  werden  in 
jenem  besondern  Falle  der  PIejaden  ron  den  heilern  Sternen  we- 
niger geblendet  als  auf  die  Nachtbargestirne  geleitet,  wie  denn  in 
der  Tbat  mehr  als  die  Hälfte  jener  sechzehn  Sterne  weit  unter 
der  Grosse  steht,  die  man  gewöhnlich  als  Grenze  der  Sehkraft 
des  unbewaffneten  Auges  annimmt;  —  wir  haben  beobachten,  wir 
haben  die  günstigsten  Umstände  wählen,  eigentlich  heitern  Himmel 
unterscheiden  gelernt,  wir  wissen,  dass  wir  kleine  Sterne  neben 
hellen  im  Zwielichte  weit  eher  ausnehmen  als  in  tiefer  Nacht,  da 
der  Glanz  der  grossem  Sterne  jene  verdunkelt.  Hipparch  hat 
Unrecht,  wenn  er  den  Mondschein  als  in  dieser  Hinsicht  geradezu 
hindernd  ansieht:  scharfe  Augen  haben  in  meiner  Gegenwart  bei 
hell  strahlendem  Vollmonde  bis  fflufzefan  Sterne  in  den  PIejaden 
gezählt. 

Es  knüpft  sich  übrigens  an  dieses  lehrreiche  Beispiel  noch 
eine  andere  nicht  uninteressante  Bemerkung.  Dass  man  in  dem 
Reiterlein,  dem  Alcor  der  Araber,  den  angeblich  verschwundenen 
siebenten  Stern  der  PIejaden  vermutbete,  zeigt  nämlich  weiter» 
dass  Alcor,  obschon  ein  Stern  fünfter  Grosse  und  mit  Leichtig- 
keit auszunehmen,  von  den  früheren  Astrognosten  nicht  aufgeführt 
war,  da  er  sonst  um  den  Anfang  unserer  Zeitrechnung  nicht  als 
neues  Gestirn  hätte  gelten  kOnnen,  das  man  gleichsam  erst  zu 
registriren  hatte.  Und  wirklich  nennen  die  arabischen  Astronomen 
diesen  Stern  tausend  Jahre  später  „den  Vergessenen*'  offenbar, 
well  früher  dessen  nicht  erwähnt  wurde. 

Ein  ähnliches  Beispiel  bietet  der  Stern  o  im  Steinbocke,  den 
die  Menschheit  auch  einige  Jahrtausende  beschauen  musste»  bis 
sie  bemerkte,  was  jedes  Kind,  darauf  aufmerksam  gemacht,  sieht, 
nämlich  dass  hier  zwei  Sterne  (der  eine  dritter,  der  andere  vierter 
Grosse)  so  nahe  bei  einander  stehen,  dass  sie  einem  allerdings 
flüchtigen  Blicke  in  einen  Stern  verschwimmen.  Wieder  erst 
bei  den  Arabern  finden  wir  dieses  Umstandes  gedacht.  Aber 
auch  das  genügte  wieder  nicht,  um  jene  Beschaffenheit  von  a 
Capricorni  allgemein  bekannt  zu  machen:  Ulugh  Beigh  im  15« 
Jahrhunderte,  so  wie  Tycho  Brahe  zu  Anfang  des  17.  Jahr- 
hunderts nehmen  bei  ihren  berühmten  Sternkatalogen  keine  Notiz 
davon  und  erst  ein  Säculuni  später  führt  Hevel  in  seinem  Ver- 
zeichnisse den  Nebenstern  förmlich  auf,  wie  denn  allerdings  diesem 
Astronomen,  der  bereits  über  das  Fernrohr  verfügte,  jene  Dupli- 
citSt  nicht  mehr  entgehen  konnte. 

Wie  auch  in  anderen  Fällen  die  idealistische  Gedankennch- 
taog   de#   Alten,    die  zuletzt   in    peripatetischen    Anschaoangeu 
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gipfelte,  bis  beinahe  In  unaere  Tage  von  einfacher  aber  richtiger 
AufTaasung  der  8innenwelt  ablenkte,  mögen  noch  ein  paar  von  &en 
unzähligeii  Beispielen,  die  eich  hier  anfahren  lieasen,  zeigen. 

Die  erstaunlichen  Portschritte  in  beobachtender  Astronomie 
während  der  beiden  letzten  Jahrhunderte  beruhen  grossentheils 
auf  dem  gificküchen  Zufalle,  der  unserer  HemictphSre  einen  bellen 
Polarstern  zur  Verfügung  stellte.  Eine  Menge  von  Untersuchungen 
iSset  sich  nur  an  solchen  dem  Pole  nahen  Sternen  und  selbstver- 
ständlich uro  so  leichter  auch  mit  kleinem  Instrumenten  ausföhren, 
je  grösser  der  betreffende  Stern  ist.  Die  Wichtigkeit  dieses  Ge- 
stirnes drängte  sich  auch  den  Alten  auf,  namentlich  für  die  Pro* 
fung  des  Kompasses.  Dessenungeachtet  war  selbst  Columbos 
mit  sich  noch  nicht  im  Reinen  darüber,  ob  der  Stern  genau  im, 
oder  nur  nahe  am  Nordpole  stehe,  wobei  wohl  zu  beachten,  dass 
zn  seiner  Zeit  der  Abstand  des  Polaris  vom  Pole  fiber  drei  Grade, 
d.  h.  beiläufig  sechs  Vollmondbreiten  betrug,  also  auch  seinen 
Beobachtungsmitteln  durchaus  nicht  entgehen  konnte.  „Es  scheint'*, 
sagt  er  sehr  vorsichtig,  „dass  der  Polarstern  sich  wie  die  andern 
Sterne  (um  den  Pol)  bewege.'' 

Muss  es  ferner  nicht  unser  Erstaunen  erregen,  dass  die 
Menschen  Jahrtausende  lang  an  dem  so  häufigen  und  namentlich 
in  sädlicheren  Breiten  so  aufßilligen  Zodiakaltichte  vorüberge* 
gangen  sind,  ohne  es  der  Envähnung  werth  zu  finden,  oder  besser 
filr  jenes  Zeitalter  der  Chroniken:  ohne  es  zu  sehen,  bis  Cbil- 
drey  um  Hie  Mitte  des  17*  Jahrhunderts  es  —  entdeckte,  wenn 
man  da  noch  von  Entdeckungen  sprechen  kann?  Auch  darüber 
dürfen  wir  uns  billig  wundern,  dass  die  älteste  genauere  Erwäh- 
nung der  merkwürdigen,  mit  freiem  Auge  sehr  wohl  sichtbaren 
Erscheinungen  an  total  verfinsterter  Sonne  erst  vom  Jahre  1706, 
somit  aus  einer  Zelt  datirt,  da  das  Fernrohr  bereits  seit  100 
Jahren  erfunden  war. 

Es  fehlte  den  Alten  also  in  der  That  selbst  an  der  primitiv* 
sten  Beobachtungsgabe.  Das  klare  Bewusstwerden  und  treue 
Wiedergeben  dessen,  was  uns  die  Sinne  zeigen,  ist  ein  Vorrecht 
unserer  Tage.  —  Und  der  unruhige  Speculationsgeist,  dessen 
Schiller  die  Alten  zeihtt 

Lassen  sie  mich  auch  da  Gedanken,  zu  denen  wir  Alle  viel- 
leicht schon  oft  veranlasst  waren,  durch  ein  astronomisches  Bei- 
spiel frisch  in's  Gedächtniss  rufen.  Plutarch's  Dialog  „über 
das  in  der  Mondscheibe  erscheinende  Gesicht''  galt  stets  für  den 
Inbegriff  alles  dessen,  was  man   bis  zn  jener  Zeit  Über   onsern 
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Sfttelliton  gedacht  qnd  erdacht  hatte.  Stimmt  uns  Kinder  der 
Neaseit  nicht  schon  das  Thema  sttr  Heiterkeit?  Das  Geiüicht  des 
Mendes!  Heote  viecict  es  nar  die  satyriscbe  Ader  bei  Dichtern 
und  Kunstlern:  damals  bildete  es  den  Ausgangspunkt  tiefsinniger 
Betrachtungen  die  man  ausgezeichneten  Philosophen  und  Mathe- 
matikern jener  Zeit  in  den  Mund  legen  durfte.  Da  wird  zuerst 
alleo  Ernstes  die  Ungereimtheit  der  Behauptung  nachgewiesen, 
dass  die  im  Monde  sich  zeigende  Gestalt  weiter  nichts  als  eine 
saf^llige  Eigenschaft  des  Gesichtssinnes  sei,  der  seiner  Schwache 
«i-e<;ett  dem  Glänze  weichen  niQsse.  Folgt  die  weitläufige  Wider- 
legung einer  andern  Ansicht,  das  Gesicht  des  Mondes  sei  <vne 
Spiegelung  unseres  Weltmeeres^  was  unter  Anderni  deshalb  nicht 
sein  k5nne,  weil  es  nur  ein  einziges  Weltmeer  gebe,  während, 
wenn  das  Gesicht  ^9i%  Mondes  ein  Bild  unseres  Oceaos  wäre, 
dieser  aus  mehreren,  durch  Erdengen  und  Festlande  von  einander 
getrennten  Tbeilen  besteben  roflsstei  Kommt  eine  dritte  eben- 
falls bekämpfte  Meinung  an  die  Reibe,  der  Mond  sei  eine  Mischung 
aus  der  gesammten  Luft  und  einem  sanften  Feuer  und  wie  zu* 
weilen  bei  völliger  Windstille  die  Oberfläche  der  Gewässer  sich 
kräuselt  (was  eben  noch  zu  beweisen  wäre),  so  nehme  auch  die 
Luft  manchmal  eine  schwärzliche  Farbe  an  und  daraus  erkläre 
sich  die  einem  Gesichte  ähnliche  Erscheinung.  Weiter  wird  die 
Hypothese  der  Stoiker,  der  Mond  sei  eine  Feuerkugel,  auf  deren 
Oberfläche  die  Luft  liege,  aus  dem  Grunde  zurückgewiesen,  weil 
der  Mond  dann  einer  Materie  bedurfte,  auf  der  er  ruhte  und  aus 
der  er  Nahrung  für  das  Feuer  nähme.  Die  Erde  werde,  hOren 
wir  bei  dieser  Gelegenheit,  nach  Piudar  ringsherum  von  diamant- 
fässigen  Pfeilern  gehalten,  während  sie,  nach  den  Stoikern,  keine 
StOtze  nöthig-habe»  da  sie  sich  in  dem  Mittelpunkte  des  Weltalls, 
nach  welchem  alle  Dinge  neigen,  ohnedies  befinde.  Die  letztere 
Meinung  wird  nicht  zugegeben,  weil  die  Erde,  die  doch  so  grosse 
Tiefen  und  Hoben  auf  ihrer  Oberfläche  hat,  dann  kugelförmig  ge- 
dacht werden  musste  und  es  folglich  Antipoden  gäbe,  die  sich 
wie  Eidechsen  an  die  Erde  klammern.  Zum  Uauptthema  zurück- 
kehrend, hebt  der  eine  Theilnehmer  an  diesen  Gesprächen  her* 
vor,  dass  wenn  man  auch  annehmen  wollte,  schwere  erdartige 
KGrper  verm5cl|ten  sich  nicht  am  Himmel  zu  bewegen,  daraus 
noch  nicht  folge,  dass  der  Mond  keine  Erde  sei,  sondern  nur, 
dass  er  sich  an  einem  Orte  befinde,  wo  er  seiner  Natur  nach  nicht 
hingehört.  Der  Mensch  z.  B.  habe  auch  die  schweren  erdartigen 
Theile  oben  am  Kopfe,  die  warmen  und  feoerartigen  tiefer;  von 
den  Zähnen  seien  einige  auf-,  andere  unterwärts  eingesetzt,  aber 
weder  diese  noch  jene  verhielten  sich  der  Natur  zuwider.  Der 
Mond,  der  zwischen  der  Sonne  und  der  Erde,  wie  die  Leber  oder 
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ein  anderes  zairtes  Eingevreide  zwischen  dem  Herzen  und  dem 
Magen  stehe ^  schicke  die  Wfihiie  aus  den  olieren  Regionen  za 
uns  herab  und  vertheile  dagegen  die  von  hier  aufsteigenden  Dflnste, 
nachdem  er  sie  durch  Kochen  gereinigt  und  verdünnt  hat,  uro  sich 
herum.  Der  Mond  als  Erde  sei  ein  prachtvoller  Kiirper,  als  Stern 
maehe  er  diesem  Namen  Schande;  denn  unter  allen  den  unzäh^ 
ligen  Himmelskörpern  sei  er  —  ich  citire  wörtlich  —  der  einzige, 
der  fremden  Lichtes  bedarf!  •—  Beim  Untergange  der  Sonne  werde 
diese  unserem  Blicke  durch  die  Erde,  bei  einer  Sonnenfinsteruiss 
hingegen  durch  den  Mond  entzogen.  Daher  komme  es,  dass  die 
Erde  ihrer  Grösse  wegen,  dio  Sonne  ganz  und  so  lang  als  eben 
die  Nacht  dauert,  bedecke,  während  der  Mond  die  Sonne  zu- 
weilen wohl  ganz  aber  nur  auf  kurze  Zeit  verberge.  Der  Mond 
sei  also  ein  Körper  wie  unsere  Erde,  und  da  er  nichts  Schlam- 
miges in  sich  fasse,  im  Gegentheile  des  reinsten  Uimmelslichtes 
göniesse,  nicht  mit  wüthendem,  sondern  mit  lieblichem  Feuer  er- 
ßillt  sei,  so  roSsse  er  die  reizendsten  Gefilde,  Flammen  gleicb 
leuchtende  Berge,  purpurne  Görtel  und  viel  Gold  und  Silber  ent- 
halten und  daher  rühre  —  das  Gesicht  auf  seiner  Scheibe.  Dem 
Einwurfe,  dass  die  Flecken  auf  dem  Monde  zu  gross  seien,  um 
so  erklärt  zu  werden,  begegnet  man  mit  dem  merkwfirdigen  Satze, 
dass  nur  die  Entfernung  des  Lichtes  vom  schattenwerfenden  Kör- 
per, nicht  aber  die  Grösse  i\e»  letztern  die  Schatten  gross  mache, 
und  wenn  der  Berg  Athos  einen  siebenhundert  Stadien  langen 
Schatten  werfe,  dies  nicht  von  dessen  Höhe,  sondern  voti  der 
grossen  Entfernung  der  Sonne  rühre.  Damit  nimmt  die  Discus- 
sion  eine  Wendung  zur  Frage  der  Bewohnbarkeit  des  Mondes 
und  der  Schicksale  unserer  Seele  nach  dem  Tode,  aus  der  ich 
schliesi«ricb  nur  noch  die  erfreuliche  Kunde  beibringen  will,  dass 
die  Frommen  und  Tugendhaften  auf  den  Mond  kommen  und  aus 
dem  Aether,  in  dem  sie  schweben,  eine  Spannung  und  Stärke 
bekommen,  für  die  schon  der  geringste  Duft  als  Nahrung  bio- 
reicht. — 

So  karg  diese  Auszüge  aus  dem  ziemlich  dickleibigen  Trac- 
tate  auch  sind,  so  mögen  sie  doch  als  Pröbchen  griechischer 
Astronomie  und  Physik  hinreichen.  Wo  ist  da  ein  irgend  ruhiges 
Auffassen  der  Thatsacben,  ein  richtiges  Erkennen  auch  nur  der 
elementarsten  Begriffe?  Aprioristisch  voreingenommen  hat  man 
über  die  Ursachen  der  Rrscheinungen  längst  entschieden,  bevor 
man  auch  nur  ernstlich  an  sie  herangetreten. 

Also  nicht  allein  darauf  was,  sondern  auch,  und  beinahe  noch 
mehr  darauf  wie  wir  sehen,  kommt  es  an,  darauf,  dass  wir  das 
Gesehene  zu  beurtheilen,    dass   wir  vor  Allem   das    Bedeutende 
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als  solches  za  erkennen  vrissen.  War  schon ,  ^ie  wir  an  obigen 
Beispielen  sahen,  das  naive  Sehen  anf  wissenscbafCitchem  de- 
biete  nicht  die  starke  Seite  der  AHen,  90  konnten  sie  sieh  auf 
diesem.  Felde  noch  viel  weniger  des  reflectirendeo  Sehens 
rtihmen.  Im  Gegensatse  zo  einem  weitverbreiteten  geflCIgelten 
Worte  Iftsst  sich  weniger  poetisch  aber  um  so  richtiger  sagen, 
die  Einfalt  kindlichen  Gemtlthes  bleibe  an  Unbedeutendem  hängen 
und  gehe  an  wirklich  Wichtigem  in  der  Regel  vorQber.  Die 
Sinne  liefern  2war  ursprünglich  das  Material,  den  hewussten  oder 
mittelbaren- Gruodbau  auch  zu  den  hehrsten  Gedankensystemen, 
können  aber  in  ihrer  weitern  Entwicklung  dem  Einflüsse  der  Bil* 
d4ing,  die  sie  erzeugten ,  sich  nicht  entziehen.  Waren  sie  ur- 
sprilnglich  unsere  Lehrer,  so  werden  sie  nun  vielfach  zu  Schfi- 
lern.  Sichten  und  Sehen  sind  unzertrennliche  Begriffe:  Sehen 
ohne  Sichten  ist  beinahe  ebensowenig  denkbar,  wie  Sichten  ohne 
Sehen.  Wir  bedürfen  des  Verstandes  zum  Sehen  fast  mehr  als 
scharfer  Augen,  wie  wir  zum  Gehen  rüstige  Beine  eher  missen 
können  als  eine  gesunde  Lunge.  Das  geschulte,  wenn  anch  ge- 
schwächte  Auge  nimmt  mehr  schwierig  Wahrnehmbares  aus,  als 
das  wohlerhaltene  aber  ungeübte  Organ.  Vom  Mikroskope  und 
vom  Fernrohre  gilt  in  dieser  Beziehung  Aehnliches  wie  vom  un» 
bewaffneten  Auge:  der  beutige  Naturforscher  sähe  auch  mit  den 
an  vollkommenen  Werkzeugen  seiner  Vorgänger  weit  mehr  als 
diese.  Wer  hat  nicht  die  Abhängigkeit  der  Sinne  vom  Verstände 
handertföltig  dadurch  erfahren,  dass  wenn  er  darauf  aus  ist  etwas 
Bestimmtes  wahrzunehmen,  sein  Auge  für  alles  Uebrige  beinahe 
föhilos  wild:  wer  rothe  Beeren  im  Garten  sucht,  wird  sich  der 
blauen,  die  daneben  stehen,  gar  nicht  bewasst 

Es  ist  ein  sinniges  Spiel  unserer  Sprache,  wenD  sie  den 
Scharfsinn,  mit  dem  epochemachende  Männer  der  Wissenschaft 
alltäglichen  Erscheinungen  bedeutungsvolle  Seiten  abzugewinnen 
verstehen,  „ Blick ^  nennt.  Ist  es  nicht  gleichsam  ein  höheres, 
nicht  blos  durch  Genialität,  sondern  auch  durch  umfassendes 
Wissen  gesteigertes  Sehvermögen,  wenn  ein  Gauss  durch  das 
Glitzern  der  Fenster  eines  Kirchthurms,  den  er  eben  im  Fern- 
rohre bat,  auf  seinen  Heliotrop  geführt  wird,  ohne  den  heut  zu 
Tage  keine  genaue  Triangulation  mehr  zu  denken  ist,  oder  ein 
Rittenhouse  in  den  niedlichen  Bildern  eines  verkehrt  vor  das 
Auge  gehaltenen  Fernrohres  das  seither  fiberall  angewandte  Mittel 
erkennt,  künstliche  Signale  zu  erzeugen,  die  sich  ganz  so  ver- 
halten, als  ständen  sie  in  unendlicher  Entfernung,  oder  ein 
Newton  das  tausend  und  aber  tausend  Mal  vor  ihm  als  Ergötz* 
lichkeit  begaffte  Spectrum  zur  Quelle  der  heutigen  Optik  macht? 
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Das  allseitige  plOtsliche  Anatfirmes  an  Irgend  einer  Wakr» 
heit,  dem  vrlr  ao  oft  in  der  Geachichle  der  Wlaaenacbaften  be» 
gegnen  und  daa  ea  anheilen  ach  wer  macht  an  entscheiden,  irem 
eigentlich  die  Ehre  der  neuen  Entdeckung  gebflhrt,  aelgl  eben, 
daas  die  allgemeine  Bildung  die  Dinge  gehörig  erfasat  hat  Ümb 
Menachengeachlecht  ist  einem  Reisenden  In  unbekannten  Lie- 
dern zu  verglt*icben.  Wie  dieser  um  so  reichere  Ausbeute  beim* 
bringt,  je  umfangreichere  Kenntnisse  ihm  su  Gebote  stehen,  die 
ihn  das  Neue  vom  Geivuhnlicheu  unterscheiden  lehren,  so  bedarf 
auch  die  Menscliheit  einer  langen  Schule,  um  au  verateben,  was 
um  sie  her  Wichtiges  vorgeht.  Man  moss  eben  anregbar  sein, 
um  angeregt  zu  werden. 

Seit  dem  vierten  Jahrhunderte  unserer  Zeitrechnung  wendet 
China  die  Magnetnadel  als  nautisches  Hulfsmittel  an  und  konnte 
ao  schon  damals  seine  Schifffahrt  nach  Indien  und  Ostafrika  aus- 
dehnen. Die  Araber  brachten  uns  im  achten  Jahrhunderte  mit 
^Indien,  die  Kreuzfahrer  im  zehnten  mit  dem  Orient  in  Verbin- 
dung, aber  der  Kompasa  fand  erst  im  zwölften  Jahrhunderte  Ein- 
gang in  Europa. 

Klingt  es  nicht  beinahe  unglaublich,  dass  man  daa  freihin- 
gende  Loth  als  Beobachtungsmittel  nicht  Aber  die  Periode,  da 
die  Araber  unsere  Lehrer  in  der  Sternkunde  waren,  zurfickver« 
folgen  kann,  ja  dass  es  erst  im  ffinfzehnten  Jahrhunderte  durch 
unsern  beröhroten  Landsmann  Georg  von  Peurb ach  allgemeine 
Aufnahme  fand? 

Wenn  Aniontons  zu  Anfang  des  vorigen  Jahrhundertea  einen 
optischen  Telegraphen  mit  vollem  Erfolge  apieien  lässt,  wenn 
Franklin  fünfzig  Jahre  später  den  Donner  entwaffnet  und  beide 
daffir  aogar  in  einer  Korperschaft  wie  die  Pariser  Akademie  mit 
achalen  Witzen  abgefertigt  werden,  wenn  ganze  Jahrtausende  zahl- 
lese AJirolltben  zur  Erde  fallen  sehen,  ohne  sieh  Irgend  au  ern- 
stem Machdenken  über  die  Natur  der  Meteore  aufgefordert  ao 
filhlen,  so  ist  das  dieselbe  Harthörigkeit  Zur  Neues,  die  das  Men- 
sehengescblecbt  an  den  goldenen  Lehren  eines  lioger  Baco 
oder  eines  Leonardo  da  Vinci  unaufmerksam  vorbeigehen  liesa. 
Beide  standen  als  inductive  Philosophen  weit  höher  als  des  eratern 
Namensvetter  Francis,  aber  diesem  waren  Zeitgenossen  beschie- 
den, die  durch  Köpern icus,  Galilei,  Kepler  u.  s.  w.  gross- 
anige  Erfolge  jenes  Prinzipes  kennen  gelernt  hatten,  das  Francis 
Bacon  nun  nur  eben  zu  formuliren  hatte,  um  es  zu  allgemeinem 
Bewusstsein  au  bringen.  Einzelne  hervorragende  Männer  hatten 
selbst  lang  vor  Roger  Baco  den  richtigen    Weg  der  Naturfor- 
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scbaag  eioge«ehlagen.  Aach  dafOr  sei  ein  vielleicht  weniger  be- 
kannter Beleg  beigebracht.  Die  Sichtbariceit  der  Sicl^el  nach  dem 
NeaoBonde  hat  f&r  die  Juden  eine  rituelle  Bedeutung,  da  der 
kiffchliche  Anfang  ihrer  Monate  daron  ahhängt.  Ihr  grosser  Welt . 
weiser  ülairoonides  überliefert  .uns  im  zw5lften  Jahrhunderte 
das  Verfahren,  nach  welchem  sie  geraume  Zeit  hindurch  die  Mo- 
mente notirten,  da  die  Lunula  sich  dem  Auge  aeeigte  und  daraus 
eine  Formel  ableiteten,  mittelst  deren  man  je  nach  der  Stellung 
von  Sonne  und  Mond  die  Zeit  de»  Sichtbanverdens  der  Sichel 
berechnen  kann.  Das  ist  lndu<rtion  wie  sie  leibt  und  lebt,  aber 
die  Zeit  war  noch  lange  nicht  gekommen,  da  der  Boden  fOr  sol- 
chen Samen  eropftnglicb  wurde^  da  man  die  hohe  Bedeutung  jenes 
Verfahrens  Oberhaupt  erkannte. 

Seit  wenig  mehr  als  einem  Jahrhunderte  sind  wir  in  allen 
den  Beziehungen,  die  wir  eben  besprochen,  auf  gutem  Wege. 
Wir  haben  die  Leistungsfähigkeit  unserer  Organe  durch  immer- 
wfihrende  Schulung  derselben  ungemein  erhöht,  wir  haben  unsere 
Sinne  vor  den  Schleiern  bewahren  gelernt^  mit  denen  vorgefasste 
Philosopheme  sie  umhüllten,  wir  wissen  das  Glück  festzuhalten, 
das  uns  irgend  eine  wichtige  Beziehung  zur  Natur  in  die  Hände 
spielt,  vornehmtbuende  Zweifelsucht 9  von  der  Alezander  von 
Humboldt  so  richtig  sagt,  dass  sie  in  einzelnen  Fällen  fast  noch 
verderblicher  sei  als  unkritische  Leichtgläubigkeit,  weicht  wie 
diese  mehr  und  mehr  von  uns.  Aber  hüten  wir  uns  vor  dem 
Wahne,  das&  darin  unser  ganzes  Heil  liege.  „Der  gebildete 
Mensch  in  seiner  vollen  Wahrheit  ist  eben  mehr  als  jegliche  Vir- 
tuosität,   dauerhafter    als  jede    noch    so    gesteigerte  Specialität, 

segensreicher,  wirksamer  als  jede  besondere  Kraft Wer 

Quter  uns  die  zahlreichsten  Eigenschaften  harmonisch  in  sich  ver» 
bindet,  der  ist  ein  Führer  der  Menschen,  mag  er  in  der  Stärke 
der  einzelnen  Eigenschaften  noch  so  sehr  von  Andern  übertroffen 
werden.  Das  ist  der  Sieg  echter  Menschlichkeit,  echter  Bildung, 
welche  in  der  Person  wie  im  Staate  immer  nach  innerm  Gleich- 
gewichte trachtet.'*  Mit  diesem  schönen  Ausspruche  eines  ge- 
feierten Dichters  der  Gegenwart  komme  ich  zu  dem  Worte,  das 
ich  Ihnen  auf  Ihren  Lebeosweg  mitgeben  mochte.  Wenn  einerseits 
das  Princip  der  Arbeitstbeilung,  ohne  das  kein  eigentlicher  Fort- 
schritt der  Menschheit  denkbar  ist,  die  Leistungen  der  Einzelnen 
auf  verhältnissmässig  enge  Gebiete  beschränkt,  so  kann  anderer- 
seits nur  der  solche  Gebiete  richtig  wählen  und  tfichtig  ausbeuten, 
dem  es  nicht  an  Ueberblick  gebricht.  Es  gibt  keine  Wissenschaft, 
die  nicht  auch  eine  ästhetische  Seite  hätte,  kein  noch  so  formales 
Studium,    das    durch    reale   Grundlage    nicht    gefördert    würdQ« 
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Philologeo  und  Historiker  wollen  neuerlich  ihre  Disciplioen  unter 
die  inductiven  Fächer  gereiht  sehen;  der  Natorforscher  fiihlt  tfig- 
lieh  mehr,  dass  er  den  deductiven  Weg  vielleicht  länger  als  er 
gesollt  Ternachlässigt  hat»  und  die  Wissenschaft  aller  Wissen- 
schaften, die  Philosophie,  kann  sie  selbst  bestehen  ohne  grand- 
liche Kenntniss  des  Wesens  alier  übrigen  Doctrinen,  und  ist 
wieder  ohne  sie  eine  hohe  Stufe  geistiger  Entwicklung,  sei  es  in 
welcher  Richtung  immer,  denkbar?  Drängt  sie  sich  nicht  auch 
denen,  die  sich  schnöde  ?on  ihr  wenden,  unwillkfirlich  auf?  Bringt 
nicht  sie  allein  Klarheit  in  Reflexionen  über  die  Natur  des  er* 
wählten  Faches,  denen  zuletzt  kein  denkender  Kopf  entgeht? 

Halten  Sie  also  fest  daran.  Hurer  der  Hochschule  xar'  l^oj^v, 
nicht  Hörige  einer  Facuität  oder  gar  eines  Facultät^zweiges  zu 
sein.  Bleiben  Sie  treu  den  Grundsätzen  der  Vniversitas  literarum, 
vernachlässigen  Sie  fiber  den  Beruf  nicht  möglichst  allseitige  Bil- 
dung, lassen  Sie  das  strenge  Specialisiren  Ihrer  Thätigkeit  auf 
den  Zeitpunkt,  da  Sie  nicht  blos  zu  empfangen,  sondern  auch  zu 
geben,  zu  produciren  haben  werden.  Halten  Sie  die  Alten  hoch 
In  Altem,  wo  diese  unsere  Lehrer  waren  und  sind,  verschmähen 
Sie  nicht  die  jüngeren  Vorfahren  und  die  Zeitgenossen  überall 
da,  wo  man  nur  von  diesen  lernen  kann. 


XTIII. 

Uebungsaufgaben  für  Schiller. 


Von  Herrn  Franz  Unferdinger  in  Wien. 

1.    Es  ist  zu  zeigen,  dass  der  Ausdruck 

(a  +  6  +  c)(6  +  c-a)(a+c— 6)(a  +  A-c) 
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imverfiDdert  bleibt  in  seinem  Werth,  wenn  statt  a,  by  e  besie- 
hungsweise  gesetzt  wird: 

2.    Es  ist  die  Richtigkeit  der  folgeoden  Gleichungen  nachzu- 
weisen für  ein  ganzes  positives  n: 

2W+3(iy^^4(2/+-+i7+2(ii)  =  (n  +  l)(ii  +  2)' 
2(oy^3(lj  +  4(2y'~  •*M^(n)^(ii+l)(»  +  2)- 


Geometrisches  Sinnen -Confect  von  Paul  Haicken. 

(Bian  Tergl.  Tbl.  XLIX.  8.  287.,  wovon  die  folgenden  Aufgaben,  bei 
denen  ich  eine  ptrengere  Auswahl  absichtlich  nicht  getroffen  habe,  die  Fott- 
setEUDg  bilden.  Die  folgende  Aufgabe  Nr.  1.  ist  Nr.  416  bei  P.  H.  Figuren 
habe  ich  hier  nicht  beigefügt,  wml  Jeder  dieselben  leicht  für  sich  zu  erg&nien 
im  Stande  sein  wird.  Sollte  ich  dieselben  bei  weiteren  Mittheilungen  für  nöthig 
halten,  so  werde  ich  sie  beifftgen.).  0. 

1.  Wie  die  recht  winckelten  Triangul,  von  rational  Selten  in 
gantzen  Zahlen  zu  finden. 

2.  Triangula  obliquangula»  schraatwinckeite  Triangul  zu  fin* 
den,  deren  Seiten  und  Perpendicolar^Linien  rational-Zahlen  seyn. 

3.  Man  begehret  einen  Scalenischen  Triangul  in  rationalen 
zu  suchen,  das  die  Saninta  der  drey  Seiten  3  mahl  so  viel  sey, 
als  die  Perpendicular-Linie.  Pac.  125.  136.  Bas.  99.  Perp.  120. 
Oder  1K3.  212.     Basis  145.    Perpend.  180.    Und  unzählige  mehr. 

4.  Es  is  ein  scalenischer  Triangul,  davon  thut  die  Basis  156. 
und  der  grOste  Schenckel  145.  Die  Summa  der  drey  Seiten  ist 
just  4  mahl  so  viel,  als  die  Perpendicular- Linie.    Ist  die  Frage 
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nach  d«m  kleinern  8cbencfcel>  und  der  Perpend.  Linie?  Facit  1 19. 
Perpend.  105. 

5.  Findet  einen  solchen  Triangul,  dase  die  Summa  der  drey 
Seiten  sey  eine  TrigonalZahl,  und  die  Perpendicular- Linie  der* 
selben  Radix.    Fac.  15.  28Vt*    Bas.  34</s.    Perpend.  12. 

6.  Einen  andern  Triangul  zu  finden»  dass  die  Summa  der 
drey  Seiten  sey  eine  Quadrat»  Zahl,  und  die  Perpendicular- Linie 
derselben  Radix.    Fac.  Vl%.  22%»    Bas.  VA^/^    Perp.  8. 

7.  Noch  findet  einen  Triangul ,  dass  die  Summa  der  drey 
Seiten  sey  eine  Cubic-Zahl,  und  die  Perpend.  Linie  derselben 
Radix.     Fac.  36V4   '^'^Vs-     Basis  107%.    Perpend.  6. 

8.  Von  einein  schratwinckelten  Triangul,  ist  die  Summa  der 
drey  Seiten  ein  Cubus,  und  die  PerpendicuJar-Linie  ein  Quadrat. 
Facit  19«/8.  24.^)    Basis  23.    Perpend.  16. 

9.  Von  dem  Triangul  13.  15.  Basis  14.  (but  die  Summa  der 
drey  Seiten  42.  und  die  Perpendicular- Linie  12.  Einen  andern 
Triangul  zu  finden,  davon  die  Summa  der  drey  Seiten  auch  sey 
42.  und  die  Perpend.  Linie  12.  Facit  lOVe-  i2*/io.  Basis  i37i5. 
Und  viel  andere  mehr, 

10.  Es  ist  ein  recbtivinckelter  Triangul  davon  tbut  die  Summa 
der  drey  Seiten  176.  und  wann  man  3ie  Summa  der  beiden  Seiten 
B  und  C.  mit  ihrer  Differents  multipl.  und  zum  Product  die  Seite 
H  addiret,  so  kommen  794.  Wieviel  hält  jede  Seite?  Facit  i?55. 
C4&    ^73. 

11.  Es  ist  ein  rechtmnckelter  Triangul  AßC^  aus  dem  recht- 
winckel  A  ist  gezogen  die  Perpendicular- Li  nie  AD,  thut  demnach 
die  Seite  AB  and  das  Stfick  der  zertheilten  Baseos  BD  zu- 
sammen 200.  und  die  Seite  AC  und  CD  thut  480.  Ist  die  Frage 
nach  den  dreyen  Seiten  dieses  Trianguls.  Fac.  Aß  136.  ^C255. 
und  BC  289. 


*)  Dicte  Zahl  ist  nicht  geoan  tu  erkennen,    ▼ielieiclil   ist   sie  nicht 
gaas  richtig.  G. 

(Fortsetauog  folgt  sp&tcr.) 
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XIX. 

Rf  i  g  c  e  I  I  e  n. 


Schreiben  des  Herrn  Franz  Unferdinger  in  Wien  an 

den  Heraaageber  über  das  grösste  in  eine  Ellipse  zu  be* 

schreibende  Dreieck  und  das  grösste  in  ein  dreiaxiges  Ellip- 

aoid  EU  beschreibende  Tetraeder. 

Im  XXX.  Theil  (Nr.  II.  8. 1 1.)  Ihres  geschStzten  Archivs  haben  Sie 
•ine  interessante  Construction  des  grossten  einer  Eilipfle  eingeschrie- 
benen Dreieckes  mitgetheilt  *) ,  aus  welcher  hervorgeht,  dass  es 
onendlich  viele  solche  gleich  grosse  Dreiecke  gibt,  deren  Seiten  su 
den  Tangenten  der  gegenßherlie^enden  Ecken  parallel  sind  und 
deren  gemeinschaftlicher  Schwerpunkt  der  Mittelpunkt  fler  Ellipse 
ist.  Ich  erlaube  mir  die  weitere  Folgerung  anzuschliessen ,  dass 
die  Seiten  dieser  Dreiecke  die  umhüllenden  Tangenten 
einer  zweiten  concentriscben  und  gleichliegenden  El- 
lipse sind,  mit  den  IJalbaxen  ^a,  ib,  und  dass  auch  die 
▼  on  den  Seiten  auf  der  ersten  Ellipse  erzeugten  Seg- 
mente gleiche  Fläche  haben. 

Ihre  Untersuchung  hat  später  Professor  Spitzer  veranlasst 
zor  Losung  des  analogen  Problems  aber  das  grOsste  Tetraeder 
in  dreiazigen  Ellipsoid,  und  aus  seiner  im  XXXU.  Theil  (Nr. 
XVIII.  S.  194.)  des  Archivs  mitgetheilten  Darstellung  geht  hervor, 
dass  es  auch  unendlich  viele  solche  gleichgrosse  Tetraeder  gibt. 

In  neuerer  Zeit  hat  in  Schlomilch's  Zeitschrift  (14.  Jahr- 
gang, S.372)  ohne  der  vorhergehenden  Arbeiten  Erwäh- 
nung zu  thun  Professor  Grelle  das   letztere  Problem    wieder 

▼orgenommen     und    gezeigt,   dass    der    Inhalt    des    Tetraeders 
g 
^V3.a6c,    dass   die  Seitenflächen  jedes  grossten  Tetraeders  zu 


*)  Erweiterung  auf  Vielecke  überhaupt  s.  ThI.  XXX.  Nr.  X.  S.  81. 
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den  Berährungsebenen  der  Gegenecken  parallel  sind,  dass  der 
Mittelpunkt  des  Ellipsoldes  der  gemeiDschaftliche  Schwerpunkt 
aller  Tetraeder  ist,  and  dass  die  elliptischen  Kegel^  deren  Scheitel 
im  Schwerpunkt  liegt  und  deren  Basen  die  liHipsen  sind,  lo 
welchen  die  Seitenflächen  des  Tetraeders  das  Ellipsoid  schneiden, 

das  gleiche  Volumen  rrr  abcn  haben. 

Aus  den  a.  a«  O.  aufgestellten  Gleichungen,  kann  man  leicht 
die  weitere  Folgerung  ziehen,  dassdieSeiten  flächen  sämmt- 
lieber  Tetraeder  die  unihOllenden  Beruhrungsebeoen 
eines  zweiten  concentrischen  und  gleichliegenden 
Ellipsoides  sind,  mit  den  Halbaxen  ia,  ib,  ic,  und  die 
Berührungspunkte  sind  die  Schwerpunkte  der  Seiten- 
riächen. 

Mit  Anwendung  der  Resultate  meiner  Abhandlung  im  XXVIII. 
Tbeil  (Nr.  II.  S.  52.)  Ihres  Archivs  fiberzeugt  man  sieb  leicht, 
dass  auch  die  Segmente,  welche  die  Seitenflächen  vom 

ersten  Ellipsoid  abschneiden,  den  constanten  Inhalt  üj 
abcn  haben. 


Druckfehler  in  Sehrdn's  sicbciistelKgM  LogsrithMcu* 

Tafeln. 

Nr.  2».  Tnfel  IL  S.  399.  Oiff.  «wischon  log.  |aii|^.  92'>  3»'  10^  und 
80^  «tatt  468  li«i  464. 

Kr.  24.  Tafel  II.  S.  412.  log.  cotg.  34«'  47'  lO'^  statt  0,1682  28^  lie« 
0,   1682  2S5. 


Beriehtigniig, 

Thi.  XL1X.,  S.  481,  Z.  5,  7,  9,  ttatt  weAg  liet  ^arctg. 
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XX. 

Relation8  nouveiles  entre  les  tangentes,  normales,  sous- 

tangentes   et  soos- normales  des  coorbes  en   g^n^ral, 

avec  application  aox  lignes  du  second  degre. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor, 

Doctenr  hs  sciences 
Profcssenr   de    mathdmatiqnes    ii    Paris. 


1.  Dans  r^tude  des  coarbes^  on  a  Tbabitude  de  ne  consi- 
dtfrer  que  les  tangentes  et  les  normales  vers  Taxe  des  x,  c'est* 
a«dire  les  parties  de  ces  tangentes  qui  sont  comprises  entre  le 
point  de  contact  et  Taxe  des  or. 

De  nidme  oo  ne  consid^re  ordinairement  qae  les  sous- tan- 
gentes et  les  soas-normales  sur  Taxe  des  a, 

Souvent  m^me  certaines  coorbes  sont  caractöris^es  par  des 
conditions  particnlidres  auxquelles  se  trouvent  assujetties  ces 
longueors. 

Or  il  n'est  pas  moins  important  de  faire  entrer  dans  le  calcol 
les  droites  analogoes  par  rapport  k  Taxe  des  y. 

II  ejäaie  mdme  entre  ces  derni^res  droites  et  les  premieres 
des  relations  assez  remarquables ,  qai  peuvent  servir  k  slmpliOer 
les  caiculs,  et  qui,  en  outre,  conduisent  presque  iromödiatement  ä 
de  nouveiles  propriöt^s  des  courbes.  Souvent  on  n'aper^oit  pas 
de  suite  ces  propri^t^s>  et  on  ne  les  demontre  que  par  des  cal- 
culs  plus  ou  moins  longs. 

Dans  cet  ^crit,  nous  nous  proposons  d'^tablir  ces  relations 
et  d^en  faire  Tapplication  aux  courbes  du  second  degr^. 

Thca  LI.  9 
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S.  L    D^fiiiitioiis  et  NotatioüB. 

2.  Soient  OX,  OT  Ies  deux  azes  de  coordonoöea;  B  Tangle 
XOT  qo'ils  Goniprennent.  Coosidörohs  un  poiiit  quelconque  ilf 
d'uDe  courbe,  et  supposons  que  TMT'  soit  la  tangente>  et  JUNN' 
la  normale  en  ee  point. 


Nous  nommerons  tangente  vers  as  la  partie  MT  de  la 
tangente,  qai  eat  oomprise  entre  le  point  de  eontact  et  Taxe  des 
x;  tangente  vers  y  celle  lUT',  qui  est  comprise  entre  le  point 
de  coutact  et  Taxe  des  y. 

De  mdme,  nous  appellerons  normale  vers  x  la  partie  ilfiV 
de  la  normale,  qai  est  comprise  entre  le  point  de  eontact  et  Taxe 
des  x;  normale  vers  y  celle  MI9\  qui  est  comprise  entre  le 
point  de  eontact  et  Taxe  des  y. 

Pnis  nous  poserons 

MT^T,  jur^r,  Jurten,  mis'  =  N'. 

Menons  Ies  coordonn^s  MP,  MQ  du  point  Jf;  nous  donne- 
rons  Ies  noms  de  sous- tangentes  sur  x  ei  y  aux  distances 
Pr,  Q7\  et  Ies  noms  de  sous  -  normales  sur  x  et  y  aux 
distances  PNy  QN^;  nous  ferons  d'ailleurs 

PT=^t,    Qr  =  r,    PNszn,    eA'=n'. 

Quant  aux  distances  a  l'origine  des  poiots  T,  iV,  7^,  iV^  oü 
Ies  axes  sont  coup^s  par  la  tangente  et  la  normale,  neos  Ies  re- 
pr^senteroDs  par  Ies  lettres  grecques  et  nous  ferons 

OTsrr,    Orzst',    ONz^zv,    OIV  =  v'. 


\ 
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$.  U.    BelatioBB  Ind^peBdantes  de  Paiifle  des  axes  de  eoerdonn^eN. 

3.  Les  deux  syst^fnes  de  triapgles  semblabtes  MPT  et 
MQV^  MNP  et  MK'Q  nous  fournissent  les  proportion« 

r-i-F'    2v'-5~^' ^^> 

qui  ^aivalent  ä  qiiatre  ^quations,  pendant  que  la   rectangularite 
des  deux  triangles  MNT,  MN'T'  nous  donne  les  deax  ^quations 

iV«+7^  =  («  +  0*,  A'*+T'«  =(«'  +  <')*•    .   .   .^2) 

Au  moyeu  des  six  dquations  (1)  et  (2)^  nous  pouvons  exprinier 
les  valeurs  des  six  quantit^s  t^  ^,  n,  n',  y,  x  en  fonction  des 
deux  tangentes  T^  T*  et  des  deux  normales  Ny  N'. 

4.  Les  ^quation»  (1)  donnent  d'abord  les  valeurs 

.-.^^     //-^'y     »-^^      «'-^'y  n^ 

qui,  dtant  Substitutes  dans  les  ^galit^s  (2),  nous  fournissent  pour 
y  et  X  les  valeurs 

Mettons  ces  valeurs  dans  les  ^quations  (3),  nous  trouvons 

_  TIVW  iVH  T*       ,,  _  NT'VN'H  r» 

NrVW+1^      ,  _  yiWiv^H^ 

5.  Ces  expressions  fönt  voir  que 

Ainsi 

Th^or^me  I.  Le  produit  des  deux  sous- tangentes 
et  le  produit  des  deux  sous  -  normales  sont  ^gaux 
entre  eux,  et  ögaux  au  produit  des  coordonnöes  da 
point  de  contact. 

6.  Au  moyeo  des  valeurs  pröc^dentes,  nous  trouvons  que 

9» 
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X      4/  A«  +  7^      iV'       r  ,,., 


^il^^Z.i^  (VI) 


•=yf^tf,^«4 <v.o 


pUlft 

n 
Donc 


T^-Ä"   ;?='r-jv- ^^"'^ 


Th^or^me  II.  Chaque  sous  •  tangente  est  ä  la 
80118 -normale  correspondante»  coniroe  le  rapport  des 
tangentes  est  au  rapport  des  normales. 

7.    81  ooas  divisons  membre  a  roembre  les  ^galit^s  (VI)  et 
(VIO9  nous  Toyons  que 


eest-ä-dire 


Th^or^me  lU.  Le  rapport  des  sous  -  tangentes  est 
h.  celui  des  sous-normales»  comroe  le  carrtf  du  rap« 
port  des  tangentes  est  au  earr^  du  rapport  des  nor- 
males* 

8.    Nous  trouvons  encore,  au  moyen  des  tfgalit^s  du  n^  4, 


pnr  suite 


NT  N'T 


pnis 

»»*—  (ivy+ 7W)*  '    '  *  •  vAii; 

enßn,  en  ayant  ögard  k  (2), 
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TN'  t'  NT 


n^t"  TN'  +ISr'     n'+f  TN' +  NT* 


(Xllt) 


n+t"  NT'  +  TN"    H'^f  —  NT+TN' 


d'oü 


'      -       ''  1         n  ^      n' 


n+t^n'  ^t'"  ''    n  +  i^n'+f 

t     _      n'  jtt f 

n  +  f^  n'+i"  n+fn'+t'' 


(XV) 


9.  Bistances  de  l^origrine  des  coordonn^es  aux  in- 
terseetions  de  la  tangrente  et  de  la  normale  ayee  le^ 
axes  de  eoordonn^es.  Les  droites  TT,  NN'  coupant  letf 
äxes  en  T  et  T',  N  et  N',  les  coordonnöes  du  point  M,  qui 
est  Gomniun  k  ces  deaz  droites,  satisfont  aux  öqaatioos 

?  +  ?  =  >'    ?  +  5  =  '' (X^'> 

oü  T  =  OT,  x'  =:  OT,  v=  OiV,  v'  =  —  ON"',  nous  en  tiroot* 

10.  Paisquo 

ar  =  t  — <=n+v,    y  =  t'  — <*  =  n'  + v', 
il  vieot»  en  substitaant  dans  les  equatioos  (XII), 

7  +  ?  =  i'J  +  7=-> (^^'"J 

Ces  tfgalit^s  expriment  que  les  points 

{x  —  iyy  —  t\    (a:  =  —  II,  y  =  —  n') 

sont  situ^s,  le  premier  sur  la  tangente,  et  le  seeoud  sur  la  nor- 
male.   Donc 

Thdordme  IT.  Sl  Ton  m^ne,  en  un  point  d'une  coorUe« 
la  tangente  et  la  normale,  1^  le  point,  qni  a  poor  coor- 
donn^es  les  denx  sous-tangentes,  est  situ^sur  latan-* 
gente;  2^  lepoint,  qui  a  pour  coordonnäes  lesdeuxsous- 
normales,  ebangöes  de  eigne,  est  aussi  situ^  sur  La 
normale. 

11.  Dans  les  ögaüt^s 


Digitized  by 


Google 


1S4    Dostor:  ßeiaitons  nouvelles  entre  ies  tangentes,  normales  etc. 

tszx  —  Xj  a  =  r'— y,  n  =a:  — f^,  n'  =:y— v' 

mettoiis   ä  la  place  de  x^  y  leurs  valeurs  (XVII)  et  effectuons. 
nous  troavons 

t^^}^-1,     t^'-^^^',   ...(XIX) 

VT — Tv'  vr — TV'  ' 

»*=  vt'-tv'  '     «  -    vt'-tv'    '     .    .    .(ÄÄ) 
d  oo  nous  tiroiis 

«  +  t  =  r— V,     n'+f  =  T'  — y' 
ce  qtii  est  Evident 
12.    Comme 
r*=<(«  +  <),   r»=*'(«'  +  0#  iV«=:n(n+0.  /V'«  == »' (n' +  f). 
nous  obtenons  en  substituant» 

yt^üüliL-Z^'.     j»-V^(^^v;)V        (XXI) 


§.  HI.    Relations  yariant  ayee  Fangrle  des  axes  de  eoordomi^es. 

13.  Inclinaisons  de  la  tangreBte  et  de  la  normale 
sar  Ies  axes  de  eoordoBn^es.  Dösignoos  par  T  et  T\  ZV  et 
H^  Ies  angles  aigus  que  fönt  la  taogente  et  la  normale  avec  Ies 
deux  axes  des  eoordono^es  OX  et  OY.  Les  triangles  reetaogles 
MNTy   MN'P  nous  donnent  de  sulte 

sin  r=cosiV=-7===.»  sin  rrrcos/V'rz:         ^ 


Vm^'  s.n.   =cosx.  =^^q:yr.> 

\  (XXIII)      ' 
cosr=sinZV=jj^:^^.  eosr=sln2V^  =  ;^;^^=;l 

tangr  =  cotangZV=:^.    tang^  =  cotaogiV' =  J' .  (XXIV) 
14.    Angle  des  axes  de  eoordonn^es.    Puisque 

e  =  i80o-(3r+r) 
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il  Tiest 

*""«*' =  toDgrtangr-l' 
et,  eo  «vlwtitaMit, 

taiige  =  ^^,ly'yv;      (XXV) 


.  .  (XXVI) 


*'"  ®  -  \^(iV*+f«)(iV'«+l*i) ' 

iV^'  -  TP 
V7]V«  +  T«)(W'»+r«) 
On  eo  tire 

15.  La  rectangolariM  des   denx  triangles    MNT,   UN'T 
donne  de  snite 

_L.  J i_    j 

J     .   .  .  .  (XXVIil) 

_L.  J_ i_ 

16.  Si  Ton  rapproche  les  valenrs  (IV)  et  (XXVI),  on  obtient 

II  vient,  par  cona^quent, 

TT'      fT      r\  .  ^    NN'      fN  ,N'\  .    .       .„„^^ 
ir  =  U  +  Fr"*'  7iijr  =  (7.  +  F;««»«;-(XXX) 


$.  IT.    Belations  duis  le  eas  d'axes  reotangmlaires. 

17.    Si  les  axes  de  ooordooD^es  sont   rectangiilaires  >  on  a 
e  r=  9(y>,  €080  =  0,  ce  qai  ezige  ^e 

Trr=zNN' rXXXIl) 

Donc 

Th^or^me  T.     Lorsque    las    ax^s    de    coordooaöes 
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«oiit  rectangulaires,  le  produit  des  deuz  taiigente«  est 
^gai  au  produit  des  deux  normales. 

18.    Cette  relation  nous  permet  de  simplifier  Ies  resultats  ob* 
teiiud  plus  haut. 

Nous  avoDS  d'abord 

=  ^(/^'*+r'*); .  .  .  .(xxxiii) 

iVr  +  riV'  =  V(ZV*+T»)(ZV'«+r«)  =  («  +  O  (n'  +  i*) ;  (XXXIV) 
~ — =     ,  .       ^  =     ^      ^ (XXXV) 

U  vient  ainsi 

iv^r     _     NN' Tr 

Ar  iVA-     ^      rr        /(^xxvi) 

'-vÄt*- ''  =  72^' <^'"'"" 

iV«  ZV'« 

«  =:  --7~^^ — — >  n'  =  ^,    /^     ^. (XXXVIII) 

V/V*  +  T*  V  A'*  +  T'* 

1Ö.    Nous  obteuons  ensuite 

NN'.  TT  N*  r* 

j:^  =  «'  =  nn'  =  JVTTTW'^  ^^'XjV*+ r«="^^></V*+ 7^ 

ZlzNl   X  lyfj  ,    jv^  =  T^A  X  jyiri  1   rn2  •  (XXXIX) 

ar     iV'      T' 

y^^T^iV' ^^'^^ 

_^_^^| TW;     n P^_Nr  .«. -. 

r-Nr--  r»*  u'^tn''^  zv'* ^^*"'^ 


j£ 


n 


=  2V»'    n'=]V^** ^*"*^ 


Ces  deroi^res  tfgalit^  prouvent  que: 
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m 


Th^ordme  Tl.  Chaque  8oa8  -  taiigeote  est  k  la  sous^ 
normale  correspondante,  coramelecarr^de  la  tangente 
est  au  carre  de  la  normale. 


20.    On  trouve  eocore 


y* 


I'  •  -'  —   /V4  — 


i'  n 
T»    JS 


^*' 


7V4» 


.   .(XLÜl) 

.   .(XLIV) 


(XLV) 


§.  ¥•  ExpressioBS  gr^n^rales  des  tangentes,  normales,  soas-tan- 
geBtes  et  sous- normales  en  taleur  des  eoordonn^es  du  polnt  de 
eoBtaet  et  des  fonetlons  dMTdes  du  premler  membre  de  T^quatlon 

de  la  eoorbe. 


21.     Supposons   que   les  azes  de  coordonn^es   comprenneat 
entre  enx  an  aogle  B.    Si  f{Xt  y)  =  0  est  l'öqaation  de  la  courbe, 

A(I'--y)+A:(-^-^)  =  0 (2) 

(ff,-coaefy){¥^y)  =  (fy--cosef^)(X^ac)    .    .(3) 

seront  la  premiöre  l'äqaation  de  la  taugen te»  la  seconde  T^qua- 
tion  de  la  normale  an  point  (o?,  y);  X,  F  d^signeut  les  cocr- 
dono^es  couraotes  dö^ces  droites. 

Au  moyen  de  ces  öqaations,  II  est  facile  de  trouver  que 


t  =  ^,    *'  =  Yfi (XLVII) 


_  {x+ifeose)fy—(i/  +  xeo8d)fx 
*  "■  fy—eosdf,  ' 

,  _  (y+xcoiie)fs-{x^yeo8e)fy 
"  -  fs-cosBfy 


.  (XL  VIII) 
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,  __  sW'y-MaeTm). 


(XLIX) 
/"»-cos«/'',  ' 
nn'  =  xy ; 

. . ,.   x(fs*+ry*-2coser,ry). 
"*■         ry(fs-co»er„) 


(LI) 


r»  =  (i— yco«ö)(n+<)=' 


A« 


r.  =  (*'-.c«s«(n'+0  =  ^»'-^A--2co,.rW^,X 


kLii) 


(LUI) 


}(LIV) 

^^  -      {f,-couBfy)(Qj,-iio»er,) ^''^^ 

22.  Si  leg  azes  de  coordonnäes  soat  rectangniaires,  il  vient 
co8d=0,  «in 6=1;  dans  ce  caa  leg  formules  (LXVI)  et  (XLVII) 
reateot  ki  mAmes,  taDdisqae  les  anivantes  se  simplifient  et  de- 
viennent 


'-    fy    '  •  -^rr^' 


(LVI) 
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rr  =  5aK^££), (LX) 

rfi^.^'jSrJ^.,   (Lxii) 

ce  ^i  doone  TT  =  NN\ 
Od  en  tire  visiblement 

d'oü 


et,  par  snite, 

2irfv^  =  ^.=  yii  =  j« (LXVI) 


g.  Tl.    Determination  des  Clements  de  Pellipse  en  Talenr  des 
niy<ni8  Teetevn  et  da  layon  eentrml. 

22.  Coordonn^es  d*an  polnt  de  la  eonrbe  en  yaleur 
da  rayon  central.  Sapposons  rellipse  rapportöe  ä  ses  axea  et 
repr^eotöe  par  l'öquation 

(1) oV+6*^  =  «•*•• 

Soient  O  le  centre,  F,  F'  las  foyers.  Repröaentons  par  q  le 
rayon  central  Oilf  qul  aboutit  an  pomt  M  de  Telßpae,  dont  lea 
coordonnöes  sont  x,  y,    Nous  avons 

m a:«+y*  =  ^. 

Si  noua  r^solvona  ces  deux  tfqaations  par  rapport  k  x»  y, 
neos  trouverona 
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(I).  .  .  .  x  =  ±lV9*-b',   y  =  ±^Va*-7». 

C  C 

^y  =  ±  ^\^(a*-p«)(«*-6»)- 

Od  choisira  lea  signes  de  x,  y  selon  Taugle  des  azes  dans 
lequel  se  trouve  dirig^  le  rayoo  central  ^. 

23.  Bayon  eentral  et  distance  foeale  en  fonctloa 
des  rayons  Tectenrs  et  de  l*angle  eompris.  Soient  r,  r' 
les  rayona  vecteurs  nienes  au  point  M  et  'Iq>  Taagle  coinpria. 
Dans  le  triaiigle  MFF\  le  rayon  central  OM  oü  q  est  la  mediane 
sar  FF'\  nous  avons  donc 

t4|**  =  r« + r'»  +  2jt'  cos  2q>, 
4c«  =  r«+r'«-2rr'cos2y; 

DU»  en  niultipliant  r«-f-r'*  par  sin«^-|-co8*9)=  1  et  eo   mettant 
co8«9)^sin«^  k  la  place  de  cos^g?, 

i  4^«  =  (r'+r)«co8«y  +  (r'— r)«slo»y, 
(4)  .   .   .       / 

I  4c"  =  (r' -r)«cos«y  +  (r'  +  r)*sio»9. 

8i  dans  (3)  nous  remplafons  cos2g>  d'une  part  par  1— 2slo«9 
et  de  Tautre  part  par  2co8«^ — J,  nous  trouverons»  eo  eSectuaot 
et  en  observant  que  r^-r'  =  2a» 

Ip*  =  a* — rr^  sin«o^ 
c*  =  a*  —  rr'  cos  «^. 

24.  Bayon  eeatral  en  foBetlea  desaxes  et  des  rayoas 
Tccteurs.   Ajoutons  cesdeuz  derniöres  ^uations»  nous  obtenons 

p«  +  c«-6«=:2a*-rr', 
d'oü 

(III) ^•  =  a«  +  6«-rr'. 

Th^or^me  L  Le  carr^  du  rayon  central  meo^  en  uo 
point  de  rellipse»  est  ^gal  k  la  sonime  des  carrtfs  des 
demi-axes,  dimlnuäe  du  produit  des  rayons  vecteurs. , 

25.  Coordonn^es  d'un  point  de  l'ellipse  en  fonetlon 
desaxes  et  des  rayons  Tecteurs.    L'öquation  (lU)  nous  donne 

p«— A«  =  a«— rr',    fl«-p»  =  rr'-6«; 
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av). . 


*, 


jf=:±-V^a«-rr',    y  =  ±^Vrr'-««, 


üb, 


«y  =  ±  ^  V(a«-rr')(rr'-*«). 


'  2&  Anirle  des  rayons  Teetenrs  en  fonetloii  de  «es 
r«7*iiB  et  des  «xes.  Par  la  derniöre  des  öqoations  (II)  neos 
trooTons 

rr'co8*«p  =  «•  — c*  :=  Ä', 

d'oä,  pnisqae  tp  est  tonjonrs  rooindre  qae  s> 


cos  9  =: 


(V).. 


VT?' 


et,  par  saite,  en  vcrta  de  (II), 

26»-rr'  _  »«-c» 


(VI) 


cos  24)  = 


3^ —  —  ■ 


2«Vrr'-6«      26Vo«-f« 
•m29>  = Jip = ^ 


l  tang2y  =    26«-rr'    =      g«-c«     ' 

27.    CoordoiiB<es  d'an  polnt  de  l*elllpse  en  fonetlon 
des  rs^ons  Teetenrs  et  de  I'angle  eomprls.    Nons  avons 


(») 


I  V^H^  =  Vo«-rr'  =  ^=  Vc«-iT'8iD«9) , 


par  eons^nent  les  valeurs  (IV)  penvent  s'^rire 


(VII) 


a:  =  dt 


2c 


I.'«- 


=  ± 


6* 
y  =  ±~taDgg), 

«y  =  dt  — 4—  X  ;^  X  tangg). 
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Th^ordme  n.  L'abscisse  d'an  potnt  est  ^^ale  ä  la 
diffärence  des  carr^s  des  rayons  vecteurs,  divis^e 
par  la  double  distance  focale;  et  l'ordonn^e  est  ^gale 
au  carrä  du  petit  axe,  multipli^  par  la  tangente  du 
demi-angle  des  rayons  vecteurs  et  divis^  par  la  demi- 
distauce  focale. 

28.  Inellnalsons  de  la  tangente  et  de  la  normale  snr 
les  axes.  Appelons  T,  T  et  N^  K'  les  angles  aigus  que  fönt 
la  tangente  et  la  normale  avec  le  grand  axe.    On  sait  que 

(6) tangr=:^; 

par  Buite  il  vient,  en  reinplacant  x,  if  par  leuru  valeurs  (i),  (IV) 
et  (VII),  

(VIII)  taDgr=cotaDgiV=jY  5=^«==5V  ^^5l=?5'»t*'»8V. 
d'oü  OD  tire 


«n7'=:c«8iV=-\  -^^  ==-\  -^pr-  =  -2^co.y. 

coar=«n2f  =  -\  -^^  =  -\  --^^  a=  -^  sin  ,., 

Th^ordme  IIL  1^.  Les  cosinas  des  angles  que  fait  La 
normale  avec  le  grand  axe  et  le  rayon  veeteur,  s^nt 
entre  eux  comnie  ladiffärence  des  rayons  vecteurs  est 
k  la  distance  focale;  2^  les  sInus  de  ces  angles  sont 
entre  eux  comme  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  ä 
la  distance  focale;  3®  les  tangentes  des  m^mes  angles 
sont  entre  eux  comme  la  somme  des  rayons  vecteurs 
est  k  leur  diff^rence. 

29.  Tangentes.  Les  deux  triangles  MPT,  MQT  n'ous  donnent 


o'-rr' 

\  =^V7?cotr=, ^ 

(X) 


a  acos^tangT 
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Ott  eocore 


(XI) 


r  = 


2rr^  sin  y 


r  =i 


30.    Prodmit  des  denx  tangentes.    On  troove  de  suite 


(XII) 


T.r 


Tkterteie  IT.  1*>  Le  prodait  des  denx  laiigentes,  l'une 
ä  Tax«  des  x  et  l'aotre  k  Taxe  des  y,  est  ^gal  au  pro- 
dait des  deux  rayons  vectenrs. 

'29  Le  produit  des  coordonotfes  da  point  de  contact 
est  tfgal  aa  produit  des  rayons  vecteurs,  moltipli^  par 
le  demi-sinns  de  Is  double  inclinaison  de  la  taogente 
sur  le  grand  axe. 

31.    On  d^ait  eneore  de  ces  valeors 


/ 


_i*L.       a 


(XUl)... 


r+  7"  = 


Fy+y — 


c'Vrr' 


V(i 


2c« 

~  (r' — r)sin9>* 


V  (o«- 


rr' 


rr')  (rr'—  6«) 


Vrr'(a«-f«Xp"-*") 


2c« 


V"rr'(a»— r/Xir'— 6^      (/— r)fT'siD<p 
Normales.   Nons  avons  par  les  triangles  JUNP,  MN'Q 


(XIV) . 


I  BxnN      a   '  "        acosy 


coaiV       6  cosgj' 


Ces  resultats  expriment  qoe 

Th^rdme  Y.  Cbaque  normale  est  ^gaie  ä  la  racine 
carri^e  da  prodait  des  rayons  vectears,  muitipli^e  par 
le  rapport  de  Taxe  non  adjacent  ä  Tautre  axe. 
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33.  Prodnlt  des  Bormales.    Par  Ja  multiplication  on  a 

(XV) iv.iv'  =  iy 

Th^ordme  TL      Le  produit   des  detix    norroale«    est 
^gal  au  produit  des  rayons  vecteurs. 

34.  Nous  trouTons  ensuite 

I  ZV'       aV  ab  «cos*® 

(XVI)...  / 

Th^ordme  Tn.  l^'  Les  denz  normales  sont  entre  elles 
comme  les  carr^s  des  axes  non  adjacents  de  rellipse; 

2^  la  diffärence  des  normales  est  ^gale  ä  la  ra- 
cine  carr^  du  produit  des  rayons  vecteurs,  multi- 
pliäe  par  le  rapport  du  carr^  de  la  distance  focale  au 
produit  des  axes; 

3^  la  difference  des  inverses  des  normales  est  ^gale 
a  rinverse  de  la  racine  carr^e  du  produit  des  rayons 
vecteurs,  multipli^e  par  le  rapport  du  carr^  de  la  dis- 
tance focale  au  produit  des  axes. 

35.  Sons  -  tan^entes.  Par  les  deux  triangles  rectangles 
MPTy  MQT  nous  avons 

(Xll).   ..{  ^p^X^tongV. 

^         c'^a^'-^'^      cV^iy-A«      4ctangv 

36.  Prodnlt  des  sons-tan^eiites.  En  multipliant  membre 
ä  membre  on  trouve 

(XVIII)..  te  =  ^  V(««-.p«)(^«.::i5)  =  ^  V  (a«-rr')(rr'-6«) 

€7  C 

At      r'»-r«      , 
=  ^X— J-  Xtangy, 

ou  encore 

(7) «'r=iiT'sin22'. 
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Th^or^me  YIU«  Le  produit  des  deux  soup-tangentes 
est  ^gat  an  produit  desr^yoiia  vec^eurs^  multiplie  par 
le  demi-fiinus  de  la  double  inctiiiaison  de  la  tangente 
Kur  le'graiid  aze. 

37.  Sous-Bocinüles.  bes  d^ux  tn^ngles  rec^ngles  MNE, 
iHNQ  noots  donneiit 

n   =  «cotiV  <=  -  Vq^^^^  =^  ^^  V^^r' 
•^  ac       t  ac 


(MX) 


»'  ?is  j:tangiVc=  1^  V'^ä»^«.=5»^  V^^/^6'^ 


^  -tanggp. 


38.   Produit  des  soas-normiiles.    En  multipliant  oii  trouve 
(XX).    .  nn'  =  ^  V(a» -  p»)  (g^  -  6»)  =  ^  V(a«  -  n-')  (rr'  -"Ä«) 


(8)  .   .    .   .   .    .    .    .    .  mm'  =  irr'8in2iV. 

Th^4vdnielX»  i^e  prodiuit;da8*$oui9-Dorin.ale9  est  ^gal 
all  pt^iuH  ieß  ^ayono.  ve'clfipri»  multiplie  par  l.e  dem»'. 
Sinus  de  la  double  inclinaison  de  la  normale  sur  l^ 
grand  axe. 

39.  Nous  avons  ensuite 

(XXI) .... ' «, = K\f^^ -! V^^  ■ 

=  ^  X  7:j:>  X  cotarig^  =  ^f,  X  ^7^^  X  ^*o*ang  9^- 

40.  Projeetions  des  tangentes  et  de»  normales  sur 
les  raf  ons  Yecteurs.     Ce^:  projeetions  sont 


Iheil  LI.  10 
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(XXII)..  ^  =pir;,tonK9> 


r-'T 


{XXIII)  . 

(XXIV).. 


a  V7P       a 

iV'cos 9  =  1  \r^x  y=^,  =  «; 

C   Tsin  <p  x:  y  sin  9  =  a*  — p«  =  6*  tang  9, 
t  Ncoag>  X  iVcos^  =  A*. 


Th^ori^me  X.  Si  Ton  projette  Ies  deux  tangentes  sur 
ies  rayons  vecteurs,  P  la  projection  de  la  tangente  ä 
i/axe  des  y  est  ^gale  k  la  demi  •diff^rence  des  rayons 
vecteurs; 

2^  le  produit  des  deux  projections  est  ^gal  k  ladif- 
r^rence  des  carr^s  du  dem!  grand  axe  et  du  rayon  cen- 
tral, ou  ^gal  au  carr^  du  denii  petit  axe  multipliä  par 
la  tangente  du  demi-angle  des  rayons  vecteurs. 

Th^ordme  XI.  Si  Ton  projette  Ies  deux  normales  .«ur 
Ies  rayons  vecteurs, 

F  la  projection  de  la  normale  k  Taxe  des  a  est  la 
troisiöme  proportlonnelleau  demigrand  axe  et  aademi 
jretit  axe; 

2^  la  projection  de  la  normale  k  Taxe  des  y  est 
^gale  au  demi  grand  axe; 

3^  le  produit  des  deux  projections  esti^gal  aucarr^ 
du  demi  petit  axe. 

41.  Projections  des  rayons  vecteurs  sur  la  tangente 
ot  la  normale.    Op  a,  pour  ces  projections, 

irsiny  =V  J(rr'-A«)=  V  J(a«-p«)=  Ä^tangy, 
(XXV).../  i^ 

'  r'sin  g>  =\  ^'  (rr'-A«)  =  Y  ^  (a«-^«)  =  6  Y  ^  tang^. 
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=  6Y  "19    r'coag>  ^  b^  -; 


(\XV1)  •    .    .  rC08(p  : 

d*oä 

(XXVII)       i  '''""^  ^  **' *"'^  ^  fl*-"P*  =  Ä«tang«y 
\  rcog^Xr'cosg»  =o6*, 

Ce8  valeurs  prouvent  que: 

Th^ordme  XII.  \^  Le  produit  des  perpendiculaires 
abatss^es  des  foyers  sur  la  oorniale,  est  ^gal  ä  la  dif* 
ferenee  des  carr^s  du  demi  grand  axe  et  da  rayon 
central; 

2^  Le  produit  des  perpendiculaires  abaiss^es  des 
Foyers  sur  la  tangente  est  constant  et  ^gal  au  carre 
du  demi  petit  axe. 

42.  BIstanees  du  eentre  aax  intersections  des  axes 
ayee  la  tangente  et  la  normale.    Nous  avons 


rxviii) 


ac 


ac 


Vci«— rr'       V^^«— 6«      *•'—»• 


Xc, 


Or=^^r+y^sU.agT+y^'-^^^  +  ^  ^^-6« 


bc 


Vrr'---b^ 


=:^ccotaDg9; 


(XXIX) 


OQ 


'ON  =  v=Ä— a  =  a?  — -5«  =  -5Ä=- V^a*— rr' 


=^V?:-T». 


OA''=  v'=«'-y=  ^y-jr  =  ^y  =1  V^T-A« 


=  -Jv:?=7«. 


V  =  ;7~:|:;.X  ^*    v'  =  c  tang  g?. 

Tb^ordme  XIII.     I^   La    distance  du   eentre  k  l'inter» 
section   de  la   tangente  avec    le   grand  axe,    est   a   la 
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demi-distance    focale^    coinme    la    somme    des    rayons 
vecteurs  est  ^  leulr  diff^reitce; 

2^^  La  distance  du  centre  ä  rintersectionde  la  nor- 
male avec  1^  ^rand  axe,  est  ä  la  demi'distance  Cooale, 
comnie  la  diff^re^i^o  des  fayons  vectears  est  ä  leur 
somroe. 

Tli^ordme  XIY«  I^  La  distance  du  centre  a  Tinter- 
sectiqn  de  la  taugeiite  avec  lepet.it  axe,  est  egale  ä  la 
demi-diatancefocdle  niulti|)lli^e  par  la.  cotangeiite  du 
de nii -angle  des  rayons  vecteurs; 

2^  La  distance  du  tcehtVe  ä  l'-intersectloh  de  lanor- 
male  avec  le  petit  axe,  est  egflte 'ä  la  demi^distance 
focale  mul  (ipl  iee  par  la  tangente  du  demi^ängle  des 
rayons  vecteurs. 

43.     \)e%  valeurs  pr^cedentes  on  tire 

oTxoy==orxoiS'=!:c^ 


(XXX) TV  =  t'v'  =  c«. 

puls 
(XXX  bis)  . .   S  +  ^  ==  i»    ä^v"^  +  6V«  =^  c%  -        ' 

Th6oi'dmB  XV»  La  demi-disfancü  Poeale  est  moyenne 
proportionoelle  entre  Ies  distances  du  ceiitre  aux  in- 
ters~ections  dl^  la  tangente  et  de  la  normale,  seit  avec 
-l'axe  des  x^  seit  avec  Taxe  des  y, 

Th^or^Aie  XY  bis.  Le  lieu  des  points  qui  ont  pour 
coordonnees  Jes  sous- normales  des  differents  points 
d'une  ellipse,  est  u  ne  deuxi^me  ellipse  dont  Ies  Foyers 
sont  situes  sur  le  petit-axe  de  lapremiere,  et  dont  Ies 

axes   sont et  H^-g ^i   2a  el  2A   etant  Ies  axes 

de  la  premi^re, 

44.    Nous  avons  ensuite 
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(9) 


abc^ 


abc^ 


V(a«-^«)("^2-6«)' 


%vv  = 


i5*wn' 


a%^^y-  aH^  ''ab 


=^^V(a«-iT')(rr'-62) 


=  L^(««^-^2y(^^_6.i); 


a6 


(XXXI) 


Jtt'  =   ;__   X  c^cotang<)p. 


(vv'=^  ^7qp;;Xc*tangy; 


pt]I8 

(XXXII>.    .  ;^.+  j^a— 5-5^f -^-y^=t~-,; 

(XXXIII)  .  .  vHV»  =  g(«»^fr')  +g(^r'-4*)  =  $J. 

Th^ordme  XYI.  1^  La  sommedefl  carres  des  inverses 
den  distances  du  centre  aux  intersections  de  la  tan- 
gente  avec  les  deul  aies,  e^t  ^gale  au  prodait  des 
rayons  vecteurs»  divisä  par  |e  carrä  d«  produit  des 
demi-axes» 

V  La  sommä  des  carrös  des  distances  du  centre 
aux  intersectidnö  de  la  normale  avec  les  deux  azes, 
est  ^gäle  &  la  <|aatrlditie  pnissance  de  la  deml-dlstancö 
focale,  foulUpli^e  par  Ja  somme  pr^^ädeiitoi 

de  Sorte  que 

(XXXIV) .  .  . 


—  -a  +  ^2- 


45.  Bistances  du  eentre  1^  la  tangente  et  ^  la  nor- 
male. Par  la  xmnsrd^ration  des  tnapdzes,  on  voft  qoe  ce^  dis- 
tances  sont,  Tune  ^gale  k  la  demisomnie  des  distahtes  d«s  foyets 
ä  la  tangente,  et  lautre  ägale  ä  la  demi-diffi^rence  des  distances 
des  foyers  k  la  normale,  c'est-ä-dire  qae 

la   premi^re  d  est  (§gale  ä  la  deml-sorome  des  projee- 
tions  des  rayons  vecteurs  sur  la  normale, 


Digitized  by  VjOOQIC 


l&O    Dosior:  Retaliom  noupeiies  entre  te$  iangenies,  nermaleB  ete. 

et  Tautre  d'  est  egale  ä  la  demi-difförence  des  projec- 
tioiis  des  rayoDS  vecteurs  sur  la  tangente. 


On  a  doDc 


ab 
d  =  4(r'  +  T)cosq>  =  T/=7> 


(**^^>  •   •        rf'  =  i(r'-r)sln^  =  yf^^^H:^^:^ 


46.  Distances  du  centre  aux  projeetions  des  foyers 
sur  la  tangeiite  et  la  normale.  £n  appelant  ees  distances 
a,  ßy  on  voit  qu'elles  sont  les  hypotenuses  de  deux  triangles 
droits,  doot  les  deux  autres  cdt^s  sont»  pour  le  premier,  les  demi- 
sommes  des  projeetions  des  rayons  vectears  sur  la  tangente  et 
la  normale,  et  pour  le  second  les  demi*dilKreoces  de  ees  roimes 
projeetions.    On  a  donc 

a*  =  4  (r'  +  r)*  (sin*g)  +  cos*  ^), 
|J«  =  i(r'— r)«(sin«9  +  cos«^); 
d'ou 

(XXXVI)  .   .   .    «  =  i(r'  +r).    ß^W  -r). 

Th^ordme  XTII.  Les  distances  da  centre  aux  projee- 
tions des  foyers  sur  la  tangente,  sont  Egales  a  la 
demi-somme  des  rayons  vecteurs;  et  les  distances  du 
centre  aux  projeetions  des  foyerssur  lanormale,  sont 
ögales  ä  la  derai-difference  des  rayons  vecteurs. 

47.  Segmests  d^termiii^s  par  les  dlreetriees  sur  la 
tangente  et  la  normale.  Prolongeons  la  tangente  et  la  nor- 
male, de  part  et  d'autre  du  point  My  jusqu'a  la  rencontre  ^des 
directrices  en  jS^  S'  et  L,  U,  Les  angles  aigus  en  jS,  S  seront 
les  compli^ments  de  Tangle  T,  et  les  angles  aigus  en  Z/,  U  seront 
^gaux  k  Tangle  T. 

.   Si  nous  menons  par  le  point  M  la  droite  DD'  parallele  au 
grand  axe,  nous  aurons 

c  c  ^        a'       c 

MD'  =  —  +  x  =  -  (a  +  — )  =  — ; 

C     '  C  ^      '     O  '  € 
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par  suite 

(XXXVII)  < 


sin  9 


6111  9 


I  r— r      sino) 

(XXXVIII)  {  

j„_,      ÄD'       ar'    b^ra*-rr'       ar' aF    rr' 

r'— r      sin  9 
Le0  deux  premiöres  valeurs  prouvent  qoe 

üi^ori^e  XYIU.  Les  perpendiculaires  ^levöes  par 
les  foyere  aar  les  rayons  vecteurs»  reiicontrent  la 
tingente  aux  mömes  points  que  les  directrices. 

48.  Des  formales  pröcädentes  on  d^duit 

Th^or^me  XIX.  Les  segments  d^terminös  par  chaque 
directrice  sor  la  tangente  et  la  normale  sont  entreeux 
comme  la  diff^rence  des  rayons  vecteurs  est  k  leur 
s  o  m  m  e« 

49.  On  trouve  encore  que 

de  Sorte  que  les  segments»  compris  entre  la  tangente  et 
la  normale  sur  les  directrices,  sont 
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(XL).   ...     SL=rx'^,    Ä'L'  =  r'x^. 

50.  Conditions  pour  que  denx  diamötres  2q^2qi  soient 
conjusru^s*  Consid^rons  deux  diametres  conjugu^s  2^,  2p|,  diriges. 
Tun  2q  dans  Tangle  des  x,  y  positirs,  et,  par  siiite  l'autre  dans 
Tangle  des  y  positifs  et  des  x  n^gatifs.  Appelons  or,  y  les  coor- 
doniiäes  de  rextreniite  sup^rieure  de  2$,  et  Xx*  ^i  Celles  de  Tex- 
tremit^  siip^rieure  de  2p,.  Si  nous  designons  par  rp  r/  les  ra- 
yons  vecteurs  qui  correspondent  a  2p,,  nous  auroiis,  en  vertu  des 
formules  (I)  et  (IV) 

c  c 

(10) 


1*1 


c      ^'       •  c 


Les  coefficients  angulaired  de  ces  deux  diäm^the^  seroiit  done 

On  trouve  ainsi  pour  condition  la  relation 

..«    ..  .  •         .  i 

mm  ~-^f^-^-^yi  (^,_^k,(p,2 ZÄ»j'  .. 
ce  qui  exige  que 
/        r .        '<#«-#«)(ft»-#,*)  -  (»«-T-*»).{«i.«-lÄ?)^" 

effectuä'nt,'  /^<fuisant  et  divisant  par  a* — b'*,  oii  arrive  ä  ta  rela- 
tion connue 

(12) ?»  +  ?,>=  ce«+62 

Mais  69  ,veita  d*  (III)  p<>,us  avoas..       ,  ,  - " ' 
(13) |,«=««  +  6«-rr'. 

retranchant  chacune  de  ces  ^^alil^s  de  Jü  preciSdt'utje,.  on  trouve 
(XLI) Qi*-rr>',    ^  t=  riTi'.       '  .         •  - 
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Th^ordme  XX.  Tout  rayon  central  est  raoyen  propor- 
troniiel  entre  les  deux  rayons  vecteurs  menes  ä  Tex* 
tr^mite  de  son  conjugu^. 

51.  Si  Dons  ajoutons  ce8  deax  egalites  et  que  nous  compn- 
rions  le  rdsultat  a  (12)»  nous  trouverons 

(XLII).   .....     rr'+riri'  =  a«+6« 

Th^ordme  XXI.  La  somme  des  produits  Aes  rayons 
vecteurs  men^s  aux  extremites  de  deux  diam^tres  con- 
juguäs  est  constante,  et  ^gale  a  la  sonime  des  carräs 
des  demi-axes. 

52.  Puisque  r  +r'  =  ri  +r|'  =  2a,   il  vient 

{r'-T)^    =4a«  — 4rr', 

(r,-r/)^  =  4a«-4riV; 
d'oü 

(r'— r)2+(rj-r,')*  =  8a2~4(rr'+rir,')=8fl2-4(a«+62)=4(a2-Ä^) 


(XLIII).   .   .   .     (r'— r)2  +  (ri— r,')*  =  4<?*. 

Cette  relation  prouire  que 

Th^ordme  XXn.  La  sorome  des  carr^sdes  diffärences 
des  rayons  vecteurs  roen^s  aux  extremites  de  deux 
dianietres  conjuguäs,  est  constante  et  ^gale  au  carr^ 
de  la  distance  focale. 

52.    Les  deux  ögalites 


donnent 

(XLIV).   .ri  =a  +  V^ä«^«,    n '  =  a  ~  V"a«-p« 

pour  les  valenrs  des  deux  rayons  vecteurs  qui  aboufissent  a  l'ex* 
tr^mite  du  rayon  conjugu^  de  p. 

53.    Soit  29?!  Tangle  compris  entre  les  rayons  vecteurs  r|,r/. 
Dans  r^galite 

(14) 6  =r  V^rr'.  cos  g)  =  V^r,r/.  cos  g)i 

rempla^ons  Vir',   V^rir,'   respcctivement    par    leurs    equivalent^ 
Pi,  p;  nous  obtenons 

10* 
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cl*oü 

•^•-v, ^.^. 

Th^ori^me  XXIII.  Deux  diamötres  conjugues  soDt  entre 
eux  comroe  les  cosinus  des  demi-angles  conipris  entre 
les  rayons  veeteursqui  aboutisseiit  ä  leurs  extri^niites. 

54.    On  troure  ensuite 

cos  g?i  =  i-  f  Bin  q>i  := » 

t  tang  9i  = g , 

(XL  VI).. 

cos  2q>i  = j — ,  sin^^i  =  -^  V  a* — rr  » 


53.    Puisque 


6                      Va»-6«      ,                V^a»-^* 
co89  =  --,      sm  9>  =  — ,     tang9>  = g » 

OD  voit  que 

(XLvIl)  . .  cos^cos^i  =  — ,  sin9>sin^|  = ^ — -$ 

QQi  QQi 

(XLIX)  .   .    Ung„tang,..  =  ^[^E^EB, 

(XLix)  i^=s^  ==  iT^Eg =V^^'.  ^-  =  ^^?=^. 

'   tang^i        T   9*— 6«      ▼   a«-iT'    sin  9)1       ^4V^ßa-.6* 

56.  Angle  des  diamdtres  eonjugu^s.  Reprösentons  par 
V  Tangle  coropris  entre  les  rayons  conjugui^s  Qj  Qi;  et  desigoons 
par  a,  Oi  les  incllnaisons  de  ces  rayons  sur  le  grand  axe  de  Tel- 
llpse.    Nous  avons 

sin  F  =z  8in(a|  -*-o)  =  sin«|  cosa — coscrj  sina, 

cos  F  =  cos(ffi  —  a)  =  cosffi  cosa  +  sin  0|  sin  a; 

niais,  en  ^gard  k  (10)  et  ä  (12), 


Digitized  by  VjOOQIC 


(16) 


des  couröes  en  generale  avec  appUcaüons,  155 

cos  «  =  —  =:       » 

Xi            iiV^a*— p«, 
cos  «1  =  —  = ; 


sin  o 

9i  ~ 

sin  dl 

il  vient,  par  cons^quent. 


(L> 


sin 


c^QQi   .  c«^^i  ppi       ^Vrr' 


a  a 

=  -  cos  ®  =  —  cos  01 9 


«       (6»-a«)V(o*-^«)(^2-6«)             V(a«-p*)(^*--65 
cos  r   =: s =  —  • • 

S\  noas  comparoDs  les  seconds  membres  aux  valeurs  (XLVl),   . 
noos  trouveroos  que 

i  Sin  r  =  T  cos  9  cos^^i« 

(LI) <cosF=:  —  sin9>sin9|9 

ftangKrs — T  cot9>cot9)i. 

Th^rtoe  XXIY.  PLesinusde  Tangle  compris  entre 
deux  diani^tres  conjugu^s  est  au  produit  des  cosinus 
des  demi-angles  compris  entre  les  rayons  vecteurs 
correapondants,  comme  le  grand  axe  de  relüpse  est 
au  petit  axe; 

2^  le  Cosinus  de  cet  angle  est  egal  au  produit  des 
Sinus  des  demi-angles  compris  entre  les  rayons  vec^ 
teurs; 

3^  le  produit  des  tangentes  des  trois  angles  V,  tp» 
tpi  est  coDstant  et  ^gal  an  rapport  des  axes. 

57.    Nous  avons  trouv^  an  n^  32  que 

iicos9>  =  -wi 
il  vieot  donc 

(LH) psinF  =  2J- 

Th^or^me  XXY.    La  perpendiculaire  abaissäe  de  Tex- 
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trennte  d'un  diam^tre  sur  son  conjuguö  est  une  troi- 
slf^me  proportio  nnelle  a  la  normale  vers  le  grand  axe 
et  i\\\  demi  petit  axe. 

58,     Appelons  T|,  T/   ot  iV^i,  ^|'   les  tangentes  et  les  nor- 
malem» men^es  ä  Textr^mite  de  p^.    Nous  aurons 

{\A\\).J  ' 


(I^IV) 


iv,'  =  ?^/7;^'=ip; 


(LVJ r,.7'/  =  iV^.iV/  =  p2 

Th^ori^ine  XXTI.  Tout  rayon  central  est  rooyen  pro- 
portio nnel  enlre  lesdeiix  tangentes  et  aussi  entre  les 
deiix  normales,  menees  a  Textr^mit^de  sonconjuguö. 

59.     II  en  resulte  done 


,  (  Tr+T,7y  =  a^  +  b^, 


^iSlC'ordme  XXTII.  La  somme  des  prodiiifs  des  tan- 
geiHes  nien^es  anx  extremit^s  de  deax  diametres  con - 
jugties  et  la  somme  des  prodaits  des  normales  menees 
aux  iti^mes  exträmites,  sont  egales  entre  elles  et  ä  la 
i^otiinie  des  carres  des  demi-axes. 

(iO*  Les  angles  que  fönt  les  lignes  pr^c^dentes  avec  le  grand 
nxe  j«ont 

Im.  rrt  .  •m.r  ÖA/a'^—Q*  h  p.sinQO 

tang7'.=cotA.=-V^,  =  -xf^. 
C^^'")-   •       si„7',=co«iV.=*\r^=*X*!^?^. 

J  '  C    ^  Q^  C  Q 
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61.  Si  nous  d^signons  de  m^nie  par  ^^  </  et  n^,  i<|'  les 
60U8  -  tangentes  et  ies  soas  -  normalesj  nous  aurons 

On  en  deduit 

^  '.'  =  «mi'  =  7»  VV*-?«)(^«-6«)  =  ^X  -^-^  X  tang  9>i. 

Si  nous  rapprocbons  ce  dernier  resultat  des  valeurs  (XVUI) 
et  (XX),  nous  voyons  que 

(L1X)  .    .     a:y  =  Xxyx  =  '''  =  'i'i'  =  w«'  =  Wi*»i'' 

Th^or^me  XäVIU.  Lorsqu'on  inene  des  tangentes  et 
des  normales  aux  extremitäs  de  deux  rayous  conju- 
ga^s,  Ies  produits  de6  sous-tangentes  par  rapport  a 
ehaque  rayon,  sont  ^gaux  entre  eux,  ainsi  que  ies  pro- 
duits des  sous*  normales,  et  tous  ees  produits  sont 
^gaux  au  produit  des  coordonn^es  de  ehaque  extre- 
nnit^. 

62.  Si  nous  comparons  Ies  formules  (X)  et  (LIll),  ainsi  que 
Ies  formules  (XIV)  et  (LIV),  nous  en  tirons 

(LX).  .     St  -  T    -  N  -W  -q,' 

Th^ori^me  XXIX.  Si  on  m^ne  des  tangentes  aux  ex- 
tr^mit^s  de  deux  rayons  conjuguös,  le  produit  des 
tangentes  vers  Taxe  des  x,  et  celui  des  tangentes 
vers  Taxe  des  y^  sont  ägaux  entre  eux  et^gaux  aupro- 
dait  des  deux  rayons  conjugnes. 

63.  Si  Ton  rapproche  Ies  valeurs  donn^es  par  Ies  formules 
des  tangentes,  sous-tangentes  et  sous  -  normales,  on  trouvera  que 
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(LXi) .  .  Vifl^^=c^YTf  =  *  V^W 

_  bcn'  aeni 

~    a«  —   6«  ' 

acn  __  bctii' 


On  en  cooclut 


(LXIII)  . 


ti'-^  r^f  +  ti'  —Ä' 

n 5i.__  «  +  »1   A^ 

«/  "■  n'  ~  n'+»/  ""  a»' 

64.  Probli^me  L  D<§terniiner  le  iieu  des  intersec- 
tions  des  tangentesnieiK^es  par  lesextreniit^sdesdia- 
m^tres  conjugu^s. 

Dans  l'equation  g^nöräle  des  tangentes  ä  Tellipse 

(16) flVy+^*^'«  =  a***. 

niettons  ä  la  place  de  x^^  y'  leurs  valeors  du  n^  22,  prtses  posi- 
tivement;  nous  obtieodrons  ainsi 

(LXIV).   .   .ayV*a«^  +  &a:V*^*=6*  =  ±fl6c 

pour  Ies  ^quations  des  deux  tangentes  nienöes  aux  extrömitös  du 
diamMre  2q  dirig^  dans  Tangle  des  x,  y  positifs;  par  analogie 

(LXV).    .    .  ay^T^^m^^bxM  a^-g^  =  ±  abc 

seront  Ies  equations  des  deux  tangentes  menees  aux  extremitäs 
da  diametre  conjugue  2^. 

Elevons  au  carr^  Ies  membres  de  ces  denx  equations  et  ajou- 
tons  Ies  r^sultats;  nous  aurons 
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(LXVI) aV+****  =  '-Ä«'** 

pour  r<§qaation  du  lieu  cberchö.  Ce  lieu  est  donc  uneellipse 
semblable  ä  Tellipse  doDn^e,  et  dont  les  axes  sont 
2aV2,  26V2. 

65.  Probldme  ü«  Determiner  le  lieu  des  intersec- 
tious  des  tangentes  menöes  par  les  extremit^s  des  dia- 
metres  et  par  ies  exträmites  des  syni^triques  de  leurs 
conjoguös. 

II  suffira,  pour  le  trouver,  d'äliiDiner  q  entre  les  deux  ^quations 
a^  V^ö^^  +  6a?  V^^^=^  =  db  abc, 
ay\  ^«-6«  +  bx  Vö»^  =  ±  abc, 

dont  la  seconde  repräsente  les  deux  tangentes  menees  aux  ex- 
trämit<^6  du  diam^tre  2^^  dirigä  dans  i*angle  des  x,  y  positifs. 

Elevant  au  carrö  tet  retrancbant,  on  trouve 

ou 

aV— 6«ar«  =  0, 
c  est- ä-dire 

(LXVIl) y  =  ±ä^. 

pour  les  equations  du  lieu  ebercbe.    Ainsi 

Th^ordme  XXX.  Les  tangentes  menees  aux  extremi- 
Ha  des  diaro^tres  et  des  symätriques  de  leurs  couju- 
gnäs»  se  coupent  sur  les  diagonales  du  rectangle  con- 
struit  sur  les  axes  de  Tellipse. 

66.  ProbHmenL  Galculer  le  lieu  des  intersections 
des  normales  menöes  par  les  exträmitös  des  diame- 
tres  coDJuguäs. 

Dans  r^quation  gönörale  de  la  normale  ä  Tellipse 

QU  mieux  de  son  äquivalente 
('7) a«5-6»|=c». 
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rempla^ons  x'^  y'  par  lears  valears  dn  n^22,  prUes  positivement; 
noas  aurons 

pour  les  eqoations  des  deax  normales  nieni^es  aux  extr^mitäs  d'oii 
diam^tre  2p  dirigä  dans  Tangle  des  x^  y  positifs;  par  suite 

seront  les  ^quations  des  deax  normales  aux  extr^mites  du  dia- 
metre  2pi  conjugu<^  4e  2p. 

II  suflfira  d'äliminer  q  entre  les  deox  i^quations   precödentes, 
pour  avoir  requation  du  lieu  demand<^. 

Pour  faire  cette  Elimination,  nous  poserons 


ce  qui  doone 


(18) ^+^  =  c«. 


et  cbange  nos  equations  en 

by  Y  +  axX  =  ±  c. 

De  Celles -ci  nous  tirons 


_  ±c{ax  +  by) 


Si  nous  mettons  ces  valeurs  dans  T^quation  (18),  nous  trou- 
verons 

(fl«jr«+^V)!       (/i^arg  +  6V)g        ^ 
(ax\by)'^     +     (ax-by)^    ==  *" ' 
oo 

(LXX)  .    .    .      (««ar«  +  Ä V)'  =  c*  (««o:«  —  6 V)^ 
pour  requation  du  lieu  demandö. 
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Elle  repr^sente  une  courbe  du  sUieme  degr^»  symelrique  par 
rapport  auz  deux  axes  de  rellipse,  et  passant  par  8on  centre. 

67.  Probleme  IT.  D^terminer  le  lieii  des  interi»ec- 
tions  des  normales,  nien^es  par  les  extr^niites  des 
dianietres  et  par  les  extremit^s  des  syniätrique«  de 
leurs  conjugu^s. 

Les  ^quations  des  premieres  normales  seront  toujour« 

ax by 

tandisqae  Celles  des  seeondes  seront 

Elegant  les  deux  raembres  de  ces  equations  an  carre  et  re- 
tranchant  les  r^sultats,  on  trouve 

(«.a:«-6V)(^,-^0  =  *'' 
ce  qai  donne  les  deux  droites 

(l-XXI) y^i^i'^ 

pour  le  lieu  cherche. 

Snr  chacun  des  axes  on  prendra,  de  part  et  d'antre  du  centre 
une  longueur  ögale  ä  Taiitre  demi^axe;  par  les  extremites  de  ce^« 
longueurs  on  ni^nera  des  paralleles  aux  axes;  on  fonnera  ainsi 
an  rectangle»  dont  les  deux  diagonales  seront  le  lieu  deniande. 


$.  Ym.    D^termiiiatien  des  Clements  de  Thiperbole  en  raley r 
des  rayons  Tecteurs  et  du  rayön  central. 

€8.  Supposons  Thyperbole  rapportee  ä  ses  axes  et  repre- 
seot^  par  T^quation 

(1) aV~<^^*Ä:2=:— (1*6«. 

Les  el<^ments  de  cette  courbe  peuvent  se  d^duire  de  ceux  de 
rellipse»  en  changeant  dans  ces  derniers  les  signes  de  b^  et  r  et 
en  y  rempla^ant  l'angie  9  par  90®  —  tp» 

Theil  LI.  11 
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M.    Noas  obtenons  ainsi  Ies  valeurs  soivantes. 

Coordonn^es  d*aii  point  de  l'liyperbole  en  ralear  du 
rayon  central. 


a). 


j:  =  ±?^P«+ä«.    »  =  ±3V1*=^, 


ab 


«y  =  dt  7,  V"(f«-a«)(p«+A«). 


B»jon  eentrftl  et  dist»iiee  foe»le  en  ritlear  des  r«- 
jona  reeteurs  et  de  l'angrle  eomprls. 


(11) 


p*  s  a*  -|-  TT'eoB^q>f 
c*  =s  a*  +  rr*  «in  •  ^. 


Bayon  eentral   en   fonetion  des  axes   et  den  rayons 
Teeteurs. 


(III) 


^«=a«-6«  +  rr'. 


Th^r^me  L  Le  carrö  da  rayon  central,  menö  en  un 
point  de  rbyperbole>  est  ^gal  ä  la  diTf^rence  des  car« 
rds  des  demi-  axes,  augmenti^e  du  prodait  des  rayons 
vectears. 

Coordonn^es  d*an  point  de  rhyperbole  en  fonetion 
des  axes  et  des  rayons  Tcetears. 


av) 


c  c 


ab 


«»  =  ±  ^  V(a«  +  rr') (ly-ft«). 


▲nfle  des  r»7*ii8  Teeteurs  en  Tslenr  de  ees  rayens 
et  des  »xes. 


(V). 


sin^  = 


;^,       C089 
b 


tang9)  = 


v;y^^  =  v 


p»-a' 


;*» 


i 
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(VI). 


a.n2v  = -, = ^ 

,      „        26V  rr'— 6«      26V^^*^^« 


Coordonn^es  d*aii    point  de   rkjperbole   en   Taleur 
des  rayons  Teeteurs  et  de  Tancrle  eonipris.    Paisqae 


(2) 


OD  a  aossi 


(VII)  . 


«  =  ± — Kl — =  + 


2c 


4c 


6« 


y  =  ±  — cotaog^), 

fit      r'«-r« 
a!y  =  ±  ^X  — j —  X  cotaogy. 


ndordme  11«  L'abaciaae  d'on  point  de  rbyperbole 
est  dgale  k  la  diffdrence  den  carrdn  den  rayonn  vec- 
tearn,  dWisde  par  la  double  dintance  focale;  et  Tor- 
doonde  ent  dgale  an  carrd  de  l'axe  non  trannTerne, 
moltiplid  par  la  cotangente  dn  demi-angle  den  rayonn 
vectenrn  et  divind  par  la  demi-dintance  focale. 

70.  Nonn  obtenonn  enauite  pour  len  tangenten  et  lea  normalen 
et  tont  ce  qal  en  ddpend,  len  exprennionn  nnivanten. 

InelinnisonB  de  In  tnngente  et  de.  In  nermnle  sur 
les  nxes»    Puinqne 


a«y' 


il  vient 
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164    Dostor:  Heiatfons  twuvelles  enire  ies  tanpeutea,  normales  etc. 
t         «,  *T     äaT^^+S*       hArT^Trr'       r*+r^ 

(V!Il)^sinr=cosZV=-V  V-=cV  "V^-IT  ^'"^' 

/n        .     Ttr      «ir?^^^       a^rrr'—ö^       r' -r 

cos  r=  sin  iV=-  V  ^ — r-  =  -  V  r-  =  -o —  cos  tp. 

cl      rr'  c  1       TT  2c 

Th^ordme  EU.  F.  Les  cosinua  des  aivgles  que  fait  la 
tangente  avec  Taxe  tranaverse  et  le  rayon  vecteur, 
sontentre  eiixconime  l'axe  transversa  estäla  distance 
focale;  2^.  les  sinus  de  ces  angles  sont  entre  euz 
comnie  la  soniine  des  ray ons  vecteurs  est  a  la  distance 
focale;  3^.  les  tangentes  des  niemes  angles  sont  entre 
eux  comnie  la  sorome  des  rayons  vecteurs  est  k  leur 
difference. 

Tangrentes. 


(IX) 


=  - V^colT, 
a 


|r=    ^ 


cosT 


(X) 


j,  ^  6^ 2rr*  cos  y 

asinijotangT  r'-^r      ' 

■  y,  ^atangf^  r' +  r 
sin  qo  2cos<jp' 


Th^ordme  IT.  F.  Le  produit  des  deux  tangentes»  l'une 
vers  Taxe  des  x  et  Tautre  vers  Taxe  des  y»  est  egal 
au  produit  des  deux  rayons  vecteurs. 

2^.  Le  produit  des  coordonn^es  du  point  de  con- 
tact  est  ^gal  au  produit  des  rayons  vecteurs,  multipll^ 
par  le  demi-sinus  de  la  double  incllnaison  de  la  tan- 
gente sur  Taxe  transversa. 
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T  ~  e»  +  6»  ~  rr'  +  a«  ~  a« 
cot*  <p. 


~(r'+r)« 


c«Vrr' 


(XII) 


Y   (it'+  a«)(nr'  — 


2c« 

(r'+r)  cos  91 

I-+  —  c* 

c»  '2c* 


~  V^rr'(rr'  +  o»)(rr'— 6«)"~  (*•'+»•)"•' cos 9)' 
Sous-tantrentes. 


(XIII) 


r'— r       b'     ^ 
V+pXycot^p. 


=  — i^tangijp. 

(XIV)  .    .   ;  6«_r'«-r»     , 

Th^otdme  T.  Le  produit  des  deaz  80us  •  tangentes 
est  ^gal  au  produit  des  rayons  vecteurs^  raultipii^  par 
le  demi-sinus  ds  la  double  inciinaison  de  la  tangente 
sor  Taxe  transverse. 

Xocmales. 

(XV).   . 

^  iV'  =  -^  =  -V^;y  =  — -. 

cosiV      6  sin  <)p 
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Tk^rtme  TL  Cbaqoe  normale  est  ^gale  k  la  racioe 
carräe  du  prodoit  des  rayona  vectenrs,  mnltipliöe  par 
le  rapport  de  l'axe  non  adjaceot  k  Taalre  aze. 


(XVI) 


N.  N'  =  r/. 


Tk^oriae  TIL    L«  prodoit  des  normales  est  4gal  au 
prodnit  des  rayons  vectears. 


(XVII).   . 


1 


asiD*9i 


1 


1 


■"■  »r/  —  _A  ^  » y ;  — 


.29~ZV'  — «6^V^ 


rr 


c*      sin« 


Th^ortae  YIIL  Les  deax  normales  sont  entre  elles 
comme  lea  carr^s  des  axes  non  adjacents  de  l'by- 
perbole« 

Sous-normales. 


6« 


6« 


"  ac      '  üc 

c       r  — -r 


(XVIIl). 


«'  =  *taDg^=  ^  ^««-««  =  ?- V^rr'-6« 


Ac 


6c 

=::  —  XCOtf). 


\  n«'=4iT'8in22V: 

Th^rimeEL  Le  produit  des  soos*normales  est  ^gal 
au  produit  des  rayons  vectenrs  multiplU  par  le  demi- 
sInus  de  la  double  inclinaison  de  la  normale  sur  Taxe 
transverse. 

71.  Projeetions  des  tangrentes  et  des  normales  sar 
les  rayons  Teeteurs. 
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de»  eeurbet  en  ginirat,  avtc  appUeattoiu.  \Q^ 

ft—a*         rr'—b*        2(r/—6«) 

(XIX)   . .  ^  SS  -f  .     cot  g>. 


(XX) 


(XXI). 


6  ft  6« 

f  Tcos^  X  y  C08  9  =  ^* — a*  =  6*  cot  9, 


Th^r^me  X,  Si  l'on  projette  les  deux  tangentes  sur 
les  rayons  vecteors, 

P  la  projection  de  la  tangente  vera  Taxe  des  y  est 
^gale  k  la  demi -somme  des  rayons  vecteurs; 

2^  le  prodnit  des  deux  projections  est  ^gal  k  la  dif- 
f^rence  des  carrös  du  rayon  central  et  du  demi-axe 
transverse>  ou  ^gal  au  carr^  du  demi-axe  neu  trans- 
▼  erse  multipliö  par  la  cotangente  du  deini-angle  des 
rayons  Tecteurs. 

Thterl^nie  XI,  Si  l'on  projette  les  deux  normales  sur 
ies  rayons  vecteurs^ 

P  la  projection  de  la  normale  vers  Taxe  des  x  est 
la  troisi^me  proportlonnelle  au  deml-axe  transTerse 
et  ao  demi-axe  non  transverse; 

29  la  projection  de  la  normale  vers  Taxe  des  y  est 
^gale  au  demi-axe  transverse; 

3^  le  produit  des  deux  projections  est  ^gal  au  carr^ 
du  demi-axe  non  transverse. 

Projeetions  des  rayons  reeteurs  sur  la  tangente  et 
la  normale. 
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(XXII) .../ 

(r'cos  9)  =  Y  -  (rr'-^ö^  =1^  te*-«^  =  ^  V  ^  ^'**^- 

(XXIII).   .   .  rsing)  =  6y  J,     r'sin9  =  6y  ^; 

\  rsiiig)Xr'sing)  =  6*. 

Th^ordme  XEL.  I^  Le  proiluit  des  perpendiculaires 
abaiss^es  des  Foyers  sur  la  normale,  est  egal  a  ta  dif- 
ference  des  carres  du  rayon  central  et  do  demi-axe 
transverse 

2^  Le  produit  des  perpendicu  laires  abaiss^es  des 
foyers  sur  la  tangente  est  constaot  et  egal  au  carre 
du  demi-axe  non  transverse. 

72.  Bistanees  du  eentre  aux  interseetions  des  nxes 
a?ee  la  tangente  et  la  normale. 


ioN  =v  =^W+^=^V^+T^=^Xc, 
VI).. 


Th^ori^me  XUI.  P  La  distance  du  eentre  ä  rhiter- 
section  de  la  tangente  avee  Taxe  transverse,  est  k  la 
demi-distance  focale,  comme  la  difference  des  rayons 
vecteurs  est  ä  leur  sorame; 

2^  La  distance  du  eentre  ä  Tintersection  de  la  nor- 
male avec  Taxe  transverse,  est  k  la  deml-distance  l'o- 
cale,  comme  la  somrae  des  rayons  vecteurs  est  ä  leur 
difference. 

Th^or^me  XIT.     P   La    distance   du  eentre   ä   Tinter- 
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«ection  de  la  tangente  avec  i'aze  non  traiiBverse,  e«t 
«gaie  ^  la  demi-distance  focale  mollipliöe  par  la  tan- 
geote  da  deroi-aagle  des  rayoos  vecteors; 

V  La  diatance  du  ceiitre  k  rintersection  de  la  nor- 
male avec  Taxe  non  transverse»  est  ^gale  h  la  demi- 
distance  focale  maltipli^e  par  la  cotangente  du  denii* 
aogJe  des  rayons  Tecteurs. 

(XXVII) w  =  tV  =  c* 

(XXVIII)  TT'  =^X  «•tangg»,     vv'  =  ^Xc^cotaog^; 

(XXIX)  .   .  ,4+^,=  ^a.    -•  +  ^'-SSJ' 


(XXX) v«  +  i/«  =  c*(^,+  ^,). 


Th^ertme  XY.  La  demt-distance  focale  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  distances  du  centre  auz  in- 
tersections  de  la  tangente  et  de  la  normale»  soit  avec 
Taxe  des  x^  soit  avec  Taxe  des  y. 

Th^ordme  XYI.  1^  La  sommedes  carres  des  inverses 
des  distances  du  centre  aux  intersections  de  la  tan* 
gente  avec  les  denx  axes»  est  ägale  au  prodoit  des 
rayons  vecteurs,  divisä  par  le  carrä  du  produit  des 
demi-axes» 

2^  La  somme  des  carrös  des  distances  du  centr^ 
aax  intersections  de  la  normale  avec  les  deux  axes, 
estögaleä  laquatridmepuissancede  la  demi-distance 
focale,  mnltipliee  par  la  somme  pr^c^dente. 

BIstanees  du  eeatre  H  la  tangente  et  H  la  normale. 


(XXXIi) 


[dd'  ^—Xxy  =  ic*sin27'. 


n^rime  XYII.    Le  produit  des  distances  du  centre 
ä  la  tangente  et  ä  la  normale   est  egale  au  carrö  de  la 


n* 
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lÄft    Dostor:    ^^^^^^^^ 

'^^  «t/5r<?  4e8  tangems,  normo 

i  r ,  ^.^'''' 

(XXII)  J"''"  "^    =V.^(-'-6^)=.V^^^^^  .^,...Wel, 

(XXUl).    •      .      -»-sinipz^Äl/^ 

(XXIV)     .    .  S^^o^9»<r'co«<p^^2  ,^         ^, 

^  rsi„^>^  '/^  ""r'  +  r^^^^- 

TlL^OY^m^e   xn.    10    1^^ 
abaisB^es   desfoyers^  ^^,  perpen^icnl^lf^^  ölev^es  par 

f^rence      <\es    carres  ..^  rV^"^  ^ecteurs,    renconfreot   h 

transver^e  «]?5/»'"'*^*  ^"®  '^^^  directrice». 

^  .1«*»"     '^ 

a«    I.e   pro.l,  ^j,,„»  dlrectrice    determlne    sgt  la 

du  demi-ax  ^;;i,,#  «»*' ^»y»»»  "«««eurs  est  i  lear  diff*. 


a  V  e  c    l  •.■ 


«    5*r»*"** "**""*"*•  P"»^  1»  tansente  et  U  nor- 
;*,,i««''e«trlceg. 

rtpr^Motee  par  I  equation 


(3> «V— **x«  =  a«6« 


p^  ^pllquer  4  cette   hyperbole  ies    formnies    pr*«5dente8   ii 

De»ig«ons  par  x,,  y,   i««  coordonniJe«  d'un  poiot  M    A^  U 
coarb«.  par  p»  le  rayon  central,  par  r     r  '  I««,  ^     ®   * 

p„  2^  rangle  coropris.  ^       "    '   '*'  '*y""«  vecteurs,  et 

Eo  falsant  Ies  changements  Indiq«^«.  „o„  obtenoos 
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N  -±       4c       • 

"  Vr,ri'  —  o«=±  — cotang9)i. 

f        y  /« yS 

un^es  da  point  iKf|; 

l>our  les  Taleurs  de  ^|  et  c  cn  fonetion  de  b,  r^  ti    et  tpi ; 
(XXXVII) ^i*  =  6*— a*  +  riri' 

pour  eelle  de  ^|  en  fonetion  de  a,  6,  rj  et  r^'; 

(xxxviii))  =V^r?' 


taDgg>i  = 


a  a 


^fTir^'-^Q!^       V?,«-6* 


poar  la  Taleur  du  demi«angle  q>i   eompris  entre  les  ra- 
jons  Ycetenre;  enfin 

cos  29)1  =  — ^  ^ ;     =   *  ^  ^  , 


(XXXIX)<    8iu2g)i  = 


.tang2g)i  =    2a«— •'—-'~~ — 0.2— /.« 


pour   la  Taleiir  de  Tangrle  29)1    eompris  entre  les  rayons 
Teeteurs. 

76.     NoDs  trouvoDs  ensuitc  • 
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deroi-distance  focale  multiplitf  par  le  demi-siDas  de  la 
double  inciinaison  de  latangente  sur  Taxe  transverse. 

73.  Seirments  d^termin^s  par  les  direetriees  sar  la 
tangrente  et  la  normale. 

I  cosg)  cos9> 

(XXXIII)....; 

\  r'+r      C099  p'+r      co8(p 

Th^ori^me  XYIII.  Les  perpendicalairea  ^lev^es  par 
les  foyers  sur  les  rayons  vecteurs,  reticontreot  la 
tangente  anz  meines  points  que  les  direetriees. 

Th^ordme  XIX«  Chaque  directrice  determine  sar  la 
tangente  et  la  normale  des  Segments  qui  sont  entre  eax 
comme  la  somme  des  rayons  vectears  est  ä  lear  diff^- 
rence. 

74.  Segments  d^termln^s  par  la  tangente  et  la  nor- 
male snr  les  direetriees« 

(XXX1V)...5X=^.    l«'^'  =  c-|?^- 

75.  ülemeiits  de  l'byperbole  eonjoffuee*  Cette  eourbe 
est  repr^sent^e  par  requation 

(3) aV-**«*  =  a'**- 

Pour   appliquer   ä  cette   hyperbole  les    formules    pr^ci^dentes    il 
suffira  d'y  ehanger  d  en  ö^  x  en  y  et  r^iproqaement| 

Desigiions  par  Xi ,  yi  les  coordonn^es  d'un  point  Mi  de  la 
conrbe,  par  Qi  le  rayon  central,  par  ti,  Vi  les  rayons  vecteurs,  et 
par  2{pi  langle  coropris. 

En  faisant  les  cbangements  indiqnes,  nons  obtenons 
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•* 

(XXXV)  lx=-tl  ^^Ö^^*  =  ±  7  Vr,r,'-o«=  ±  ^otangvi. 


_^r."-r,« 


f*y  =  ±^^(ftH«*)((?i«-6*) 


=  dt  ^V  (r.r»'-a«)(r,r,'+6«)  =  ±  ^x'^LLjl'cot,»,. 


pour  les  ooordouD^eB  du  polnt  M^', 

(p,*  =  6*  +  r,r,'cos«9),, 

pour  les  Taleurs  de  Qi  et  c  cn  fonction  de  b,  t^,  r^'  et  qii ; 
(XXXVII) pi*  =  6«— a*  +  riri' 


(XXXVI) j(?.«  =  6«  +  r,r,'co8«. 

U*  =6«+ r,r,' sin«  <i 


pour  eelle  de  ^  es  fonction  de  a,  b,  ti  et  r^'; 

(xxxviiix  =V^*' 

a  ü 

tang9>i  =  ^      ,         =  ■:  /    .     ., 

poor  la  Talenr  du  denii«angle  9>|   eompris  entre  les  ra- 
JOBS  Teetenre;  enfin 

.„«9„   _  2ci«-rir/       p.«-c« 
cos2y»  =      ,^,^,      =  -^^^. 

(XXXIX)^    3in2..='^?^^^-=?^^?^'. 

pour  la  Talejir  de  Tangrle  t^^    eompris  entre  les  rayons 
Teetenrs. 

76.     NoDs  trouvoDS  ensuite  * 
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,   »in  T,  =  cos  iV,  =  ?  V  —^  =  ?  V^^ 
(XL)  .   .  ^  '       c  ▼     r,ri'         et       nn' 


COS 


ponr  leg  inellnalsons  <e  la  tsn^ente  et  de  Is  normale  enr 
l'axe  transTerse; 

(XLI) . . .  /  


(r.  = 


2r|r/co8  y. 


(XLiI) 


6811)  9)|  tang  7\  ri'!**! 


^    '  8ID9,  Scos^i 


(XLIH)  r,.r,   =  r,r,  'jy      (n+r,')«*^*  '^  =(r,'+r,)«8ln«^  ' 
pour  lee  valeurs  des  tangrentes; 

n    -  HQi*-b*)   _  6(r,r/-^a')  _  n'-r,      g« 
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(XLV)  li<i'  =  ^  V  ((>,Ha>)(pi«-6»)  =  5  V  (r»r/+6*)(nr,'-«») 

poar  les  sous-tangentes  et  leur  prodait; 
77.    Pais  00118  obtenons 

pour  ies  normales  et  leur  prodn^it; 
(XL  VII) 


«,'  =  Sv*?^«=  £vnr,'-o«=^Xcot^. 


oc     '*  «c 


ponr  ies  ralears  des  sous-normaleB  et  de  lenr  prodait. 
78.    On  verra  eofin  qae 

rm  gi'-fe«    _  rir/-tt«    _2(rirt^-a«) 

2a«        ^ 
(XLVIII)  ^  =  ?/+;7<'®*«*i' 

|T/co«y,:=  v:^?q^= v7rr7T*'=  '^; 

(XLIX)    .   .  / 


a"»'>'^\r, 


nn 
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8ont  les  projeetions  des  tangentes  et  des   normales  sur 
les  rayons  Tectenrs  et  donnent 

Ti  cosg)i  X  ^i'ücßg?!  =  Qi* — 6*  =  a*cotgp| , 

Ni  8inq)iXNi  6iDq)i  =  a*; 

puis  quo 

fec  bo rt^— rt 


(L) 


(LI) 


(,  ac  ae  . 


sont  les  distances  du  eentre  ans   Intersectious  des  axes 
ayee  la  tangente  et  la  normale,  et  que 

sont    les  distances  du  eentre  ä  la  tangente  et  ä  la  nor- 
male. 

79.   Les  Segments  d^termin^s  par  les  directriees  sur 
la  tangente  et  la  normale  seront 

*     *  COSCpi  *     *  COSOPi 

et  OD  aura  pour  les  segmeuts  compris  sur   les  direetriees 
entre  la  tangente  et  la  normale 

(LIV)  .   .   .   .Äi^i=ein;?77'     •^'^*'^''  =  ^rf"nÄv 
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80.    Sapposons  qne  les  deaz  diamMres  2^»  2pi  soient  con- 
jttguäs»  de  Sorte  qae 

(4) 9«— Pi*  =  a«-6*. 

Combinons  cette  ^quation  guccessivement   avec  chacaoe  des 
suivantes 


et  Dons  trouvons 


■+rir,'. 


(LV) ()*  =  r|V,    Pi«  =  rr'. 

Theordme  XX.  Dans  Thyperbole,  toat  rayon  central 
est  moyen  proportionnel  entre  les  deuz  rayons  vec- 
te\iTS  men^s  ä  reztr^mit^  du  rayon  correspondant 
dans  rhyperbole  conjuguöe. 

81.  Si  nous  retrancbons  l'une  de  Tautre  ces  deuz  derniöres 
«^galitäs  et  que  nous  comparions  le  r^sultat  ä  (4)  nous  obtiendrons 

(LVl) riV-rr'  =  ««— 6« 

Theordme  XXI.  Dans  deuz  hyperboles  conjuguees^ 
la  difförence  des  produits  des  rayons  vecteurs  mentfs 
ä  deuz  points  conjuguäs  est  constante  et  ögale  k  la 
diff^rence  des  carräs  des  azes  transverses. 

82.  Nous  avons 

t'—t  =  2«:,    r/— ri  =  26, 
d*oü  nous  tirons 

(r  +  /)*  =  4a«+4rr',    (n  +ri')*  =  46«+4riri' ; 
retrancbant  la  seconde  egalit^  de  la  premi^re,  il  vient 

(r  +  r')*-(r.+riO*  =  4(a«-6»)-4(riri'-rr'); 

mais,  en  vertu  de  la  relation  (LVI)  le  second  membre  est  nul;  on 
a  donc 

(I^VII). r  +  r'=ri+r/. 

Th^OT^me  XU.  Dans  deuz  hyperboles  conjuguees, 
les  soromes  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  ä  deuz 
points  conjugu^s,  sont  Egales. 

83.  Puisque 
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ri'-ri  =  26, 
II  vient 

(LVIII).   .   .   .T^' —  a-^b-^r,    ri=a— 6  +  r 

poar  les  valeurs  des  deux  rayons  vectears  qui  aboutis- 
sent,  daDS  lasecotide  hyperbole,  h,  l'eztr^niitä  da  ra> 
yon  coDJagaö  de  q  aaqael  aboutit  r. 

b4.    Les  relations  de  eondition 

traDsforment  les  ezpressions  (XXXVIII)  et  (XXXIX)  dans  les 
saiyantes : 

/» ivx      •             ^                     V  ^*— a*     ^  a 

(LIX)    sio 9i  =  -*    cos 9i  =  — ^^- ,    tong 9,  =  ./.-- — ^ ; 

(US)  .  .  .  Bxn^tpi  = -jl ,  cos  2^1  ^=z- — ^ — , 


taDg2g>i 


2«Voäzr; 


^1-     ^«-2a«    • 
85.    Noas  avons  tronvtf  au  n^  69,  forrnuies  (V)  que 

C0S9  =  — ' ,    tang  9  = 


si  nous  coroparons  ces  valeurs  ä  (LIX),  nous  obtiendroDs 

/LXD  cosy  _  2p       cotanyy  __2a 

^        ;  •   •   •   •    cQgy^       2pi'     cotangg?!      26* 

Th6or<Kme  XTTT,  Dans  deux  byperboles  conjugaäes, 
si  l'on  m^ne  des  rayons  vecteurs  aux  extrömitös  de 
deax  diam^tres  conjuguös,  P  les  cosinas  des  demi- 
angles  compris  sont  entre  eax  comme  ces  diamötres; 
2^  les  cotangentes  des  m^mes  angles  forment  un  rap- 
port  constant,  ägal  au  rapport  des  axes  transverses. 

86.  Divisons  la  premi^re  des  relations  (LXI)  par  la  secoode, 
il  viendra 

(LXII) ...    ^?.=  |1:|. 
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Th^r^me  XTV.    Dans  deaz  hyperboles  conjagn^es  le' 
rapport  de  deax  diamdtrea  conjngu^a,   divis^  par   le 
rapport  des  azes  transverses»  est  ^gal  aa  rapport  des 
sinas  des  denii-angles  eompris  entre  les  rayons  vec- 
teurs  qui  aboutisseot  aux  exträmitös  de  ces  dlametres. 

80.    Les  coordonn^eS  de  reztrtfinitä  d6  (>taDt,  d*apr^  n^  09, 

y  =  -  V^p«— a«  =  -  Vtr^—öl^  =  —  cotangg), 
Celles  de  rextrömit^  de  Qi  seront,  eo  vertu  de  la  forniule  (XXXV), 

(LXIII).. 


[Xi  Ä  -  W  Q^—a^  =  -Vit'— 6*  =  —  cotang^. 


OD  en  tire 


(LXIV)  .   .  xy  =  a?,yi  =^  \^(()«-a«)(()«+6«) 


=  ^  V  (rr'+a«)(iy-6«)  =  ^X^Xcotangy. 

87.  Neue  trooTODS  eDsuite 

cosr,  =- ^ =  -. ^ =  -cotangg,. 

poiir  rmelinaisoD  sur  Taxe  transverse  de  la  premr^re  hyperbole, 
de  la  tangente  menöe  dans  la  coojugaöe,  ä  rextr^mittf  M^  da 
diam^tre  doDJugu^  de  2^. 

88.  Les  tangentes  et  les  Dormales  en  üf]  seront 


TktU  LI«  12 
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<LXVII) N,^^.    N,'=K 

d'oü  on  tire 

(LXVIII).  .  •     7ix7\'  =  ZViXiV,'  =  ^» 

Th^ordme  XT.  Dans  deux  hyperboles  conjuguees,  le 
produit  des  tangentes,  nieD^es  dans  l'aoe  d*elles  ä 
l'eztremite  d'un  rayon»  est  ägal  au  produit  des  nor- 
males» et  aussi  egal  au  carr^  du  rayon  coojuguö  dans 
l*autre  hyperbole. 

89.  Notts  ebtenons  pour  les  sous-taogeotes  et  les  sous-nor- 
males: 

(LXIX)  < 

1a^ ^r  ^  .  .^      o*./ — 7-7-5      «•(r+r') 
«/  =  iliV'e*^^*«  -V rr'-6*  =-cotaög9>; 
d'eu  il  notts  vient 
(LXXI)  /j<i'=:nin/==ariyi  =  «n'=«'  =  ^X — ^ — Xcotang<|>. 

Thdordme  XYL  Daus  deux  hyperboles  coojuguös,  si, 
par  les  extr^mitös  de  deux  diamötres  conjugu^s,  od 
m^ue  des  tangentes,  le  produit  des  sous-tangentes  et 
celui  des  sous-normales,  par  rapport  k  l'extrömit^ 
d'uu  diamötre,  sont  ^gaux  entre  eux  et  ^gaux  aux  me- 
mes  produits  par  rapport  a  Textröniite  du  diamötre 
conjugu^,  et  ces  produits  sont  encore  egaux  aux  pro« 
duits  des  coordoonäes  des  points  de  contact. 
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00.  Les  projectioR«  des  tangeote«  et  des  normales  en  Mf 
snr  les  rayoos  vecteors  seront 

!7\cos9|  =    ,  ^coty,      7\'cos9>|  =     o    > 
qS 
iVisin^i  =-T->    j!Vi'sing>|  =6; 

mais  nons  avons  trouv^ 

26*  r-fr' 

Tcogyss        /Cosy,     r'cosy  =     ^    ; 

2Vsing)  =  — »  iV'sing)  =  a; 

d*oii  nons  tirons 

(^ujLAiii;  y,^  ^^^^  -  /V/«iog)|  -  Ni  sin y^  -^  2a ' 
(LXXI?)  .  •  .  7|CosyiX7i'cosyi  =a6cot9>, 
(LXXV).   .   .   .   JVisioyiXiV'sinyi  =o«, 
(LXXVI) 7"cosy=  7\'cosyi, 

^  -^       xV'siny       r'— r       iVi'sinyi       ri'  — r| 

Tb^rdme  Xm.  Dans  deux  hyperboles  conjngoees, 
si  Ton  mdne  des  fangeuteset  des  normales  par  les  ex- 
tr^mifös  de  denx  diamdtres  conjngu^s,  et  qn'on  pro- 
Jette  ces  lignes  sur  les  rayons  vectenrs, 

P  le  rapport  des  projections  des  tangentes  Ters 
Taxe  des  x  est  ^gal  an  rapport  inverse  des  axes; 

29  les  projections  des  tangtntes  vers  Taxe  des  y 
sont  Egales  entre  eUes; 

3^  le  produit  des  projections  des  denx  tangentes  k 
Textr^mit^  d*nn  diam^tre,  est  ^gal'an  prodnitdes  axes 
transTerseSy  roultipli^par  lacotangente  dademi-angle 
conpris  entre  les  rayons  vecteurs  qni  abontissent  a 
Textr^mitö  dn  diaro^tre  conjugn^; 

4^  le  prodnit  des  projections  des  denx  normales  k 
rextr^mit<^  d'an  'diametre  est  ^gal  an  carrö  dn  demi» 
axe  non  transverse; 
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5^  le  rapport  des  proje^tfons  de  la  täfigente  et  de 
la  normale  vers  Taxe  des  y  est  ^gal  au  rapport  "de  la 
Bomme  des  rayoos  Fecteurs  k  leur  diffärence. 

91.  Nous  sFons,  pour  les  distances  da  centre  aux  intersec- 
tioos  des  azes  avec  les  tangentes  et  leii  normales; 

bc^ bc  Uc 

,  ac  ac  ac^ 

(LXXIX)....  j 

[vi'  =  -  V^p«— a*  =  ^  V^rr^'-b*  =  -•  cotang^ ; 

mais  au  n^  72  nous  avons  aussi  troorä 

r'+r 
V  =  -^^ ><  c ,    v'  =  ccotaug  fp. 

Comparant  ces  valeurs  et  les  pröcädentes,  on  voit  qne 

(LXXX).  .   .   .    --j^=^«^i±5, 

(LXXXI)  .   .   .  tv  =  t'v'  =  TjVi  =  t/v/  =  fi 

r'— p 

(LXXXII)  .  J  ♦ 

vv'  =  V|Vi'  =  JT^-Xc*  cotang  9. 

Th^ori&me  XYIIL  1^  Les  tangentes  raenöes  aus  «xträ- 
mitäs  de  deuz  diamötres  conjugu^s  eoopeot  ehaqoe 
aze  k  des  distances  du  centre»  <ln\  soot  entre  elles 
comme  le  premier  aze  est  au  secbnd; 

2^  les  produits  des  distances  d^termln^es  par  les 
tangentes  sur  les  deuz  azes  söntögaux»  ainsi  quecenz 
des  distances  form^es  par  les  normales; 


Digitized  by  VjOOQIC 


d$$  courdes  en  ffän^al,  avee  appüeations.  181 

8^  chacaii  de»  premters  prodtiits  divisö'  par  Vtn  des 
secoQds»  est  6gä\  aü  earr4$  du  rapp-^rt  de  la  dlfföreoee 
des  rayons  vectears  ä  lear  somme»  multiplid  par  le 
carrö  de  la  tangente  da  demi-angle  compris  entre  ces 
rayons. 

92.  Les  distances  dtt  ceDtre  k  la  taogeote  3\7^'  et.^  la 
nonnale  Ni^i'  seront»  d'apr^s  (LH), 

(LXXXIII)rfi  =  ~,     rfi'=-.^.cot9  =  ~.2i^'.cotg), 
9  9       ^  Pi        ^ 


et,  corome  nous  avoas  troov^ 


,      ab       j,       b    r+r'       ^         a  n+r,'       .  r-irr' 

\\  vient 
(LXXXIIl  bis)  .  .   .    dQi^diQ:==abi 

(LXXXIV) rfd,  =  ?-^  ; 

99i 

(Lxxxv,..:  ..    |  =  |.=:5; 
fLxxxvi)     —  -  JL  -.?!:i:ii!- 1 « 1. 

n^ordme  XIX.  Dans  tonte  hyperbole  F  la  distance 
du  centre  k  chaque  tangente  est  ^gaie  an  produit  des 
demi-axes  divis«^  par  le  conjngu^  du  i-ayön  mend  an 
point  de  contact; 

^  la  distance  du  centre  k  chaque  normale  est  dgale 
a  la  demi-somroe  des  rayons  vecteurs  niends  au  poInt 
de  contact,  multiplide  par  i^  Cosinus  du  deml-angle 
compris*  • 

Th^T^me  XX^  Dans  deux  hyperboles  conjuguds> 
1^  la  diffdrence  des  inverses  des  carr^s  des  demi-axes 
traDsverses  est  dgale  ä  la  diffärence  des  inverses  des 
carr^B  des  distances  du  centre  aux  tangentes  mendes 
aux  extrdmitds  de  deux  diam^tres  conjuguds. 

^  le  rapport  des  distances  du  centre  aox  tanfgentes 
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et  le  rappört  de«  difitances  do  centre  aux  normales 
flont  ^gaax  entre  euz  et  ^gaux  au  rapport  des  diain^- 
trea  conjago^a. 

93.  Par  le  n^  79  noua  voyona  que  le«  directrices  d^tenDioent 
sor  la  tangente  3\7\'  et  la  normale  NfNi^  menees  en  Mi,  cod- 
juga^  do  M,  le«  «egment« 

l      *     *  OiCOSO)  '     *  (hCOBW 

(LXXXVII){ 

^"•^»  -  ft(r'+r)co89>'     *>^  "  pi(r'+r)co»v * 
mais  nons  avons  iijä  trooTtf  an  n**  73 


COflO)  GO80 

(LXXXVIII)  ' 


(r'-fT)co8^*  (*•'+»*)  cos  g> ' 

II  vient  donc 

[  €06^9  *     *  *     *  Pj"C08*g? 

(LXXXIX)  ^  ^* 


MLXMU 


(r'-f  r)*co8«g)' 
4ÄV 


\MiLiXM^L\  =  ,. .  ,o^  o     ; 

d'oü  Dou«  tirons,  en  vertu  de  (LXI), 
(XC) iir5xJJfS'=JI/,S,xil/iS|', 


(XCI) 


MiL^xJUiW  ö*' 


Tb^orl^me  XXI.  Dan«  deux  hyperboles  conjuga^es 
P  le  produit  des  deux  aegments  d^terniin^s  par  le«  di- 
rectrices sur  une  tangente,  est  ^gal  au  produit  de« 
deux  Segments  d^termin^s  par  Ies  directrices  sur  la 
tangente  menöes  du  point  conjnguö  du  premier  point 
de  eontact;   2^  Ies  produits  des  segroeots  form^s  sor 
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cbacaoe  des  normales,  sont  entre  eaz  comtne  les  azes 
traosverses. 

94.  Angle  4e  denz  diam^^tres  eonJagn^B,  En  d^sig- 
oant  cet  aogle  par  F»  noaa  trouverons,  par  un  calcal  aoalogne  a 
celoi  qui  a  et^  employö  poar  i'ellipse,  que 

.    ^       ab        a    ,  6  .  .        . 

81D  V  = =  —  8in  flp  =  -  SIO  »1   =  810  flpSlD  »1  , 

(XCII)  .    -  /  cos  F  =  Y  ^^[;—^XcoH<peosq>i9 

[tangF=Y  ^;ä:|rpX*a"^g9>tang9>i» 

Ib^rdme  XXIL  Le  sinus  de  l'angle  de  deaz  diam^- 
ties  coDJugues  est  ^gai  au  prodait  des  sinus  des  demi* 
angles  compris  eutre  les  rayons  veeteurs  qui  abontis« 
seot  a.Ieurs  eztrömitös. 

95«    CoDsid^roDs  les  denz  hyperboles  coojuguöes 

(6) aV— ^•^^  =  -  «*^*> 

(7) «V-**-»^*  =  «***' 

et  lears  aisymptotes  commnnes 

(8) y  =  ±-^i 

röqnation 

oea  Celle  de  la  taogeote  menee  k  (6)  par  Teztr^mitö  supörieure 
de^  et 

«yV^HÄ*.—  ^«  V  ^*-a«  =  abc 

sera  l'equation  de  la  tangente  meoee  k  (7)  par  reztreintt^  sup^ 
rieve  de  ^i  conjuguö  de'  q. 

Ges  deuz  tangeotes  coupent  les  denz  asymptotes  (8),  la  pre- 
miere  en  deux  poiots  E,  F  dont  les  coordono^es  soot 

, ae  ^         , Jbc^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


184    Dotior:  Reiaiiens  noupeiies  mUre  ies  tangentet^  normalet  etc. 


x"  = 


•t  la  second«  ep  deax  poinU  £|t  fi  doot  Ie3  coordonnöes  «ont 

.  ^  j^ — PC  ,^  __^ fec 

Si  on  compare  Jaa  valears  de  ;r'»  y*  et  ^r'^  y,  on  verra  qne 
les  deiix  poiotä  £>  F  se  coDfondent    La  distance  £iF|  sera 

/vniTix         *       2c>  2o6c 

HeDons  la  tangente  ^  (7)  par  rextr^mitä  du  rayoo  sym^trique 
de  ^i;  son  äquatioo  sera 

ayVp*+6*  +  6j:V  (?*-ra*  »  «Äc; 

eile  cöapera  les  deax  asymptoteB  eo  G^  Crj   doot   lea  eoordon- 
n^es  soDt 


^^ ac _^  ^ Ac 

^^^        ac  be 

^i  =  I7Ti=rS AiT-s— ü'     »1  = 


Noas  aurons  pour  les  distances  des  poiuts  d'iotersectioii 

<?£=<?F=  — V^«+6«  =  2Jr, 

c 

% 

c 

c 

La  loDgueur  2X  est  la  projectioo  d.«  diam^tre  2p  sar  Taxe 
transverse  2a,  et  2F|  est  la  projectioo  da  diaro^tre  coojoga^  2pi 
aar  Taxe  26. 

96«  Sapposoos  qoe  les  deax  hyperboles  conjoga^s  soient 
^qailatdres;  lears  ^quations  seront 

(9) y«— ar«  =  Ta*- 
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Si  nous  faisons  b=za  daiis  les  räsultats  pröcädents  nous 
aarons 

(XCIV).   .   .   .     ^«=;rr'  =  pi«,    c«  =  2a«; 

a                     V"p*— o*     ,  a 

s,n<p  =  -.     cosg,  = ^ ,    tangg)  =  ;^^.=-^^, 

«iii2(p  = ^ .    cos 2g)  = — ^ — ,  tang2y=     ^g_2flg~- 

Th^rdme  XXIII.  Dans  Thyperbole  equiiatere,  tont 
rayoD  central  est  moyen  proportionnel  entre  le«  deux 
rayons  vecteurs  qai  aboutissent  ä  son  extr^mit^. 

97,  NoQS  trouTODs  ensuite 

a?.  =  d:  \  -2-.     yi  =  1  V  — 2— 
poar  les  coordonnöes  des  extr^mitäs  de  deox  diam^tres  conjuga^a. 

98.  Nous  avons  apr^s  cela 

<xcv,..  r  =  r,  =  4^   r  =  r.'  = .  ^'^S' 

T.  r  =  p«. 

(XCVI)  ....     iV=  ^,  =  iV'  =  2V,'  =  p; 
(XCVl.)  ..,=  ,.  =  ^^^.    f  =  V  =v4^g;li- 

(XCVIll) ^+^,  =  ^^,. 

Th^ordme  XXIT.  Dans  l'hyperbote  ^qoilatere,  la  nor- 
male est  ^gale  au  rayon  central,  qui  est  moyen  propor- 
tionnel entre  les  deux  tangentes. 

Th^ordme  XXY.  Le  rayon  divise  par  le  produit  des 
soas*tangentes  est  ^gal  ä  la  somroe  des  inverses  des 
tangentes. 

12* 
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$•  es:.    D^terminstion  des  ^l^ments  de  Is  parallele  par 
le  rayon  yeeteur  e|t  le  paramdtre. 

99.  Inclinalson  de  la  tangrente  snr  Taxe.  Sopposona 
qua  la  paraboie  aoit  rapportäe  k  son  axe  et  ä  la  tangeate  aa  «om- 
met;  eile  sera  repräsent^e  par  T^quation 

(1) .^  .   .   .     y*  =  2;ia:, 

oü  p  est  le  paramdtre  de  la  courbe. 

Soient  x,  y  les  coordonnöes  d'an  point  de  la  paraboie»  r  le 
rayon  vecteur  men^  en  ce  poInt  et  ip  l'angle  quMI  falt  avec  la 
tangeate.    On  satt  que 

(I) 2r  =  2a:  +  p; 

L'äqaation  de  la  tangente  ^tant 

(2) Fy  =  p(Z+a:), 

on  a 

tang3P  =  P; 
il  vient  donc 

(II)...      .00.7-=   cos^=V^  =  V"V' 

ltaog7'  =  tangv  =  V^fe        =V^5^' 
d'ou  on  tire,  pour  riaclinalson  da  rayon  vectenr  aar  Taxe 

o     ^  "ZX—p  T — p  T-^p 
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100.  Yaleurs  dea  tangentes.     Lm   triaogle«   rectangles 
MPT,  MQT'  noos  donneot 

Th^rdme  L    La  taageol«    vers   Taxe   dea  y   eat   la 
moitiö  da  la  tangenta  vara  Taxe  das  x. 

101.  Produit  des  tangrentes.    On  troa?e 

(V) TxT'  =  2tx, 

Th^ordme  11^    Le  produit  dea  tangeotes  eat  egal   au 
double  produit  du  rayoo  vecteur  par  rabaciaae. 

102.  Yaleur  des  sous-tangentes«     Oo  a 

(VI).  . 


'  =54^=3''°*^=^  =  ^-''' 


iTon 
(VII) <^  =  ip<.     «'  =  a:y  =  g. 

TMorime  m.  La  sous -taDgeate  aur  Taxe  des  x  est 
I«  double  de  l'abscisse,  et  la  sous  •taogente  sar  Taxe 
des  y  est  la  moiti^  de  l'ordoDo^e. 

Tkterime  lY.  La  soiis- tangente  sar  Taxe  des  y  est 
mcyenn«  proportionnelle  entre  la  soas- tangente  sur 
Taxe  des  x  et  ie  quart  du  param^tre. 

103.  Yalears  des  normaleB  et  des  soaB'aormaleB. 
Par  les  triaogles  rectangles  MNP,  MN'Q  on  a 

(VIII)  .   .  \ 

/«,.  a^'  a;«(2a;-^p)_2ra:'      r(2r-|>)V 

"     -sin«!"-         p        -    p    -       ip       ' 
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(IX)  . 


t  =  .e..r  =  a=VT  =  V^. 


Th^ordme  Y.  Les  carr^s  de  la  tangente  et  de  ia  nor- 
male vers  Taxe  des  o;  sont  entre  eux  comme  la  doable 
abscisse  est  au  param^tre,  et,  par  suite, 

Les  Gärräs  de  la  tangente  et  de  la  normale  vers 
Taxe  des  y  sont  entre  eux  comme  le  paramötre  est  a 
la  double  abscisse. 

104.  Projeetions  des  taiigentes  et  des*  normales  sur 
le  rayou  Tecteur.    Ces  projeetions  sont- 


(X). 


(XI) 


T  cos ^  =  ^cotang g)  =  2a?  =  2r  —  p, 

T  C089  =  jf  sr  4(2r— p)  =  r  — |; 

iiV  sing)  =  ^tang^  :=  p, 
i^'sing)  =  o:  =  r  —  5- 


Th^ordme  YI.  8i  Ton  projette  les  deux  tangentes  sur 
le  rayon  vecteur,  la  premi^re  projection  sera  double 
de  la  seconde,  ^gale  ä  la  sous^tangente  sur  Taxe  das 
Xy  et^  parsuite,  ägale  a  la  double  abscisse. 

Th^or^me  Vll.  Si  Ton  projette  les  normales  sur  le 
rayon  vecteur,  la  premiere  projection  sera  ägale  ä  la 
sous-normale  sur  Taxe  des  or,  et»  parsnite,  egale  an 
param^tre,  et  laseconde  se^a  ^gale  ä  Tabscisse. 

105.  Projeetions  des  rayons  Tecteurs  sur  la  tan- 
irente   et  la  normale.    Elle  sont 

!r  C08  V  =  V"''^^r^^  =  *  V"2r(2:c-|-p)  =  \% 

Th^ordme  Tm.  Si  l'on  projette  le  rayon  vectear  sur 
la  tangente  et  lanormale,  la  premiere  projection  «era 
^gale  ik  la  moitiö  de  la  tangente  eur  l'.ixe  des  x,  et  la 
seconde  tfgale  ä  la  moiti^de  la  norniaiesur  raxodesdr. 
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106.  Distanees  du  sommet  aux  pieda  de  la  tangreiite. 
FaisoDs  SDCcesaivemeDt  FssO»  ^==0  dans  rdqoation  (2)  de  la 
taiigente;  dous  obteaons,  eo  valeur  absolue» 

IT  =Ä  =  r  — ^, 

et,  par  saite, 
(XIV) 't'«=1j»t. 

107.  Bistaaees  da  Bommet  aax  pieds  des  nornales. 
Nooa  ayoDS 

(XV) 


v'=,  +  «'  =  y+^  =  J(;,+:r), 


d'ou 


(XVI) ?;=£. 

V      y 

Th^orme  UL  Les  distaoces  du  sommet  aox  pieda  des 
normales  sont  entre  elles  corome  le  paramdtre  est  k 
l'ordonn^e. 

108.  Distances  des  pieds  dei  tangentes  aux  pieds 
des  aormales.    Ed  les  reprtfsentant  par  «,  ß,  od  a 

osn  +1  =T  +v  =2i?+p  =  2r; 
(XVII)...|(.  =  .'  +  .'  =  ^-^=*(r+«)-|  =  »^' 

Th^ordme  X.  P  La  distance  du  pied  de  la  tangente 
aar  Taxe  des  x  au  pied  de  la  normale,  est  ^gale  au 
double  rayon  vecteur. 

2^  La  distance  du  pied  de  la  tangente  sur  Taxe  des 
^  an  pied  de  la  normale»  est  une  quatridme  propor- 
tionnelle  entre  le  param^tre»  le  rayon  vecteur  et  l'or- 
donn^e. 

109.  Segments  d^termin^s  par  la  direetrlee   sur  la 
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tauf  ente  et  la  normale.    Soient  S  et  L  Ies  poinU  oü  la  tan- 
geote  et  la  normale  reDcootreut  la  directrice;  oo  a 

P 

r  —  ~r"  -^    ix    ' 

P 


N  '^     n     '^     ip 


d^oik 


(XViU) . 


r« 


110,  Segment  dftermin^  par  la  tangente  et  la  nor- 
male snr  la  direetriee.    Ce  segment  est 

jc      p  px  y* 

d*ciu 

(XIX)  .    , SL=:—. 

y 

Tb^or^me  XL  Le  segment  compris  sur  la  directrice 
eatre  la  tangeote  et  ia  normale  est  une  troisl^me  pro- 
portionuelle  ä  la  demi-ordonnee  et  le  rayoo  vecteur. 

111.  On  peut  traiter,  comme  cas  particuliers«  ceoz  oü  le 
rayon  vecteur  est  ^gal  au  paramdtre»  puis  k  Tordonntfe. 
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Calcal  des  rajons  des  deux  cercIes  qni  toachent 
trois  cercIes  tangents  deax  k  deux. 

Par 

Mondear  Georges  Dostor, 

Doctenr  ^  sciences 
Professear  de    math^atiques    k    Paris. 


Soient  A^  B,  C  les  centres  des  trois  cercIes  donn^s,  qai  se 
toachent  deux  h  dem;  O  le  centre  de  Fan  des  deaz  cercIes  qai 
sont  tangents  k  toas  les  trois.  D^signons  les  rayons'  de  ces  cer- 
cIes par  o»  b,  c,  r« 

Sapposons,  poar  fixer  les  id^s»  qae  le  cercle  O  seit  int^ 
riear  aa  triangle  ABC. 

Tirons  les  droites  OA;  OB,  OC.    II  est  Evident  qae 

OAssa  +  r,    OÄ=Ä  +  r,    OC=c-i-r', 
et  •        • 

BC  =  b  +  c,     CA^c  +  a,    AB:=za  +  b. 

Repr^sentons  par  a,  ß,  y  les  angles  BOC,  COA,  AOB. 
Paisqae  a+ß  +  y  =  3000,  neos  avons 

(1).   .   .  cos*a-f  cos*/}-|-<^os*}^ — 2cosacos/}cos7=  1. 

Or  le  triangle  OBC  donne 

(&  +  c)*  =  (Ä  +  r)«+(c+r)«— 2K6  +  r)(c  +  r)cos«, 

d'oa  on  tire 
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2bc 
C08a=:  I — 7T-T 

et,  par  «iiite 


cosa 

=  1- 

(6  +  r)(c  +  r)' 

COBß 

=  1- 

ica 

-(c  +  r)(a  +  ry 

«tna  aj 

=  1- 

2a« 

(o+r)(6+r)- 

Sabstituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (I),  on  obtient 

r  26c      y    ri— ???— T+Ii-— M— T 

L*     (6  +  r)(c  +  r)J  ■*"  L'     (chr)(a+r)J  +L*    (a+r)(6+r)J 

^L*    (A  +  r)(«+r)jL*    (c+r)(a+r)jL*    (fl+r)(6+r)J  ^  ' ' 
on,  eo  effectuant  et  en  faisant  ^vanoair  les  d^nominateors : 

— 2a«6c(6+r)(c+r)  — 26«ca(c+r)(a  +  r)— 2c«a6(a+r)(6+r) 
— 4a«6V  =  0- 

Effectuant  dans  cette  iSquation  et  ordonnant  par  rapport  ä  r, 
on  trouve 

r^(b*e*  +  c^a^  +  a«6«— 2a«6c— 26«ca  --  2c^ab) 
— 2r(6Va  +  c^aH  +  aH^c)  +  aH^c*  =  0, 

ce  qa'oD  peot  encore  ^rire 

/ix  « /"l  j.  1  o.  1       1       1       -?  \ 

0)  .   .   .    .    r    ^a«  +  ^«  +  e«  ""  Ac  ""  ca  "^  oÄy 

Cette  ^quatioD  donne  les  rayons  des  deux  cercies  tangents 
demand^s;  Tun  d'eax  est  compris  entre  les  trois  cercies  donnto. 
tandisqne  l'antre  leur  est  exterieur  ou  les  enveloppe. 

.Ces  rayons. sont  / 

T 


(II)  .    .    .    .  r  —    I         I         I         Q         ^jj 


a«  **"  6*   "  c*      6c       ca       ab 

Poar  qne  le  cercle  eztärieur  se  r^duise  ^  ane  droite,   &  la- 
quelle  les  trois  cercies  soot  tangents ,   tout   en   ötant  entre  eux 
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tangetitft  deux  ä  deoz«  il  faat  qne  le  coefBcient  de  r*  dans  1*^- 
qnatioD  (I)  se  räduise  ä  z^ro,  c'est-ä-dire  que 

1112       2        2 
or  ce  coefficient  peut  s'äcrire 

donc  si  e  est  le  plus  petit  des  trois  rayons  a,  b,  e,  il  faudra  qoe 
i'on  «it 

ce   qa'on    poarrait   troaver    directemeDt    aa  moyen  des   trap^zes 
birectangles  debout  sur  la  tangente  commune.     Donc 

Tlieorime.  Pour  que  trois  cercles  tangents  denx 
a  deux  touchent  une  ro^me  droite»  il  faut  et  il  suffit 
que  ia  racine  carr^e  de  l'inverse  du  plus  petit  rayoii 
seit  legale  k  la  somme  des  racines  cur r^ es  des  inverses 
des  deux  autres  rayons. 

Dans  ce  cas  le  rayon  du  cercle  int^rienr  sera  donn^  par  T^- 
qnation 

(VI)...  .•  .  .  .  rM+Ul 

qm,  en  vertu  de  (V),  peut  eocore  s'^crire 

<^"> Tr-Wb^VTö 

Si  deux  des  trois  cercles  donnes  sont  ägaux,  par  ezemple» 
qae  Ton  alt  a=^  b,  T^quatioD  des  rayons  devieiidra 

(o— 4c)r*-2c{a+2c)r+ac«  =  0; 

et  si  ces  deux  cercles  sont  en  m^me  temps  tangents  k  une  mdme 

droite,  le  rayon  du  troisi^me  cercle  sera  ^  ^^   I®  quart   de   celui 

de  cbacuD  des  deux  autres  cercles;   ce  qui  donne,  pour  le  rayon 
da  cercle  inscrtt. 


c       a 


Tbeil  LL  13 
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Demonstratio  synthetica  theorematis,  quod  ex  Ele- 
mentis  Eaclidis  a  Cell.  Betti  et  Brioschi  editis 
samtam  et  pagina  CXVL  tomi  L'  hujas  Archiv!  pro- 

positum  est^ 


D*"*.  Christiano  Fr.  Lindmany 
Lect.  Strengneaenti. 


(Fig.  V,  Tab.  VI.) 


TlieoremAs  Circolo  circom  triangulnm  aequilale- 
ram  ABC  (Tab.  VI.  Fig.  2.»  3)  circumscripto»  al  alter  cir- 
calaa  ejnsdem  centri  describltar  et  punctam  quodlibet 
P  in  peripheria  ejus  sumtam»  demonstrandum  est, 
sammam  quadratoram  rectarum  PA,  PB»  PC  quantita- 
tem  esse  constantem. 

Priusqnam  theorema  ipsum  adgredimur»  insequans  demon- 
stremus 

IiemmAs  Si  rectae  AD,  BE,  CF  (Tab.  VI.  Fig.  1.)  per- 
pendicnlares  e  verticibus  i\'  aequilateri  ABC  ad  dia- 
metrum  quandam  MN  circuli  circumscripti  dueontor, 
tres  partes  diametri  OD,  OE^  OF  inter  centrum  O  et 
perpendicula  ezsistent,  e  quibas  maziroa  ODsitaeqaa- 
18  snmmae  reliquarum. 
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Ductis  rectU  AO,  BO,  CO  productaque  AO  ad  H,  BE  s^d 

G,  facillime  perspicitur»  esse 

/^OCL^/^HBG  (bypoth.;  Eacl.  1:  26) 
atque  ideo 

OL  =  GH. 
Ducta 

BKjilliN  ei  GR\\OH, 
seqaiCary  ut  sit 

OF=EK,    OK=^  OE+OF. 

Quam  vero  sit 

^AOD^/^aOK 
atque  ideo 

OD  =  OK, 
patet»  esse 

OD=OE  +  OF.     Q.  e.  d. 

Jam  positis  radio  circuli  circamscripti  =  r  et  radio  circull 
alterius  =  q,  tbeorema  ipsum  ex  Euci.  EL  II:  12,  13  coltigltor. 
Habemus  enini  (Tab.  VI.  Fig.  2.) 

PÄ*:=:r^+Q^^2Q.OD 

p5*  =  r»  +  ^«  +  2p.O£ 

PC*  =  r«  +  ^»  +  2p.0F  et  ex  Ax.  IK 

Ki*  +  /^  +  7^C*=3(r«+^«) -2^.00 +  29.(OJS  +  OF), 

et  e  Lemroate  saper  demoDstrato : 
PA*+TB*+PC^  =  3(r*+^«). 
Itidem»  si  est  r>^»  ut  in  (Tab.  VI.  Pig.  3.).    Q.  e.  d. 


i^« 
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JLJLWa. 

Die  rationalen  Dreiecke. 

Von 

Herrn     fVentel    Simerka^ 
Pfarrer  in  Jenschowiti  bei  Holien-Manth  in  Böhmei 


(Figuren  s.  Tafel  V.) 

Vor  etwa  eilf  Jahren,  da  der  Verfasser  dieses  Aufsatzes  noch 
Gymnasiallehrer  in  Budweis  war,  gab  er  einer  Klasse  des  Ober- 
gymnasiums ein  Dreieck  mit  den  Seiten  13\  14^  15'  zu  verrech- 
nen, was  ohne  trigonometrische  Tafeln]  Tollfährt  werden  kann. 
Bei  der  Korrektur  der  Aufgaben  zeigte  sich  jedoch,  dass  nur  drei 
Schäler  selbständig  arbeiteten,  die  übrigen  aber  alles  von  ihnen 
abgeschrieben  hatten.  Um  das  Abschreiben  in  der  Folge  mög- 
lichst zu  verhüten,  suchte  er  andere  derartige  Dreiecke  auf,  dass 
jedem  Schüler  eine  andere  Aufgabe  gegeben  werden  konnte. 
Daraus  ergab  sich  im  Verlaufe  der  Zeit  die  nachfolgende  Ab- 
handlung, welche  nicht  nur  eine  Menge  lehrreicher  algebraisch- 
geometrischer Aufgaben  liefert,  sondern  auch  einen  innigen  Zn- 
sammenhang zwischen  der  Geometrie  und  unbestimmten  Analytik 
zeigt,  daher  sowohl  für  Lehrer  als  auch  filr  mathematische  For- 
scher von  Interesse  sein  dürfte.  Zur  Ueberarbeitung  und  Heraus- 
gabe bewegen  den  Verfasser  ähnliche  in  diesem  Archiv  vor- 
kommende Aufsätze. 
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§.  1. 

Welche  ebenen  gradlinigen  Figuren  kann  man  rational  nennen! 

Dreiecke,  deren  Seiten,  Fläche  und  sämmtliche  einfaclie 
Winkelfunktionen  rationale  Zahlen  sind,  können  füglich  auch  ra- 
tional heissen.  Bei  rationalen  Vier-  und  Mehrecken  kann  diese 
Eigenschaft  auch  den .  Diagonalen  zugesprochen  werden.  Sind 
die  Seiten  einer  Figur  gebrochene  oder  gemischte  Zahlen,  so 
kunneo  sie  in  Bruche  mit  einem  gemeinschaftlichen  Neuoer  ver* 
wandelt  werden;  eben  so  kann  der  grosste  gemeinsame  Theiler 
aller  Geraden  für  ihr  gemeinschaftliches  Mass  angesehen  werden. 
Desshalb  kann  uns,  wie  diess  für  den  praktischen  Gebrauch  am 
zweckmässigsten  ist,  als  Regel  gelten,  dass  die  Seiten  und  Dia- 
gonalen bei  rationalen  Figuren  ganze  Zahlen  und  theilfremd  sind, 
so  dass  z.  ß.  ein  Dreieck  (^)  mit  den  Seiten  \\,  3f,  4^  durch  das 
Symbol  A(20,  51,  65),  oder  A(60,  W),  100)  kürzer  durch  A(3,  4,  5) 
dargestellt  werden  kann.  In  Folge  dessen  stellt  ^(a,  6,  c)  alle 
ähnlichen  Dreiecke  vor,  deren  Seiten  sich  zu  einander  wie  a:6:c 
verhalten,  wobei  a,  6,  c  die  kleinsten  ganzen  Zahlen  sind. 


Sollte  dieses  Dreieck  in  ein  anderes,  dessen  erste  Seite  p  wäre, 
TFandelt  werdi 
zu  multipliziren* 


P 

verwandelt  werden,  so  hat  man  die  Längen  a,  b,  c  blos.mit  — 


§.  2. 

lereehnnng  seUefwinkliger  Dreiecke  aas  rechtwinkligen. 

Hat  man  die  zwei  rechtwinkligen  ^(a,  6,  c),  /^(cc,  ß,  y),  wobei 
c  und  y  die  Hypotenusen  sind,  und  ist  p  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  von  a,  a,  multiplicirt  man  dann  die  Seiten 

*  P  P 

der  gegebenen  Dreiecke  beziehungsweise  mit/n  =  ~,    |x  =  -,    so 

ergibt  sich  AC/'»  bm,  cm)y-^(p,  ß(i^  yfi).  Da  nun  die  Seiten 
p,  bm  und  Pf  ßii  rechte  Winkel  einschiiessen,  so  kann  man  die 
gleichen  Längen  p  an  einander  legen,  wo  sie  zur  Hfihe  eines 
neuen  Dreieckes  werden,  den  Scheitel  schliessen  die  Hypotenusen 
cm,  yfi  ein,  und  die  Basis  ist  entweder  die  Summe  oder  Differenz 
aus  den  zwei  andern  Katheten  bm,  ß(i,  je  nachdem  man  die  zwei 
rechtwinkligen  Dreicke  neben  einander  oder  in  einander  legt,  wie 
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c1ie»8  Fig.  1.,  wo  Aß=zp,  BC—bm,  AC=:cm,  BD=BE=ßii, 
AD=:zAE:=:ym  \»t,  verdeutlicht.  Man  gelangt  somit  zu  den  schief- 
winkligen ^ACD  und  /^ACE,  nämlich 

Mcm,  y^,  bm-\-ß(i),    A(ciw,  yfi,  ±bmi^ßii), 

von  denen  das  zweite  im  Allgemeinen  stumpfwinklig  ist.  Wird 
auf  diese  Weise  hei  Versetzung  der  Katheten  jedes  der  recht- 
winkligen £i{ß,  4,  5),  ^(5,  VI,  13}  zuerst  mit  sich  selbst,  und 
dann  mit  dem  andern  verglichen,  so  gelangt  man  im  (Ganzen  zu 
14  neuen  rationalen  Dreiecken,  nfimlich  ^(5,  5,  8),  A(7»  1^^  ^^0), 
A(5,  5,  0),  Mi:\,n,2i),  A(65,  119,  156),  A(IO,  13,  13), 
Ä(25,  39,  56),  A(16,  25.  39),  ^(13,  20,  21),  ^(11,  13,  20). 
A(2Ö.  52,63),  AC25,  33,52),  A(I3,  14,15),  4(4,  13,  15). 
Die  umgekehrte  Aufgabe,  d,  i.  Bestimmung  rechtwinkliger  Dreiecke 
aus  schiefwinkligen,  kommt  weiter  unten  im  §.  5.  vor. 


§.3. 

Wovon  hängt  die  Rationalitat  eines  Breieckes  abt 

Sind  A,  B,  C  die  den  Seiten  a,  6,  c  gegenCberliegenden 
Winkel,    so    hat   man   in    Folge    des   Carnot'schen   Lehrsatzes 

P-fe«  — o« 
cos  A  = ;2/ •  ^®  *'*"^  daher  die  Kosinnse,  somit  auch  die 

Sekanten,  in  allen  Dreiecken  rational,  deren  Seiten  im  rationalen 
Verhältnisse  zu  einander  stehen. 

Weil  ferner  die  Fläche  F=46csin^,  so  hängt  die  Rationa- 
lität der  Sinuse,  daher  auch  der  Tangenten,  Kotangenten  und 
Kosekanten  der  Winkel,  hios  von  der  Rationalität  der  Fläche  oder 
einer  dieser  Winkelfunktionen  ab. 

Wie  bekannt  ist 

F=V[*(i-«)(*-6)(5-.c)l, 

wobei  f  =  i(a  4-6-1- c)  bedeutet.  Die  Hauptbedingung  der  Ratio- 
nalität von  Dreiecken  %vird  daher  darin  bestehen,  die  Seiten  a,  b, 
c  so  zu  ermitteln,  dass  das  Produkt  ${s — a)(f  ^6)(«— -c)  ein  voll- 
ständiges Quadrat,  nämlich  F*  werde. 

F 

A  n  merkn  ng.    Die  Gleichung  tgi-4  =    .  ^— t  sagt  aus,  dass 

in  rationalen  Dreiecken  die  Tangenten  somit  auch  die  Kotangenten 
der  halben  Winkel  rational  sind. 
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8.4. 

■cchiHuigsfortlieUe. 

a)  Was  die  Fläche  F  =  V  [s  («  -  a)  (« — 6)  (s  -  cj\  aubelaogt, 
xerlege  man  i,  f— a»  «  — 6>  i  —  c  in  Primfaktoren ,  ziehe  die  Po- 
teozen  gleicher  Wurzeln  zusammen»  und  halbire  ihre  Exponenten. 
So  gibt  z.  B.  A(15,  11%  113), 

s  =  120, 
daher 

F=V  (120x105x8x7) 

=  V(2V3.5x3.5.7x2»x7)=:V(2«.3«.6«,7«)  =  2*.3.5.7, 

d.i.  F  =  840. 

Um  hiebei  der  Faktorenzerlegung  zu  entgehen,  kann  man  aus 
jedem  quadratischen  Faktor  die  Wurzel  ziehen,  und  quadratische 
oder  paarweise  vorkommende  Faktorentbeiler  hervorheben.  So  gibt 
A(40,  85,  117), 

$  =  121, 

F=  V(121x81x36x4)  =  11x9x6x2  =  1188, 
und  A(50,  69,  73) 

bei    s=:96, 

F  =  V  (96X46X27X23)  =  23x3x3x8  =  1656. 
96,       2,    27, 
32,       2,      9. 

Die  Sinuse  ganzer  und  Tangenten  halber  Winkel  ergeben  sich  aus 

.     .         2F  .    „  2F  .   ^  2F 

tgM  =  -r^^,    tgiiB  =  -7 — ^,     tgiC=   ,/    ,. 
^'  #(f  — a)       '"  f(#  — 6)        ®"         «('—«) 

ist  bei  einem  Winkel  sinr  = —i  so  hat  man 

n 

dbV(w  +  «t)n-.m) 

cosr  = :: * 

ft 

wo  das  untere  Zeichen  bei  stumpfen  Winkeln  zu  nehmen  ist,  und 
die  Rechnung  wie  bei  F  vorgenommen  werden  kann. 
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b)  Oft  Mt  es  jedoch  nicht  nothigdie  Flache  zu  kennen;  dann 
besfimmt  man  die  Tangenten  der  halben  Winicel  uns 

wobei  man  «ich  nach  vorgenommener  Kfirzung  der  obigen   Vor« 
tbeile  bedienen  kann.    So  folgt  aus  ^^S,  65,  70)  bei  (  =  72 

,   lA      4/    ^X2         »         .    .»      4/63x2       I 
*«*'^  =  V  72^<63'^I8'     *«'^  =  V  71x7  =  2* 

kt  c  die  grusste  Seite,  so  gibt  tglC<l  ein  spits-,  tgiC=l 
ein  recht*  und  tgiO  1  ein  stampffrinkligea  Dreieck  an« 

Hat  man  dann  Oberhaupt  tg^o  =  — ,  so  ergibt  sich 


sinr 

2mn 

U.  8«   W. 

2mn 

§.  5. 

Zerlegung  schiefwinkliger  Dreiecke  in  rechtwinklige. 

Durch  Perpendikelföllung  entstehen  aus  jedem  schiefwinkligen 
Dreiecke  sechs  rechtwinklige,  von  denen  aber  je  z«rei,  die  einen 
der  Winkel  A,  B,  C  mit  einander  gleich  haben ,  ähnlich  sind,  so 
dass  jedes  solche  Dreieck  zu  drei  und  ist  es  gleichschenklig  zu 
zwei  rechtwinkligen  fuhrt.  V^on  diesen  Dreieken  hat  jenes,  das 
die  Seite  6  und  den  Winkel  A  enthält,  den  Werth  ^{bsinA^ 
ißCosA,  b),  so  dass  es  nach  §.  1.  in  /^(sin/l,  cos^,  1)  übergeht. 
Die  andern  zwei  Dreiecke  sind  dem  zufolge  ^(sinA,  cobB,  1), 

A(9>nC\   cosC,   1).    Hat  einer  dieser  Sinuse  die  Gestalt  — ,  so 

iBt  /^(m,  ^f(n-^m)(n+m),  n)   das   ihm   zugehörige   rechtwinklige 
Dreieck.     Aus  A(I7>  '25,  28)  erhält  man  z.B.: 
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somit 

und  A(3,  4»  5),  A(15»  8,  17),  A(84»  13,  85)  sind  die  zugehörigen 
Ausdrficke. 

Verbindet  man  hiemit  das  im  §.2.  angeführte  Verfahren,  so 
gelangt  man  leicht  za  vielen  rationalen  Dreiecken.  Handelt  es 
sich  aber  darum,  alle  rationalen  Dreiecke  innerhalb  gewisser 
Gränzen  aufzusuchen,  so  ist  diese  Methode  doch  unzureichend, 
da  einmal  viele  nnbrauehbare  Dreiecke  gefunden  werden,  andere 
erscheinen  wieder  mehrmals  als  Resultat,  und  man  ist  überdiess 
nicht  sicher,  der  Forderung  vollständig  Gentige  geleistet  zu  haben. 


•  §.  6. 

Aifgaben  für.  niedere  Klassen« 

Aus  den  Seiten    eines  gegebenen   rationalen    Dreieckes   be- 
rechne man 

a)  die  FlSche  F  nach  §.4.; 

2F    2F    2F 

b)  die  drei  Hohen  — >    7-*    — > 

a       0       c 

c)  den  Halbmesser  des  umschriebenen  nnd  eingeschriebenen 
Kreises,  nämlich  -^p  und  — >  so  wie 

d)  die  Halbmesser  der  drei  äusseren  Berührungskreise,  näm- 

F  F  F 

lieh  ,     r,     . 

e)  Man  bestimme  ferner  die  Qualität  der  Winkel  und 

f)  gebe  die  rechtwinkligen  Dreiecke  an,  in  welche  ein  gege- 
benes schiefwinkliges  Dreieck  zerföilt. 

g)  Ist  das  gegebene  Dreieck  rechtwinklig,  so  formire  man  aus 
demselben  durch  Dmlegung  zwei  gleichschenklige  Dreiecke, 
und  durch  Perpendikelfällnng  zwei  neue  rechtwinklige. 


Digitized  by  VjOOQIC 


202  Simerka:    Die  rManaitm  Dreiecke. 

J.  7. 

ligMduJI  in  idkm  M  rmtlMudcB  •rciccfttt. 

Eid  nicht  nn«vichtiger  Umstand  bei  rationalen  Dreiecken  ist 
der,  da«8  Ihre  Seitensaniroe  Jitets  eine  paiare  Zahl  iat,  in  Fol^e 
desaeo  dann  j  eine  ganze,  und  von  den  8eilen  a,  6,  e  eine  gerade 
und  zwei  ungerade  Zahlen  aein  müssen,  voransgeseltt,  dass  a,  6. 
c  theilfrerod^  also  nicht  zugleich  paar  sind.  Wäre  nämlich 
2r  35  a -1-6-1- c  eine  onpaare  Zahl,  so  sind  nnr  swei  Fslle  möglich: 
entweder  hat  man 

a  =  2a+l,    Är=  2/5+1,    c  =  2y+l 
oder 

a  =  2a,  6  =  2/5,  c  =  2/+l. 

Was  den  ersten  Fall  anbelangt ,  %vo  daher  alle  drei  Seiten  unge- 
rade sind,  90  hat  man 

ond 

oder 

16F*=(2«+2/J+2y+3)(-2a+2/»+2y+l)(2o-2/J+2y+l)(2«+2/J-2y+l). 

Wird  nun  2a  +  2/5 -^  2)r  =  2A,  (mod.  4.)  gesetzt,  vre  iL  =  0  oder 
1  bedeutet,  je  nachdem  cL-\-ß-\^y  paar  oder  unpaar  sein  durfte, 
und  stellen  6",  //,  J,  K  nach  einander  die  Faktoren  des  rechten 
Gliedes  bei  löF^  vor,  so  erhält  man 

6'=2A  +  3,  H=J=K=1k^\,  (mod.  4); 
indem  z.  B.  beim  Model  4., 

//  =  —  2a  +  2/5  +  2y  f  l=2i-4«  f  l  =2A  +  I. 
Hieraus  folgt 

Ä,/=(2X+l)«=4i«+4A+lsl, 

dann 

HJK=2ki^  1 ,    GHJK=(^l  +  3)(2A  +  1)=4A«  +  8A  +  3=3, 
somit  auch 

16F»  =  (4F)«=3,  (mod.  4). 
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Das  Quadrat  der  gaoB«ii  Zahl  4F  kann  aber  beim  Model  4 
nur  0  oder  I  nie  aber  3  zum  Re«te  geben;  es  ist  sonacb  die  An- 
nahme, dass  a»  6,  e  zugleich  uupaar  wären,  unstatthaft. 

Dasselbe  ereignet  sich  auch  im  zweiten  Falle,  wo  der  Beweis 
denselben  Gang  befolgt. 

Daraus  ergibt  sich,  dass  in  rationalen  Dreiecken  nicht  nur 
die  halbe  Seitensurome,  sondern  auch  die  Fläche  eine  ganze  Zahl  ist. 


§.  8. 

Algebraische  iestimMimg  der  Selten. 

Setzt  man  die  dritte  Seite  eines  rationalen  Dreieckes  c  =  6  -f  m, 
so  erhält  man  wegen  ii-|'6>c=:6-|-m  auch  a>ni.     Ferner  ist  die 

ganze  Zahl    i  =:  6  4-  — iT~ »    somit   a    mit  m   zugleich  paar  oder 

unpaar,  und  es  kann  i/i  =  a  — 2it  gesetzt  werden,  woraus  dann 
f  =  a  -f  6  —  ft  hervorgeht.  Darnach  findet  man  ans  der  Flächen- 
gleichung in  §.  4.  wegen  g—c^='n 

F«=(a  +  6  — ii)(6— n)(a-n)ii. 

Soll  nun  diese  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sein,  so 
mössen  je  zwei  Faktoren  nach  Auslassung  der  vollständigen 
Quadrate  dasselbe  Produkt  geben,  das  in  den  andern  zwei  Fak- 
toren nach  derselben  Auslassung  vorkommt    Es  ist  sonach 

(<?  -{-b^v)  (fe  — w)  _  {a^n)n 

oder  wegen 

IM  =  a~2w,    A*  +  Afii  —  (a — n)n  =  (a  — w)n^' 

Dieser  Ausdruck  fuhrt  4mal  genommen  rücksichtlich  der  aus 
olligen  Sätzen  resultirenden  Gleichung  4(ri — fi)  n  4- ^>' =  a^  zu 

woraus  man  dann  bei  x  =  2A  +»i    and    />  =  4     '^J 

erblU,  wobei  dem  Obigen  nach  i*  den  quadratischen  Theiler  von 
(a— ff)«  bedeutet. 
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Jedes  der  letsten  Gleicbang  genigeode  x  gibt 

A  =  i(j:— m),      c  =  i(ar  +  iii) 

bei  m^a  —  2ft.     Unbrauchbar  ist   hier  der   Werth   von   x^a, 
weil  er  6  =  n  und  F=:  0  liefert;  dasselbe  geschieht  bei  ft  =  0. 

Von  besonderer  Bedeutung  sind  hier  die  zwei  nachstehenden 
Ffille: 

a)  Soll  D  ein  Quadrat,  demnach  =  4  sein,  so  muss  wegen 
(a — n)n:=iz^  d.i.  ait  =  n'+2*  die  Seite  a  als  ein  Theiler  der 
Summe  zweier  Quadrate,  wie  die  unbestimmte  Analytik  lehrt» 
auch  diese  quadratische  Form  haben,  d.  i.  a  =  a*-|-/?*  sein,  wobei 
dann  n  =  o*  der  obigen  Gleichung  genügt,  da  n=:/3*  dasselbe 
Resultat  liefert. 

Die  Gleichung  j:*— 4y*=a*  gibt  wegen  (a:  — 2y){a?+2y)  =  a' 
so  viele  Lösungen,  als  es  Arten  gibt,  wie  a^  in  zwei  von  ein- 
ander verschiedene  Faktoren  zerlüllt.    Bei  a  =  5  ist  z.  B« 

also 

a=:n=l,   «1=3,.  (o?— 2i/)(a:  +  2y)=2ö,  ät— 2y=l,  a:  +  2y=25, 

daher 

a:=:l3,    Ä  =  6,    c  =  8, 

somit  A  (S>  5,  8).     Wird  jedoch 

25 
a?-2y  =  2,    «  +  2^  =  ^ 

gesetzt,  so  gelangt  man  zu 

_  29  17  41 

^—4'    ^—  8'    ^~  8 

und  A(I7,  40,  41). 

b)  Ist  hingegen  D  kein  Quadrat,  so  erhSit  man  nach  der 
Theorie  der  unbestimmten  Gleichungen  von  obiger  Gestalt  ans 
einem  Werthepaare  der  Unbekannten  d.  i.  etwa  aus  ^,  h  für  x^ 
um  das  es  sich  hier  blos  handelt,  den  Ausdruck  x  ^=:  gq>  -{^  hüfp, 
wo  q),  if;  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung  qp^— />i{;'=l  genOgen, 
und  sich  aus  (ii  +  vVDy  =z  tp  +^yD  dadurch  ergeben,  dass 
der  rationale  Theil  vom  irrationalen  getrennt  wird,  wobei  fi,  v 
die  nach  1,  0  zunächst  höheren  Werthe  von  g),  ^  darstellen.  Für 
tf;  sind  übrigens  auch  negative  Werthe  zulässig,  und  o  bedeutet 
eine  ganze  positive  Zahl. 
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Beispiel. 

a  =  5«  n  =  2  gibt  m  =  l  und  a:*— 24y«=25;  ferner  findet 
man  g=s7,  h^l,  fi  =  5«  v=:l  also  x=s7q^  +  24^  und 
(5  +  V24)«'  =  9>  +  ^1/24. 

Hieraos  folgt  weiter  bei 

u  =  0;    v=    1,    *=        0,  a?=     7,  A(5*  3,  4). 

f>  =  l;    9)=    5,    ♦  =  —    1,  «=    11,  A(8.  8*  «)• 

17  =  1;    9)=    5,    ^=        1,  a?=   69,  A  (5,  29,  30), 

t>  =  2;    9»  =  49,    ^  =  —  10,  a;  =  103,  A(5,  51,  Ö2), 

17  =  2;    9)  =  49,    V'  =      10,  a?  =  583,  A{5,  291,  292) u.s. w. 

Mittelst  dieser  Methode  kann  man  zu  einem  gegebenen  a, 
falls  nach  einander  n  =  1,  2,  3,...<4a  genommen  wird,  alle 
Wertbe  von  6,  c,  die  gewisse  Gränzen  nicht  flbersteigen,  be- 
stimmen. Bei  etwas  grosseren  a  macht  jedoch  die  Losung  von 
X*— Z>y*=  a'  Immer  ziemliche  Schwierigkeiten. 

§.  9. 

Beredinnig  der  Seitoi  ais  den  Ifiikdi« 

Eine  bedeotende  Menge  rationaler  Dreiecke  kann  man  auf 
folgende  Art  leicht  finden:    Ist 


tgM 

t 

also 

nlnAs 

2te 

eoBÄ: 

"t'  +  U*' 

dann 

tgiÄ 

t' 

daher 

>in  R  — 

2^«' 

i>nm/I  ! 

u'*—f* 

80  erhält  man  wegen  C=  180*>— (J-f£), 

8.n  C=  sinC^  +  Ä)  =  ^^^_^^^pj_y^  +  -______j. 
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d.  i. 

Mittelst  des  Sinussatzes  gelangt  man  zu 
.  liu        8<V 

somit 

liu       .    ^            a(uu''-U')(iuf  +  i'u) 
"^^  =  iHi?-'"*^'    '^^ /«(««  +  «'*) 

Um  als  Seiten  relative  Primzahlen  zu  erhalten,  setze  man 

ak=:tu(i^  +  u^,  \ 

dann  ist  I     *  *  '^ 

bk  =  i'u' («•  +  u*),    ck  =  (tii«'—  <I0  (<«'  +  «'»)  * 
So  folgt  ans  <  s  3,  ti  =  4,  <'  =:  2,  u'  =  3 

c*=  12x13,    6^=5  6x26,    cJfc  =  6xI7 
nnd  bei  «  =  6  bat  man  AC26,  25,  17)  =  A(17,  25,  26). 

Rechtwinklige  Dreiecke  ergeben  sich  aus  ('  =  u'  =  1,  h'o  bei 
A  SB  1,  a  =  2f«,  6  =Ä  <•  +  ti*,  c  =  fi* — <•,  also 

A(tt*— <*,    2<M,    <«  +  ««) 2) 

Gleichschenklige  Dreiecke  erhält  man  bei  i*^t,  u'  =s  u  ans 
ak=iiu{fi'{'U^)^bk»  ck  =  2iu(u*-^t^),  wo  k=ziu,  imAosdrncke 

A(<*1-tt^    <*+tt*,    2(tt«—t«)).  , 3) 

Der  Umstand,  dass  manchmal  €"^0   erscheint,    rührt,   wie 

diess  bei  Null  und  negativen  GrOssen  metstentheils  geschieht, 
Ton  fiberschrittenen  Positionsbedinguogen  her;  denn  bei  sonst 
positiven  Werthen  von  <,  u»  P,  vf  soll  wegen  sin  O  0  auch 
iitt'— ^^>0,  d.  U  uu*'>U*  sein. 

Frage.     Wie    gelangt    man   von  den   Gleiebangen    1)  la 

tg4(il  +  Ä):tgi(^-Ä)  =  (a  + 6):(a-6)? 

Mittelst  der  eben  angefahrten  Sitze  lassen  sich  alle  im  Dreiecke 
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vorkommenden  Gro89en  aIs  Funktionen  von  fu,  tfu'y  k  darstellen. 
So  erhält  man  aus  F=:l<i6sinC  die  Formel 

FA«  =  iut'u'iin*  f  <'ii)(?in'-«0. 
dann . 

sk  =  litt'  {tu*  +  <'ti).  (*  -  tf)  A:  =  £'ti {uu'  -  W), 

U.   8.  W. 

Man  lose  darnach  die  im  §.  6.  vorkommenden  Aufgaben  im 
Allgemeinen  auf»  und  wende  die  Formeln  auf  einen  speciellen 
Fall  anl 

§.  10. 
iesiehuigeii  iwischen  den  WinkelAuktioiieH. 

Setzt  man  der  Uebersicht  wegen  nicht  nur 

tg4^==^,    tg4ß  =  ^, 
s4MKlern  auch 


tg4C=-7r> 


tt 


80  erb  Sit  man  wegen 


tgi^  =:  coti<Ä+0=:  (l-^):(^.  +  ^). 


t 

«V-f«" 

f 

MU" 

— <r 

<" 

uu' 

— «f 

u  ~ 

-<«"  +  <"«" 

»' 

—  <m" 

+  <"»* 

«"- 

"<«' 

+«'«' 

.4) 

wo  die  ftw-eit«  und  dritte  Gleichung  aus  der  vorhergehenden  durch 
höhere  Streichung  entsteht.  Heissen  p,  p\  p"  die  grSssten 
Zahlen  9  wodurch  sich  die  Brüche  in  4)  beelehnngs weise  kürzen 
Jassen  (die  Kürzer)^  so  erhallen  wir 

nps^V'+rii',      uy  =i  tu"  ^  i"t$,     u"p"  =  iu'i^i'u.] 
Die  Quadratsummen  hievoo  gehen 
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und  aos  dem  Produkte  dieser  Gleichnogen  folgt 

d.  i. 

pp'^n^u'^,    p/i"=<'«+tt«     py =<•  +  ««     .   .6) 

woraus  man  dann 

pp'p"  =  v[(<*  +  tt«)«^  +  tt«)(r«+M"«)] 
und 

^=v — ?+i? — '  ^=v — <^*+i?* — ' 

^  -y    «"«+«"»)   • ^ 

erhftit.    Setzt  man  aus  5),  6)  die  bezQgliehen  Werthe  In  die  Glei- 
chung 1),  60  findet  man 

ak:=^tupp\    bk=^i'u'p'p'\    ck^ftiyy 

Sind^  wie  gewohnlicli,  a,  by  c  theilfremd»  dann  kann  man 

*=//!" 8) 

nehmen,  und  es  ist 

al=tup,    blzzii'u'p',    clrzzr^'p", 9) 

wo  /  das  grosste  gemeinschaftliche  Mass  der  Produkte  tu,  i^u\ 
t'vl'  angibt,  wenn  p,  p\  p"  relativ  prini  sind 

Durch  Substitution  dieser  neuen  Grossen  In  die  Ausdrdcke 
des  §•  9.  gelangt  man  zu  vielen  interessanten  Formeln,  wie 

f/  =  tttiV,    (f-ö)/=:tt<'r',    (1— Ä)/  =  fur, 

{ß^c)l^tV^'y    FP^iWruu'u",    Fl^iüT  U.B.W. 

1.  Anmerkung.  Bei  Angabe  von  Grossengattungen,  die  in 
dieser  Abhandlung  oft  vorkommen,  kann  man  Kdrze  wegen  die 
Zahlen  einklammern,  und  die  Bedeutung  der  ersten  vorsetzen. 
So  Ist  z.  B.  bei  rechtwinkligen  Dreiecken  nach  2) 

^(u*-^^.2tu.i^  +  n*).l(^^,    *-.    j).    p(l,  2,  «•+1.«). 

und  bei  gleichscheokligen  Dreiecken  nach  3) 


Digitized  by  VjOOQIC 


Simerka:    Die  rationaien  Dreiecke.  209 

2.  Aomerkung.  Die  Abhandlung  dea  Herrn  Ligowski, 
Bd.  XLVI.»  S.  503.  dieses  Archivs«  stimmt  mit  diesen  Unter- 
suchongen  fiberein»  falls  daselbst 

gesetzt,  und  jede  der  Linien  a»  6»  c,  S^  S — a  o.  s.  ««*.  u.  s.  w. 

^^^mal  genommen  wird.     Aus 

xf/z^zx-t-y  +  z 
folgt  dann 

welches  Resultat  auch  diese  Theorie  liefert. 


§.  11 
Eelation  iwischen  den  KAriern  mid  doi  Taigentcn  halber  WiBkel. 

Da  nach  Gleichung  6)  die  Kürzer  p,  p\  p"  in  Summen  aus 
zwei  Qnadraten  aufgehen,  so  mfissen  sie,  wie  bekannt,  selbst 
solche  Summen  sein;  man  kann  daher 

p  =  ;t«+|,4«.    j9'=^;i'«  +  ^'«,    p"  =  r«  +  ^"*     .   .10) 

setzen,  und  die  neuen  Grossen  ilil'X"fif^V"  Vermittler  nennen, 
weil  sie  den  Uebergang  zur  analytischen  Behandlung  der  ratio- 
nalen Dreiecke  vermitteln.  Aus  diesen  Vermittlern  findet  man  die 
Tangenten  der  halben  Winkel  durch  die  Gleichungen 

Von  der  Zulässigkeit  dieser  Setzungen  kann  man  sich  durch 
Substitution  der  hier  in  10),  11)  vorkommenden  Werthe  in  die 
Gleichungen  4),  5),  überzeugen. 

Man   kann   zwar  die   Grossen    -  auf   mehrfache    Art   aus    - 

bestimmen;  die  angeführten  Gleichungen  haben  aber  vor  andern 
Methoden,  die  doch  schlusslich  zu  demselben  Ziele  fuhren,  das 
voraus,  dass  sie  bei  gehöriger  Zeichenbestimmung  der  Vermittler 
sSmmilich  positive  Werthe  von  tu  liefern,  und  die  höhere  Strei- 
chung zulassen;  weshalb  diese  trinären  Ausdrücke  auch  symme- 
trisch verrückt  werden  können;   d.  h.  erhält  man 

Theil  LI.  14 
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Vu'  ü"  W)  «""  Vil«  ;?♦  77' 

80  ergibt  sich 

Sollen  nur  zwei  von  den  Brüchen  -    versetzt  werden,  so  sind 

SC 

ausser  der  Versetzung  ihter  bezügüchen  -    noch    alle   k   oder    ft 
negativ  zu  nehmen^  wie  diess  nach  Gleichung  II)  aus 

y^^  177'»  —^i)  ^^^«  Vu'  tr  %if) 

gibt,  hervorgeht. 

Sind  die  Vermittler  a  priori  gegeben,  so  liefern  sie  gewöhn- 
lich mehrere  /  oder  u  negativ;  wollen  wir  sie  positiv  haben,  so 
gelängen  wir  dazu  durch  gehörige  'Umstilrziing  und  iZeiob^nilBde- 
rung.     Dazu  dienen,  wenn  wie  vorausgesetzt 

U'  t?'  i?7  *"''  U'  -p*  ^0 

berechnet  ist,  die  Ausdrficke 

V  «  '    t"     T' )  **'  V  1'    "7"'  '^r  '  •  "^ 

V—«'  -«"  — «»7    »    V  **      A"     jr  J' '   '*> 

(  i    r!f'    J5!l\        Y:^'»      *'      ^"  A        . 
^  «'     /'  '  ^r/    "   >V.  A  '     fi^'    7'  J'  '  '  ^' 

Geht  Man  eiiAfi^e  B«V«)niele  «Inrch,  iso  vrird  man  silih  ' fiber- 
zSngen,  dsss  man 'mit  diesen  Schemen  bei  gehöriger  V<etlV«!ltttng 
oder  Versetzung  ausreicht;  sonst  mfisste  htezu  eine  eigewe' Ta- 
belle verfasst  werden.  Die  Richtigkeit  von  a),  ß),  y)  erhellet 
«US  11). 

Die  Anwendung  hievon  mSgen  zwei  Beispiele  erläutern: 

'«)  Aus 


/l      1      1\  -.,■«,/- 21      -11      -9\ 
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Nach  a)  macht  man  den  Zähler  im  ersten  Bruche   bei  -   po- 

sitiv  und  die  zwei  andern  werden  umgestfir^t;   bei  -    wird     der 

erste  Bruch  umgestürzt,  die  andern  nicht,  aber  beim  zweiten  wird 
der  Zähler  und  beim  dri^tten  der  Nenner  negativ  gemacht,  so  ist 

t/l\  3         -2\       .  A/2      -1         1  \ 

Nach  ß)  werden  alle  u  positiv,  wenn  die  ~    umgestiirzt  wer- 
den;  das  gibt 

«VI*  ii'    ö  /'   A2'  — i'    1  / 

—  2 
Um  hier  noch  -q^  positiv  zo  machen,  wozu  a)  dient,  muss  man 

die  Ausdrucke  noch  verrücken,  sie  erhalten  dann  die  Gestalt 

^/--2      21       3\      ^/---5      1      J\ 
tt\  9   *     1'    il/    f*V  i  '    2^    -1/ 


was  in 


//2      J_      n\      A/J_       -1      4\ 
^*VÖ'    21'     3/     fiV-'ö'      2  '    V 
öberf^eht. 


gibt 

nach  a)  ist 


tt 
Dann  gibt.jr) 


i/—9       -7       —9\ 
iVW      =»•       -2/' 

<^9      _9     _2\      i/2     —1     ^N 


i«/9       7       -9.\       JI/-T-I     ^     J^\ 


so  wie  auch 


//9     9    2\    i/— 2    -1    _8_^_*/^    _L    I=?^ 


14« 
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Weil  die  Ausdrflcke 

fX   X'    r\    /-^  -^'  -^"\    /j5_     ,i'       <*"  \ 
V"  ;i''  ^'/  \T'    V  '    X"  y  V-i'  -i''  —1"/ 

V:::^'  ^^"  -^7 

nach  11)  dieselben  Werthe  toii  -  mit  denselben  Vorzeichen  ge- 
ben» so  lassen  sich  die  sechs  Vermittler  so  einrichten»  dass  unter 
ihnen  blos  zwei  negativ  vorkommen. 

§.  12. 
iestimmuBg  der  Vermittler  ais  den  Tangenten  der  halben  Winkel. 

a)  Zu  diesem  Zwecke  berechnet  man  zuerst  nach  Gleichung 
6)  oder  7)  die  Kürzer  p,  p'»  p*\  und  es  ergibt  sich  als  Folge 
von  11) 

p  p    . 

^  ....  12) 

"•  -     P'     '    *"  --     P'     ' 

Die  erste  von  diesen  Gleichungen  ist  als  unbestimmt  zn  behan- 
deln; denn  um  V  zu  finden»  muss  früher  X,  fi  ermittelt  werden. 
In  gewöhnlichen  Füllen  ist  ihre  Lösung  nicht  schwer»  da  wegen 
p==Jl*-{-fi^  die  Unbekannten  il»  fi  nur  ein  oder  einige  wenige 
V^erthepaare  haben. 

Was  schwierige  Fälle  anbelangt»  möge  den  Vorgang  nach- 
stehendes Beispiel  beleuchten:     Wäre 

u\ZW      312'       98/ 

gegeben»  so  bat  man  nach  Gleichung  6) 

p'p"  =  98605,    pp"  =  101065,    pp'  =  237133. 

Hieraus  findet  man  p  =  493  als  das  grösste  gemeinschaftliche 
Mass  von  101065»  237133;  dann  ist  p(493»  481,  205).  Nun  soll 
u"^—t*l  durch  493  theilbar  sein»  man  hat  daher 

98|n-477X  =  0,  (Mod.  493), 
d.  i. 

98fi  =  477X»    98fi  =  -16A»    49f*  =  — 8A. 
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Der  letzten  KoDgrueoz  genflgeii  für  X,  ft  beziehungsweise  die 
Wertbe  49,  — 8.  Diess  kunnen  aber  nicht  die  gesuchten  Grössen 
sein,  da  die  Summe  ihrer  Quadrate  den  AJodel  493  übersteigt* 
Es  ist  jedoch 

8»  +  49«=:  493x6, 
also 

493x5«  =  (49«+  8«)(1«  +  2«)  =  (98±8)?+  (49^16)*  =  90»  +  65« 

daher 

493=  18«+l3*=i*  +  fi«, 
d.  i. 

l/\%       -20      6\ 

;iV-J3'       9    '    I3A 

Am  öftesten  kommt  />  =  1  oder  2  vor,  dann  hat  man 

Eben  so  hat  man  bei  rechtwinkligen  und  gleichschenkligen 
Dreiecken  nach  §.  JO. 

ß.i=^>  »>"•+•■•'•+••.  «•^(x"?:?l) 

b)  Wollte  man  die  Vermittler  positiv  haben,  so  dienen  dazu 
ähnliche  Regeln  wie  im  vorigen  Paragraph  bei  den  Tangenten 
halber  Winkel;  es  gibt  nämlich 


und 


fallä 


\j:    V'    ry       v-«'  -«''    -wv 
f  X      fi'     ^"\      /^     — u'     vr\ 

/i      «'      <"\        n  r     r\ 

U    t?'    «r;  ^"«  U^  ;?'    1?^; 


entstanden  ist. 
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tn  praktischer  Hinsicht  ist  das  Positivmachen  der  Vermittler 
obne  Bedeutung;  in  theoretischer  Beziehung  folgt  jedoch  daraus, 
dass  drei  Vermittierpaare,  H'ie  immer  umgestfirzt  und  bezeichnet, 
nicht  mehr  als  vier  rationale  Dreiecke  geben ,  die  aus 

resakiren,  da  ^ich  jede  andere  Komplexion  niittefst  obiger  zwei 
Formeln  auf  eine  von  den  unteren  zwei  Gestalten  zurückfiihreD  lässt. 


.§.  13. 
Koordinaten  der  Scheitel  rationider  Dreiecke. 

Aus  den  Gleichungen  11)  ergibt  sich 
tukfi  +  «VA  V  +  i'V'A'V"  =  0* 


foiAfi  +  «VA  V  +  rt*'T>"  =  ü,  \  jjj 


und  setzt  man 

fl  =  2iuX(i,  fn  =  2«  VA'fi',  f'l  =  ItW'):'^' , 

gl^tuik^-li^),    gU:=i'u'ß'^^ii%    5^'7=fV'(r«-^"*) 

so  ist 

/  +  //+/-' =  0,    5r+5r'+^"  =  0, 15) 

wie  auch 

(/^  +  ^*)  ^  =  <^«^  ( A*  +  2A  V  +  f**)  =  <*««*  (^®+  f^*)*  =  «*« V  =  «*^*» 
(nach  Gleichung  10)  und  9)),  daher 

Nimmt  hian  in  Fig.  2. 

a=:ßC,    b  =  AC,    czüzAB 

und 

/•'  =       ^iü'  =:        PF,    g*  =        CJIIS 

r  =  -  AM''  =  —  P/^',     g"  =  ~  ÄiÜ" 

an,  so  wird  dadurch  den  Gleichungen  15) ,  16)  Geniige  geleistet, 
und  die  Geraden  OP,  AP\  OP'i  BP' \  0P\  CP'  stellen  die  recht- 
winkligen  Koordinaten  der  Punkte  A,  B,  C  dar.  Ueisseo  nun 
diese  Koordinaten 
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m  =  OP,    m'  =  OP*.    m"  =  OP", 

n  =  AP,     n'  =  BP',     n"  =  CP', 

Bo  geben  die  vorstehenden  Gleichungen 

m'^m"  —  f,     mf—m^f,     m-m'=:f', 
n'  -  n"  =  ^,      n" -n  =  g'.       n - n'  =  g" 

was  offenbar  auch  mit  15)  ubereinstintint. 

Hier  haben  wir  sechs  Unbekannte,  und  zu  ihrer  Bestimniang 
nur  vier  Gleichungen  ^  da  nach  15)  die  Werthe  von  f\  g"  aus 
fy  f  und  gy  g'  hervorgehen.  iVlau  kanot  «laher  zwei  Uubekaonte 
z.  B.  m,  ff  befiebig  nehmen,  und  erhält 


/   }      .    .    .  W 

.    ) 

Zu  Schulaufgaben  eignen  sich  am  besten  positive  und  so  weit 
es  angeht  kleine  Koordinaten,  und  man  gelangt  z.B.  bei 

A(5,29.30),^(i.    |.  ^)    J(i,.  :^.    i)    /=12 


zu 


/=-4,    /'<  =  -^20,    r=      24. 
^  =  -3.    g*=      21.    9"  = -Vi. 


Ha»  Megen 

m. 

iti'«>m^24. 

m"  =  m— 20. 

«. 

n'  =  »1  +  18, 

n"  =  n  +  21, 

m  =  24, 
«=   0, 

n' 

ZU 

0,      «."=    4, 
18.      m"  =  21, 

d.  i.    24|0.    ( 

gibt. 

INacb  diesen  Grundsätzen  ist  zum  praktischen  Gebrauche  die 
beigefügte  Tabelle  (s.  am  Ende)  berechnet,  worin  alle  rationalen 
Dreiecke  vorkommen,  deren  Seiten   lOÜ  nicht  übersteigen, 

Uebrigens  ist  klar,  dass  hier  nicht  nur  die  Abszissen,  sondern 
auch  die  Ordioaten  um  jede  beliebige  Grösse  veriifehrt  oder  ver- 

A  f 

mindert  werden  können.    Ist  überdiess  an  den  Grössen   -  und  - 

f*  .V 

uiv'hts  gelegen,  so  kann  man  auch  die  Abszissen  mit  den  Ordi- 
nalen v^rtaufichen,  und  bei  diesen  oder  jenen  die  Zeichen  ändern. 
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$.  14. 
folgesatse. 

a)  Zwischen  den  bei  rationalen  Dreiecken  vorkommenden 
Grössen  bestehen  viele,  mitunter  interessante  Beziehungen.  So 
folgt  aus  der  Fläche 

F=  1(^P+  BP')PP*^^\{BP'^CF')P'P*-\{AP^CP')PP\ 

2F  =  (n  +  n')  (m'  -  m)  +  (n'  +  n")  (m".-  m')  —  (ii  +  n")  (m"—  m), 
=  -  („-|-«or-(«'  +«")/-(«  +n")/-'  =  (11  +  nO(f+n 

und  bei  höherer  Streichung 

Diess  gibt  nach  Gleichung  15) 

fn  f Y'ii'  +rV'  =  -  (5^w  +^'m'+  ^W)  =  2F;  .   .  -20) 

so  wie  auch 

/ViH/'W+/"W  =  ^+yV+^V'  =  0.    .   .   .21) 

b)   Ist 

y  =  afx  \  b' 

die  Gleichung  einer  Geraden  in  der  Ebene,  so  stellt,  wie  bekannt, 
a'  die  Tangente  des  oberhalb  rechts  liegenden  Winkels,  den  die 
gegebene  Gerade  mit  der  Abszissenaxe  bildet,  (des  Richtungs- 
winkels) dar. 

Werden  nun  die  den  Seiten  a,  b,  c  zugehörigen  Richtungs- 
winkel mit  ff,  a',  a"  bezeichnet,  so  hat  man  in  Fig.  3.  «  =:  CA*Xy 
a'  =  AB'X,  «"  =  BOX.  Aber  der  Winkel  BOX  in  Fig.  3.  ist 
=  BAM''  in  Fig.  2. ;  man  hat  daher 

tga"  =  i^BC'X  =  i^BAM"  =  -5f :  =  ^  =  f 

Die  RichtuDgskonstanten  der  Dreiecksseiten  sind  demnach 

tg«  =  ^,      tga'  =  -^;,      tga"=^!,  .    .    .    .22) 

In  Folge  dessen  haben  alle  zu  a,  6,  c  perpendikulären  Ge- 

f       p       f 
raden  beziehungsweise  die  Richtungskonstanten ,  —zu^ rr* 
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c)  Halbirt  die  Gerade  AE  den  Winkel  A  =  BAC,  ist  daher 
I  §.  10.  tg  C'AE  =3  - ,  80  hat  man  wegen 

AEX  =  ACX-^  C'AE  =  BCX--  OAE, 


wa8 


'8  ""^^  - 1 + tg  ÄC jc.  tg  c'^i;  -\r   ujv  *^  r««/ 

gibt,  nach  Gleichung  14}  in 

fibergeht,  und  wegen  Gleichung  11)  zu 

tg  ^JT  =  jiyrzvv. 
ffihrt.    Werden  nun  die  Richtungskonstanten  von  den  Halbirungs» 

O        ßl        Ott 

linien  der  inneren  Winkel  Ay  B,  C  beziehungsweise  mit  -f  ^»  ^ 
bezeichnet,  so  hat  man 

ß_  ly^+x'y    ß'    kii"+ky    r_V  +  AV     ,^. 

Die  Geraden,  welche  die  äusseren  Dreiecks  winket  halbiren,  stehen 
auf  den  Halbirungslinen  innerer  Winkel  senkrecht;  för  sie  sind 
daher  die  angeführten  Richtungskonstanten  umgestfirzt  und  ne- 
gativ zu  nehmen. 

d)  Da 
tg^  =  tgiBaX^AB'X^)^(f  -  ^;): (l  +«^;)  =  ^=ö; 

so  hat  man  nach  Gleichung  19) 

2F  2F  2F 

Diess  gibt 
so  wie 
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d.  i. 

gcoiA  =  (7'cotÄ — m-\^m\ 

HO  da98  man  bei  boberet  Strefeliang  zu 

^cot/l+iii=^'cotÄ  +  m'  =  ^'cotC  +  iii" 

gelangt.    Auf  ähnliche  Art  erhält  man  auch 

/cot  ^  —n  =  Z^'  cot  ß— 71'  =  f'  cot  C-  fi". 

5    15. 
Bestimmung  der  (Seraden  ind  Punkte  in  rationiden  Dreieelien. 

a)  Was   die    Seiten    a^^iBC,   b^AC,   e^AB    anbelangt, 
gelteni  ffir  sie  nach  Gleichung  22)  beziehungsweise  die  Ausdrucke 

y  — n'  =  ^(a:  — i/iO,  y  — «"  =f,(a?  — wi"),  Jf— n  =  C>  (a:  —  m). 

Hieraus  erhält  man  bei  ^=^0  (He  Längen  von  Segmenten  der 
Abszissenaxe,  und  bei  ^  =  0  jene  der  Ordinatenaxe» 

S€iten»    bei  denen  g=zO»   sind  zur  Absaisseiiaxe ,   und  wo 
fss.0  vorkommt,  zur  Ordinatenaxe  paralleL 

b)  Eben   so  erhält  man  als  Gleichungen  ftir  die  Senkrechten 

f 
von  A  auf  BC,        y  —  «  =  —  -  (a?  —  wi), 

„    B    „    AC,        .v-n'  =  — ^,(a:— mO, 

ff 
„     C  „    AB,        3^  — «"  =  — S>(a:-iO. 

Die  Werthe 

a:  =r  i!/j  =  ^cot-4  +  fW,    y  =  Aj  =  —  /*cot  A\n 

lassen  nach  §.  14.  d)  die  höhere  Streichung  zu,  und  geniigen 
desshalb  allen  drei  Gleichungen.  Mi,  IS^  sind  demnach  Koor- 
dinaten des  gemeinschaftlichen  Durchschnittspuuktes  der  Dreiecka- 
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hohen.     Die  Entferntktogen  dk€9t^   Futakteä  von  deti  Scheiteln  A^ 
B,  C  sind  wegen 

beziehungsweise  acolA,  6cotB,  ceotC 

c)    Die   Glefchungen    der    in    de»  Mittefpunlcteti    der   Seiten 
stehenden  Senkrechten  sind 

bei  nC,        y-i(n'  +  n")  =  -^[a;-4(m'  +  m")J. 
„    AC.        y-4(«  +  n")  =  -^'[^-i(m  +  «i")]. 

„    AB,       y-  i  (n  +  n')  =  -^,[x-i(nt+  m')]. 

Für  den  .gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  hat  man  mit  Rfick- 
sieht  auf  §.  14.  d) 

^7«  ==i(-/7cot^  +  »/i'+  ?«")»      -^2=  i(/*cot^  +  n'  +  »O. 

Diess  mit  den  Werthen  von  Af|,  iV|  in  b)  verglichen  gibt 

Ferner  fiildet  man 

iii-^.=i(^cot^  +  2m-m'—m")  =  4(.9C«t^ -/*'+/*")» 
n-  ZVa  =r  K-^cot^  ^^  2n-ii'-n")  =  i(- Aot^^-^'  +5'")- 

Diess  mit  den  Wertben  von  4F  multi()lizirt  gibt  nach  Gleichung 
19)  und  14)  d) 

4F(m-.^^  •=  -  pr9-99Y'-'r(f^'-rg)^r  (f'9-f9^ 
Eben  so  ist 

4nn-JSt)=ffr'+f9'ff"-9'(fff"-rs!)'i-9''(ri/-r9') 

^ffT-fsW-t-rss'+fffff"' 

Die  Summe  der  Quadrate  letztefer  Gleichungen  beträgt 
16F«[(m-^i,)2  +  (n-^,)«]  =  (/^+^^)(/'*+  9'^)(n+9"^) 

somit  ist   die  Entfernung   des   Durchschnittspunktes   von  A,  und 
wegen  Zulössigkeit  höherer  Streichung  von  ß  und  C 
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V[(m-Jf4)«  +  (n— A,)«]  =  ahcUF. 

Diess  ist  also  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises. 

d)  Die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  Scheitel  mit  den 
Mittelpunkten  der  Gegenseiten  verbinden«  sind 

y— n    =^_/'/  (0?  — m  ), 

indem  z.  B.  die  erste  dieser  Linien  durch  die  Punkte  m,  n; 
\{jn^  \ni%  i(n'4-n'0  geht,  somit  zur  Richtungskonstante 

\n'  +  in^^— n  n^  -f  n^^-2n  _  ^- <y'^ 

hat. 

Diese  drei  Linien  schneiden  sich  im  Punkte 

ilfa  =  \{r-n  +  m,      iV3  =  i  (5r'  -^r")  +  n; 

da  diese  Ausdrucke  die  höhere  Streichung  zulassen.  Diess  ist 
bekanntlich  der  Schwerpunkt,  weshalb  auch  die  obigen  Geraden 
die  Schwerlinien    heissen. 

Für    die   Gerade,    welche   durch    die   Punkte   il!li2V|,  M%1S^ 
geht,  erhält  man  die  Gleichung 

S/'cot^  +  o'— o"    ,  .^         V 

y4./cot^-^n  =  _3^^^^^^^^,^.(a:--jycotJ^m), 

welcher  auch  die  Werthe  M^y  N^  genügen.  Diese  drei  Punkte 
liegen  daher  in  einer  Geraden,  welche  bei  rechtwinkligen  Dreiecken 
wegen  cotC  =  0  in 

fibergeht,  somit  durch  den  Scheitel  des  rechten  Winkels  und  die 
Mitte  der  Hypotenuse  geht. 

Folgesatz.     Die  Gleichung  der  Geraden  AB  ist  nach  a) 
y—n  =  y,  {x—m), 
und  die  Gleichung  ihrer  Schwerlinie 
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die  Kotangente  des  von  beiden  Linien  eingeschlossenen  Winkels 
t€  ist  demnach 

wobei  nach  Gleichung  19)  der  Nenner  4F  beträgt.   In.  Folge  dessen 
bat  man 

4Fcot«  =  ff-f'f'^g^'-g'^', 

und  bei  höherer  Streichung 

4Fcot«'  =  ff»-ff"^gg'-gf, 

SO  wie 

4Fcota"  =  rr-fP  -\^9Y-99'' 

Aus  der  Somme  dieser  drei  Gleichangen  ergibt  sich 

cot«  +  cota'  +  cot«"  =  0. 

Siebe  Band  XLIX.,  S.  115.  und  S.  346  dieses  Archivs. 

e)  Die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  inneren  Winkel 
A,  B,  C  balbiren,  sind  beziehungsweise  nach  §.  14.   c) 

ß  ß'  ß" 

y—n^Hx—m),    3^— n' =  ^,  (a;— mO,  y— n"  =  ^,  (o?— m"). 

Um  hier  zu  erfahren,  ob  diese  drei  Geraden  durch  einen  Punkt 
gehen,  setze  man 

dann  ist 


ßx* 

y'  =  — 


und  die  zweite  Gleichung  gibt 


d.  i. 


^'  +  ^"  =  ^'(a:'  +  r) 


Es  ist  aber  nach  Gleichung  14)  und  23) 
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woraus  dann  eben  so 

und  der  Halbmesser 

Tun'  F 


folgt 

Jenschowitz,  den  2.  November  1869. 


V 

Weuei  Simerka. 
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Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines   beliebigen 

Vierecks    und    sich    aus    denselben    ergebende     Con- 

structionen    dieses    Punktes    im    Vergleich    mit    dem 

Schwerpunkte  des  Trapezes« 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  H,  Emsmann, 

an  der  Realschule  I.  Ordnung  zu  Stettin. 


(Fig.  8.  Taf.  IV.) 


Im  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  (Theit  L., 
Heft  2.  S.  2J2. — ^219.)  sind  in  Veranlassung  der  bekannten  Con- 
struction  des  Schwerpunktes  eines  Trapezes  neben  einer  neuen 
interessanten  graphischen  Bestimmung  desselben  vom  Herrn  Her- 
ausgeber die  Coordinaten  dieses  Punktes  anafytisch  entwickelt. 

Heisst  das  Trapez  in  continuirlicber  Bezeichnung  ABCD  mit 
den  beiden  parallelen  Seiten  AB  und  CD^  von  denen  die  längere 
AB  =  a,  die  kürzere  CD  =  b  ist,  so  ergiebt  sich  für  A  als  An- 
fangspunkt des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  wenn  AB 
die  positive  Abscissenbalbaxe  ist«  die  positiven  Ordinaten  in  der 
Richtung  der  Hohe  genommen  sind  und  die  Hohe  mit  h  be- 
zeichnet wird«  für  den  Schwerpunkt  die  Abscisse 

und  die  Ordinate 

a-{-b 

wo  a  die  Abscisse  des  Punktes  B  und  c  dieselbe  fOr  C  ist. 
Tiieil   LI.  16 


Digitized  by  VjOOQIC 


242     Ems  mann:  (Jeder  den  Schwerpunkt  einet  Jeden  Vierecks 

Die  bekannte  Constroction  des  Schwerpunktes  eines  Trapeze«, 
in  Betreff  deren  in  obiger  Abhandlung  auf  Culniann  verwiesen 
isty  hat  mich  schon  längst  veranlasst,  die  Coordinaten  des  Schwer* 
punktes  des  allgemeinen  Vierecks  zu  bestimmen,  um  aus  ihnen 
die  des  Trapezes  als  des  specieilen  Falles  abzuleiten,  und  um  zu 
ersehen,  wie  die  Construction  för  das  Trapez  aus  der  für  das 
allgemeine  Viereck  hervorgeht.  Einige  der  erhaltenen  Resultate 
erlaube  ich  mir  im  Folgenden  mitzutheilen. 

Das  Viereck  heisse  in  continuirlicher  Bezeichnung  ABCD; 
A  sei  Anfangspunkt  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  AB 
die  positive  Abscissenhalbaze,  die  positiven  Ordinaten  liegen  nach 
der  Seite  der  Figur  zu  und  zwar  sei  die  Absei sse  RJr  B  =i  a, 
für  C=c,  für  D=d;  die  Seite  CD=^ö,  und  die  Ordinate  fSr 
C=:A  und  Rir  Dz=:hi. 

Verfolgt  man  den  Gang,  welcher  in  der  oben  angegebenen 
Abhandlung  durchgeführt  ist^  so  ergiebt  sich  für  den  Schwerpunkt 
des  allgemeinen  Vierecks 

Fdhrt  man,  wie  in  den  Formeln  für  das  Trapez  die  Seite  b  ein, 
setzt  man  also  d  =  c— V^6*— {A|  —  A)*;  so  erhält  man  folgende 
Werthet 

X=*(««V^*a-(^-A)Hc+ T ^  )i 

c^^a'-c+  Vä«-  (A|  -A)«) 

und 

aA  +  (A|  -f  A)  V^651.(Ai-A)Hc^^* 


IL 


F«iA 


cA|  +  A  (a-^c  +  V^A«— (A,  — A)«) 


Da  (ür  das  Trapez  Ai,=  A  wird,  so  resultiren  hieraus  die  obigen 
Trapezformeln  sofort;  ebenso  auch  die  för  den  Schwerpunkt  des 
Dreiecks,  nämlich  x  =  i(a  +  c)  und  y  =  iA,  wenn  ausser  A|  =  A 
noch  6=:0  gesetzt  wird. 

Sucht  man  nach  diesen  einander  entsprechenden  Formeln  die 
einander  entsprechenden  Constructioneu,  so  scheinen  diejenigen  für 
das  allgemeine  Viereck  ziemlich. complicirt  ausfallen  zu  mfissen;  dem 
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ist  lodessen  nicht  so»  da  die  Formeln  unter  IL  auf  die  einfacheren 
unter  1.  hei  der  Construction  zurOckgehen  und  diese  leicht  eon- 
stroirbar  sind. 

a.    Geben  wir  dem  Werthe  fSr  X  unter  1.  die  Form: 


jr  =  i(c+d  + 


c  ^-  +  a— rf 


Ist  das  Viereck  ABCD  (Fig.  1.)  gegeben»  so  verlängere  man 
OCf  bis  AB  in  O  geschnitten  vrird;  ziehe  CEX,AB\  mache  die 
Verllingerung  EJU=:iEA;  lalle  DF}_AB  und  verbinde  O  mit  M, 
wodurch  die  VerlSngerung  von  JDFin  /^  geschnitten  wird.  Schneidet 
man  hieranf  F/2=  FA  von  FP  ab;  zieht  il/2,  bis  die  Verhin- 
dangslinie  von  B  und  P  in  Q  geschnitten  wird,  und  ftllt  QÜXAB\ 
so  ist 

X==HAE  +  AF^BÜ). 

Behufs  des  einfachen  Beweises,  braucht  man  nur  Fßi  =  FB  zu 
machen,  N  mit  B  zu  verbinden  und  QD  bis  zum  Durchschnitt 
mit  BN  in  L  zu  verlängern. 

Fuhrt  man  diese  Construction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
giebt  sich  Folgendes: 

Ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  2.)  gegeben,  so  fälle  man  von 
C  und  D  die  Normalen  CE  und  DF  auf  AB;  mache  FP,  die 
Verlängerung  von  DF,  ^=  AE\  ziehe  PB\  schneide  auf  FP  die 
Strecke  FR  =^  FA  ab;  verlängere  AR  bis  zum  Durchschnitt  mit 
BP  in  Q  und  fälle  QV±AB.    Es  ist  dann 

Ä  =  iiAE+AF+BÜ). 
b.     Geben  wir  dem  Werthe  fOr  Ä  unter  I.  die  Form: 

a(a—a)-jr 

A  =  i(c  +  rf+ -^). 

cf(a-d)^ 

Ist  das  Viereck  ABCD  (Fig.  3.)  gegeben,  so  ziehe  man 
CS\\DB;  errichte  in  A  auf  AB  die  Normale  AJU^^AB;  ver- 
binde  JU  mit  iS;  fälle  CEJiAB  und  verlängere  CE  bis  zum  Durch- 
Schnittspunkte  P  mit  MS.    Fällt  man  noch  DF±AB,  so  ist 

X=|(24Et/IF  +  iE/^- 

16» 
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per  Beweis  schliesst  sich  anmittelbar  an  die  Constmction  an 
ohne  weitere  Hilfslinie. 

Fflhrt  man  diese  Constrnction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
giebt  sich  Folgendes: 

ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  4.)  gegeben,  so  mache  man  BS, 
die  Verlängerung  von  AB,  =  CD;  errichte  in  A  slu(  AB  die  Nor- 
male AM=:AB;  verbinde  M  mit  S;  fälle  CE±AB  und  verlän- 
gere CE  bis  zum  Durchschnittspunkte  P  mit  JlfS,  Fällt  man 
noch  DF±AB,  so  ist 

X-i(AE  +  AF+EP). 

Hier  sehen  wir  die  grösste  Uebereinstimmung  zwischen  der 
Construction  der  Abscisse  für  den  Schwerpunkt  des  allgemeinen 
Vierecks  und  des  Trapezes. 

c.    Geben  wir  dem  Werthe  für  F  unter  I.  die  form: 

c-jr  +  a  —  d 

ist  das  Viereck  ABCD  (Fig.  6.)  gegeben,  so  verlängere  man 
DCf  bis  AB  in  O  geschnitten  wird;  ziehe  CE±^AB;  mache  die 
Verlängerung  EM=zEA;  fälle  DF±AB  und  verbinde  O  mit  Jf, 
wodurch  die  Verlängerung  von  DFin  P  geschnitten  wird.  Schneidet 
man  hierauf  FQ  =  FP  ab;  zieht  durch  D  eine  Parallele  mit  AB, 
welche  die  in  B  auf  AB  errichtete  Normale  in  R  schneidet,  ver- 
bindet R  mit  Q  und  errichtet  in  A  eine  Normale  auf  AB,  welche 
RQ  in  5  trifft;  so  ist 

r^i(CE+AS). 

Führt  man  diese  Constrnction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
giebt  sich  Folgendes : 

ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  6.)  gegeben,  so  verlängere  man 
die  längere  parallele  Seite  um  eine  Strecke  gleich  der  kurieren 
(ilQ=  CD)  und  die  kürzere  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Normalen  auf  der  längeren  In  dem 
nach  derselben  Seite  hin  liegenden  Endpunkte  (CR  =  EB);  ver- 
binde die  Endpunkte  der  Verlängerungen  (QR)  und  errichte  in 
dem  anderen  Endpunkte  (A)  der  längeren  Seite  eine  Normale 
(/4<$),  bis  sie  die  Verbindungslinie  schneidet.     Es  ist  dann 

r  =  i(CE  +  AS)  =  HBR+  ^S). 
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d,    Geben  wir  dem  Werthe  ftir  F  unter  I.  die  Form : 

ist  das  Viereck  AB  CD  (Fig.  7.)  gegeben,  so  ziehe  man 
CS  II  DB  und  verlängere  DC  bis  zum  Durchschnitt  mit  AB  in 
O;  construire  EM  und  FP  wie  bei  Fig.  1.;  mache  FQ^FP; 
errichte  AG±AB  bis  DG\\AB  geschnitten  wird;  verbinde  G 
mit  iS  und  verlängere  SG  bis  zum  Durchschnitt  R  mit  einer  in 
Q  auf  QB  errichteten  Normalen.     Dann  ist 

Es  beruht  diese  Construction  mit  darauf«  dass 

ist,  also 

F=l(A+      ^s     .)-* j§ 

wird. 

Führt  man  diese  Construction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
giebt  sich  folgende  einfache  Construction: 

Ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  8.)  gegeben,  so  verlängere  man 
die  längere  der  parallelen  Seiten  um  die  kfirzere  nach  beiden 
Seiten  hin  (BS  =  AQ  =  CD);  errichte  AG  normal  auf  der  län- 
geren Seite  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  kürzeren;  verbinde 
den  Durchschnittspunkt  (Cr)  mit  dem  Endpunkte  (S)  der  Verlän- 
gerung an  dem  anderen  Ende  der  längeren  Seite  und  verlängere 
diese  Verbindungslinie  (GS)  bis  zum  Durchschnitt  (ß)  mit  der  in 
Q  auf  QS  errichteten  Normalen.     Es  ist  dann 

F=iOß. 

Die  Ordinate  F  kSnnte  man  ancb  aas  der  Gleichung 

r=i(h+  -^ )=i(A  +  -^-^^ ) 

c  -r  -i-  a  —  d  c-T-  ^  a-'-d 

construiren  und  daraus  wieder  eine  neue  Construction  für  das 
Trapez  ableiten,  wie  sich  auch  noch  andere  Constructionen  durch 
Umformung  der  Gleichungen    (ur  X   und    Y  ergeben;    das  Vor- 
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stehende  genügt  aber  mehr  deon  aasreichend,  om  die  verscbiedeo- 
artigen  Constructionen  so  erweiseo.  Die  grosse  Anxahl  voo  Com- 
bioatioDeii,  nm  die  Lage  des  8chwerpaiilctes  selbst  zq  bestimmen, 
noch  anzodeateoy  bedarf  es  nicht. 

Schliesslich  erwähne  ich  noch  eines  Satzes,  der  sich  aus  der 
Censtmetion  für  das  Trapes  unter  a.  (Fig.  2.)  ergiebt  und  leicht 
synthetisch  an  erweisen  ist 

Nimmt  man  (Fig.  9.)  auf  einer  Strecke  {AB)  swei  beliebige 
Punkte  (£  und  F)  an,  zieht  durch  diese  Parallelen  von  einer 
Linge,  welche  gleich  bt  der  Summe  aus  den  Abständen  des  be- 
treffenden Punktes  von  den  beiden  nächst  liegenden  (FP^zAF-l-FE 
und  EP'  =  EB+EF)  9  verbindet  die  Endpunkte  mit  dem  eot- 
femteren  Endpunkte  der  Strecke  (BP  und  AP")^  schneidet  auf 
jeder  Parallelen  von  ihrem  Anfangspunkte  eine  Strecke  ab,  gleich 
der  Entfernung  des  Anfangspunktes  von  dem  näheren  Endpunkte 
der  Strecke  (FR  =  ilFund  ER'  =  EB),  zieht  durch  diese  Punkte 
■ad  den  näheren  Endpunkt  der  Strecke  Strahlen,  bis  sie  obige 
Verbindungslinien  schneiden  {ARQ  und  BR'Q')\  so  läuft  die 
Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  mit  den  Parallelen  parallel 
und  trifft  die  gegebene  Strecke  stets  in  demselben  Punkte  (ZV). 

Die  beiden  auf  der  Strecke  {AB)  beliebig  anzunehmenden 
Punkte  (£  und  F)  sind  zwar  in  Fig.  9.  zwischen  A  und  B  an« 
genomaMD  worden;  indessen  ist,  wie  sogleich  von  selbst  in  die 
Angen  CÜlt,  die  Lage  dieser  Pnnkte  gleichgültig,  wenn  man  nur 
bei  der  Constrnctioa  gehörig  positiv  oder  negativ  abträgt  und  ver- 
binde^ und  dann  natfirlich  auch  das  Wort  „  Summe  **  in  dem  all- 
gemeineii  arithmetischen  Sinne  nimmt,  was  sich  eigentlich  Alles 
von  seihst  versteht 
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Problema  geometricuniy 

propositum  a 

D''^  Chriatiano  Fr.  Lindman^ 

Lectore  Stregn. 


(Fig.  Tab.  VI.). 


Problema,  quod  mihi  proposai  ad  soUendum,  est,  rectam  per 
punctum  datnm  ita  ducere,  ut  triangulum  datum  in  duaa  partes 
aequales  dividat.  Quod  quamquam  non  dubito,  quin  antea  pro- 
positum solutumque  sit,  roibi  tarnen  non  indignum  visum  est,  de 
quo  denuo  disseratnr. 

Sointio  mere  geometrica  eo  facilius  invenitur,  quod  proUeroa 
propositum  in  hoc  ineluditur:  per  punctum  datum  rectam  ducere, 
qaae  duas  rectas  inter  se  secantes  ita  secet,  ut  triangulnm  inde 
ortum  datae  iat  magnitudinis.  Sit  igitur  ABC(V\g,l,)  triangulum 
datum  et  P  punctum  datum.  Per  P  ducatur  recta  DE  iateri  alieui 
AC  parallela  6atque  parallelogrammum  ADEF=:  dimidio  trianguti 
i.  e.  est  quarta  proportionalis  AF  ad  AD^  lAC,  lAB  quaeratur  et 
parallelogrammum  conficiatur.  Ducta  deinde  FO  =  PD  et  ad  AC 
perpendiculari,  ex  O  ut  centro  scribatur  circulus,  cujus  radius 
6st  =  P£.  Ita  inveniemus  in  AC  duo  puncta  aut  unnm  punctum  aut 

> 

nnllum»  prout  sit  PE  =  PD.    In  6gura  puncta  sunt  duo  B  et  B\ 

< 
quae  cum  P  conjuncta  dant  duas  rectas  GB,  G'B\  quarum  utraque 
triangulum  datum  in  duas  partes  aequales  dividat.   Eadem  quoque 
Gonstrnctio  de  angulis  B  et  C  facienda  est.     Quo  facto,  duo  alia 
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pancta  Dunc  invenientur  in  AC  et  duo  in  BC.  Attameo  proble- 
mati  proposito  nullae  aliae  lineae  satisfaciunt,  quam  qaae  latera 
trianguli  ioter  vertices  angulorum  secent.  E  lineis  igitur,  quae, 
adhtbitis  angulis  B  et  C,  ioveniuntur,  ona  tantum  G^H^  probie- 
mati  convenit.  Itaqoe  per  punctum  P  tres  tantum  taleis  lineae 
nunc  duci  passunt.  Etsi  probiema,  triangulo  ABC  dato,  tres  ad- 
mittit  Solutionen,  inde  tarnen  colligere  non  licet,  rem  semper  ita 
se  habituram,  neque  apparet,  quomodo  quantitates  datae  coropa» 
ratae  esse  debeant,  ut  una  vel  plures  solutiones  exsistant,  id  quod 
via  analytica  investigandum  est. 

Primuro  igitur  quaeramus  locum  punetornm,  ubi  rectae,  quae 
triangulum  datura  ABC  (Fig.  II.)  in  duas  partes  aequales  dividant, 
ipsae  bipartitae  sunt  Origine  in  A  collocata  et  AC^  AB  azibus 
abscissarum  et  ordinatarum  resp.  sumtis,  aequatio  rectae  ejusmodi  est 

^  +  5^1 (1, 

UZ  ^   ^ 

si  sunt  (u,  0),  (0,  z)  coordinatae  punctoruro,  ubi  axes  secat. 
Coordinatae  puncti  medii  igitur  sunt  o;  =  In,  ^  =:  ^z.  Quoniam 
vero  superficies  trianguli  ita  orti  est  =  luz  Sin  A  et  dimidium 
trianguli  dati  aequat  vei  est  =^  ibc  Sin  A,  aequatio  loci  quaesiti 
erit 

ory=zlbe.   .   . (2) 

quae  est  aequatio  byperbolae,  axes  pro  asymptotis  habentis.  Hy- 
perbola  illa  satis  commode  scribi  potest,  quia  unum  ex  punctis 
ejus  6'(.tr=:J6,  ^  =  ic)  cognitum  est  Quemadmodum  is  ramus 
byperbolae  (2),  de  quo  nunc  agitur,  cadit  inter  BC  et  rectam  BC 
parallelam,  quae  triangulum  bifariam  secat  et  hyperbolam  tangit, 
sie  duae  aliae  sunt  byperbolae,  siniiliter  ad  AC  et  AB  sitae  ac 
prima  ad  BC,  quarum  aequationes  facile  reperiuntar,  Enimvero 
si  aequatio  (1)  rectam  repraesentat ,  quae  AB  in  P,  BC  in  Q 
secat,  quoniam  est 

1  +  ^=1 

o       c 

aequatio  rectae  £C,  colligitur,  coordinatas  punctorum  P  et  Qesse 
resp. 

6m(c— z)  cz(m  — 6)       .         _ 

atque  Ideo  ^BPQ  =  2(cu^öz)  ^^"  ^'  ^"'^  ®"^®"*  ^BPQ 
SS  ^^ABC^s  -j-SmB,  prodit  aequatio 
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Qaum  vero  coordinatae  puocti  medii  rectae  PQ  sint 
bu{C'-t)  ..      ct(ti--A) 

eliininandis  u  et  «  invenitar 

ex*  +  bxy -- bcx  =z — g-»      (3) 

qaae  est  aeqaatio  hyperbolae,  cujas  asymptotae  sunt  AB  et  AC» 
EodeiD  modo  inveoitur  aequatio 

bc* 
by*+cxy—bcy=--^       (4) 

hyperbolae  tertiae,  quae  CA  et  CB  pro  asymptotis  habet,  Jam 
patet,  ramos  hyperbolarum ,  intra  ^ABC  cadentes^  inter  se  cod- 
tactus  habere,  primam  et  secundum  in  puncto  c'(^=^,  y=v^}> 
primum  et  tertiom  in  puncto  b\x^=i\b,  y^=\c),  secundum  et 
tertium  in  puncto  a'{x  =  j[6y  y  =  ic),  eademque  paria  hyperbola- 
rum  a  medianis  CC,  BB,  AA^  ilsdem  punctis  tangi.  E  theoria 
hyperbolae  cognitum  est,  omnes  rectas,  quae  triangulum  in  duas 
partes  aequales  dividant,  quandam  ex  bis  byperbolis .  contingere. 
Necesse  quoque  est,  iatera  trianguli  inter  vertices  angulorum  se- 
cari.  Tangentes  igitur  per  punctum  datnm  (^  =  a,  y  =z  ß)  trans- 
euntes  quaerendae  sunt.  Si  aequatio  rectae,  quae  per  punctum 
daturo  transit  et  hyperbolam  (2)  secat,  est 

y  — /?=<(«— a) (5) 

invenitur 


x^  2« 

Ut  aequatio  (5)  tangeotem  repraesentat,  necesse  est,  sit 


v^ 


(««-^)'+^'=o 


2 
ve\,  si  ti  est  valor  quanCitatis  t  hnic  rei  respondens, 

Coordioatis  pancti  contactus  per  Xi,  yi  designatis,  habebimos 
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be±Ri                   beTRj  ... 

^i  =     8/J    •       yi=     8«     ' W 

Si  <s*  ^  ^u**^  valores  co^fBcientis  t,  quando  recta  (5)  b3rperbol8m 
(3)  aot  (4)  tangit  et  x^»  y^;  x^,  y^  designant  coordinata«  puncti 
contactus»  inveniuntur 

^         6c— 4a(c-~P)J:iZt 


4««  »    (Äf  =  V  *•<?•— 8c«(Ac-c«—6/J)). 

^  _     6(6gTtf«) 

_  8cg(6c-cg  — ft/?)~6»c(c-(?)T(6c— 2ca  — ft/g)fi^ 
^•"-  8a(Äc-c«-6/?)  ' 

g(ftcTl?8) 
3'»-8(6c-c«-6jJ)' 

_  %bß {bc ^Ctt-bß)-  hc^jb — a) T  (bc  -  ca -^^bß)  R^ 
*»~  8/3(6c— ca-Ä/3) 

Qaantitates  ß,,  A«,  ßg  monstrant»  fieri  non  posse,  at  recta  per 
panetam  (et,  ß)  tranftiens  unam  ex  hyperbolis  (2)>  (^)»  (4)  cootingat, 
ni8i  slt  reflp. 

bc^Saß,   6«c^8a(6c-ca-6/3),    6c«^  8/J(ftc— ca-6/J). 

Jam  scrutandam  est,  qno  pacto  eventurum  sit,  at  lineae  illae  ra- 
mos  byperbolarum  intra  ^^i^Ccadentes  tangaut,  neque  obliviscen- 
dam  est,  tangentes  cam  eodem  ramo  contactom  babere  non  posse, 
nisi  punctam  datam  intra  eum  asymptotaram  angalam  jacet,  qai 
ramoro  comprehendit. 

Primum  ponamos 

«>0,    /J>0,    6c-c«— 6/J>0 

▼el  ponctam  intra  triangalam;  seqaitur,  at  utraqae  tangeos  eun- 
dem  ramum  tangat.  Comparandis  ordinatis  panctoram  b\  J\  e' 
com  yi,  abscissis  panctoram  c',  V\  a'  cam  dr«»  ordinatis  pon- 
ctorom  a!»  tf\  b'  cam  yg  reperiemas,  contacturo  fieri 
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loter  6'  et  «".  .1  ..t  ^^^^  ^ 


>.-> 


vel  2ca  +  6/J  ^*c  ^  (ca  +  6|J)\^2. 

S       S  ^ 

vel  26|J + c«  1, 6c  ^  (c«  +  d/J)  V^2.  3 

e'etÄ"  6>_6(*£±j^)_>_6_  \ 

„    c   no.„     „    2  =  8(6c-c«-6iS)  =  2V^  .\ 

vei  6c^26^  +  c«,  /J^c(l-^, 

A",tv  6     >     6(6c-fl,)     >6 

»    0    eia,„    „    2V2=8(6c-c«— «|J)=i 


vel/J^c(l-;^).   c«^6/J. 
„    a'  et  c",  „ 


V2^ 


,.    e    eio,  „    „    2  =  8(60— ca—6/J)=:2V2 

vel  bc ^2ca  +  6/3,    «  ^ 6(1  -  4|). 

lode  eincet»  rectas,  qoae  triangulum  datum  in  daas  partes  aeqoalea 
dividant,  Dumquam  plures  tribaa  esse,  et  inspectio  Bgnrae  docet, 
id  non  evenire,  nisi  panctum  (a,  ß)  intra  spatiuni  caryilioeum 
a'i/'Va"c'b"a'  situm  sit. 

Positis  deinde 

a>0,  ß>0,  6c-ca— 6/J  =  0, 

vel  punctam  in  ßCsituiu  esse,  facile  perspieitur,  nallam  tangentem 
hyperbolae  primae  probleniati  satisfacere.    Quam  vero  nunc  ha- 
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a  ß 

beaniQS  x%=z^9  y^  =  ^9  coiligitar,  anani  tangeotem  byperbolae 

secundae  probiemati  conveoire,  si  est 

*=«=2' 
et  onam  byperbolae  tertiae,  si  est 

^=  P=2' 

quae  tarnen  res  non  simul  evenire  possunt    Itaque  ona   tantam 
linea  ejasmodi  invenitar. 

Si  est 

a>b,     /J<0,     6c— c«— 6/J  =  0 

vel  punctum  in  linea  BC  producta,  una  reperitur  recta  hyperbolani 
primani  tangens,  si  est 

2c«  +  6/3  ^  6c  ^ca  +  26/3; 
si  est 

una  exsistit  linea  eandem  byperbolam  tangens^  si  est 

26/J  +  ca  ^  6c  ^  6/3  +  2ca. 

Ne  multus  sini,  mibi  sufficiat  dicere,  unam  tantum  rectam, 
quae  triangulum  bifariam  secet,  reperiri  pro  quovis  situ  puncti 
dati,  sive  est  extra  triangulum  sive  in  quodam  ejus  latere,  id 
quod  eodem  fere  atque  antea  modo  invenitur,  praeterquam  quod 
valores  tantum  positiv!  quantitatum  yi,  x^  y^  cum  aptis  coordinatts 
punctorum  6',  c',  a!  comparantur. 
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Ueber  eine  Brechangscurve. 

Von 

Herrn  Dr.  Ad.  Hochheim, 

Lehrer  an  der  höheren  Gewerbeschale  zn  Magdeburg. 


(Figur  6.  Taf.  V.) 

In  Theii  L.  Nr.  III.  S.  54.  dieses  Archivs  stellt  Herr  Pro- 
fessor Kudelka  in  einer  Abhandlung:  ,,Die  Gesetze  der 
Liichtbrecbung^'  folgendes  ungelöste  Problem  auf: 

Von  einem  leuchtenden  Punkte  O  mögen  zwei  Strahlen  auf 
eine  Ebene  fallen,  welche  zwei  ungleich  stark  brechende  Medien 
trennt;  sie  werden  dann  beim  Durchgange  durch  die  Ebene  ge- 
brochen und  die  gebrochenen  Strahlen  schneiden  sich  rückwärts 
verlängert  in  einem  Punkte. 

Man  denke  sich  nun  das  Medium,  in  welches  die  von  O 
kommenden  Strahlen  eintreten,  hinsichtlich  seiner  materiellen 
Beschaffenheit  wie  durch  Zauberei  in  stetiger  Veränderung  be- 
griffen, so  dass  dadurch  der  Brechungsexponent  m  in  den  Zu- 
stand stetigen  Wachsen  versetzt  wird.  Die  den  obigen  einfallen- 
den Strahlen,  die  wir  als  unveränderlich  beibehalten,  entspre- 
chenden gebrochenen  Strahlen,  werden  alsdann  immer  grosser 
und  grösser,  ihr  Schnittpunkt  wird  seinen  Ort  verändern  und  so> 
mit  eine  gewisse  Bahn  beschreiben. 
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Näheres  Ober  die  Gestalt  und  Beschaffenheit  der  Bahn  m5ge 
hier  folgen: 

Die  Gerade  XX  bifde  die  Grenze  zwischen  den  beiden  Me- 
dien und  sei  zugleich  Abscissen-Axe.  Der  lichtstrahlende  Punkt 
O  habe  die  Coordinaten  a,  b.  Die  beiden  von  ihm  ausgehenden 
Strahlen  seien  AO  und  BO,  A  liege  im  Anfangspunkte  des 
Coordinatensystems,  B  habe  die  Coordinaten  ^^  0.  Der  Einfalls- 
winkel des  Strahles  OA  sei  a,  der  des  Strahles  OB  sei  ß;  die  ent- 
sprechenden Brechungswinkel  seien  «i  und  ßi»  Der  Durchschnitts- 
punkt der  rückwärts  verlängerten  gebrochenen  Strahlen  sei  F  mit 
den  Coordinaten  xy,  dann  ifi>t  die  Gleichung  der  Geraden  AF: 

Vw*— sin«« 
y  = ^^ •'' 

und  die  der  Geraden  BF: 


ff  =: T—o ix —  p). 


V^m«— sin«/?, 
sin/3  < 

Quadriren  wir  jede  dieser  beiden  Gleichungen,  so  ergielit 
sich: 

y*sin*a  =s  a:*m*  — .««sin*«, 

y«8in«/J  =  (ar—  p)«m«— (ar  —  p)«sin*/?. 

Durch  Elimination  von  m«  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
findet  man  die  Gleichung  HQr  den  geometrischen  Ort. der  Schnitt* 
punkte  der  gebrochenen  Strahlen: 

,  _  a?«(a?— rt*(sin«tt— sin«/?) 
^    "~    a;*sin«/J — (a:  — p)*sio*a 

II-  I   fi  g(a?--p) 

^  Va?«8in«/3-(j:-.p)«sin«a' 


oder 


wo 


ist. 


R  =  V*sin««-8in*/J 


Die  Curve  besteht  aus  zwei  Theilen,  die  sich  im  Punkte 
ar  =  p  durchschneiden.  Beide  liegen  symmetrisch  zur  a;»Aze 
zwischen  den  Geraden 


psina 

X  -=.  — 


sin  er -I- sin/? 
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und 

^  ""«in«  —  »in/J* 
die  sie  su  Asyroptoteo  haben. 
Für 


und 


*^  Bina  +  Bxnß 


psina 


ain  a  —  sin  /} 


Ist  y  imaginär.  Der  Anfangspunkt  des  Coordiuatensystenis  ist 
demnach  ein  isolirter  Punkt  derCurve.  Der  leuclitende  Punkt  O 
liegt  in  der  Curve,  denn  setzt  man 

—       pcotp        _ 
*"-cot|J-cot«~"' 

so  geht  die  Gleichung  der  Curve  fiber  in 

^""*cot/3— cot«""*^' 
in  ihm  schneiden  sich  die  gebrochenen  Strahlen  för  m  =  1 . 

Um  den  Lauf  der  Curve  noch  genauer  zu  untersuchen,  bilden 
%vlr  die  beiden  ersten  Differentialquotienten: 

dy   n   J?*sin*|3 — (a;  — g)'sin^g 

dx  ""  *  ^  (:r»  sin*  ß-[a:-  p)«  8il?i)i ' 

iPy n    3>r(ar-"p)p*sin*g.8in*/? 

^a  -  ±  Ä  (a:«  sin*/J—  {x  -  p)*  »in*^»* 

Für  ar<p  haben  jf  und  ^  stets  entgegengesetzte  Vorzeichen; 

zwischen  a?  =  p ,.  ,  .^^  und  o:  =  p  muss  demnach  der  ober- 
halb der  :r-Axe  liegende  Theil  herab-,  der  unterhalb  liegende  auf- 
steigen;   ftlr  alle  Werthe  von   x  zwischen  p  und   p  -; .   ^ 

haben  y  und  ^-  gleiche  Vorzeichen^  der  fiber  der  a?-Aze  liegende 
Theil  steigt  daher  auf,  der  unterhalb  liegende  ab. 

Setzt  man 
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Bo  wird  ^  =0»    cl<>ch  '^^   hier  weder  ein  Maximum,   noch   eio 

Minimum  vorhanden,  da  sich  die  Curve  nicht  ober  xz^o— zrza 

hinaus  erstreckt. 

Da  y  und  3^  stets   gleiche   Vorzeichen    hesitsen,   so  muss 

die  Curve  der  a:-Aze  stets  die  convexe  Seite  zuicehren;  für  x=^ 

wird  2-^  =  0,  jeder  Theil   der  Curve  hcöitzt  daher  im  Punltte 

(q>  0)  einen  Beugungspunkt. 

Der  Schnittpunkt  der  gebrochenen    Strahlen    wird   sich   nur 
auf  dem  Arme  der  Curve  bewegen,  welcher  zwischen  x^=^  q  und 

o?  =  g    .      ^    .   ^  oberhalb  der  i;-Aze  liegt;   er  durcbiäoft  fllr 

IIB  <  1  das  Stack   zwischen  0?=^    und   x=^a\    für  m  >  1    den 
übrigen  Theil,  der  sich  in  die  Unendlichkeit  erstreckt 


Berlchttyuiiyeii  zum  ersten  Hefte  dieses  Thells. 

8.  8.  Z.  16.  V.  0.     Sutt  „T**  8.  m.  „T". 

8.  8.   „    17.  V.  o.       „      „und"  8.  m.  „um". 

8.  8.   „      7.  V.  u.       „      „r"  8.  m.  „r". 

8.  9.  „      4.  V.  o.       „      „des"  8.  m.  „eines". 

8.  9.  Z.  8— -Z.  9  V.  o.  ist  dem  gesperrt  gedruckten  Satze  die  folgende 
Fassung   zu  geben: 

„Jedes  unendlich  kleine  Flächenstück  kann  durch  einen 
unendlich  kleinen  Kreisbogen  erzeugt  werden,  wenn  sich  der- 
selbe so  bewegt,  dass  einer  seiner  Punkte  einen  zweiten  un- 
endlich kleinen  Kreisbogen  beschreibt,  wfthrend  der  zu  jenem 
Punkte  gehörige  Radius  des  ersten  Bogens  mit  dem  zu  einem 
bestimmten  Punkte  dos  zweiten  Bogens  gehörigen  Radius  pa- 
rallel bleibt  und  die  Ebenen  der  beiden  Bogen  beständig  auf 
einander  senkrecht  stehen."  K.     E  x  n  e  r. 


Digitized  by  VjOOQIC 


Grunerl:  Gteich,  iL  Kepeischn  u.d,  Kreises  in  DrelKnienCfforrttn,  257 


Die    allgemeine   Gleichung  der   Kegelschnitte  ^    insbe- 
sondere auch  die  allgemeine   Gleichung  des  Kreises, 
in  Dreilinien-Coordinaten  oder  in  sogenannten  Irimetri- 
sehen  Coordinaten. 

Von 
dem    Herausgeber. 


§.  l. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  in  Dreilinien- 
€oordinaten  scheint  mir  noch  nicht  in  so  vollständiger  und  allge- 
meiner Entwickeln ng  gegeben  zu  sein^  wie  ich  dieselbe  in  dieser 
Abhandlung  zu  geben  versuchen  %verde^  um  daran  spliterhin  noch 
weitere  £ntwickelungen  in  dieser  Richtung  anzuschliessen.  Als 
vollständig  bekannt  setze  ich  dabei  voraus  die  von  mir  in  der 
Abhandlung  Tbl.  XXXVIll.  Nr.  XXX VI.  gegebene  allgemeine 
Theorie  der  Dreilinien-Coordinaten,  auf  die  ich  mich  im  Folgenden 
ußers  SU  bezieben  genuthigt  sein  werde ,  wobei  ich  zugleich  be- 
merke» dass  ich  —  wenn  nicht  etwas  Anderes  besonders  bemerkt 
wird  —  hier  Gberall  ganz  dieselben  Zeichen  wie  in  der  genannten 
Abhandlung  gebrauchen,  und  mich  daher  hier  einer  Erklärung 
dieser  Zeichen  ganz  enthalten  werde,  indem  ich  vielmehr  ein  für 
alle  Mal  in  diet«er  Beziehung  auf  jene  Abhandlung  verweise. 

§.  2. 

Die  Coordinaten  des  Brennpunkts  des  Kegelschnitts  seien 
Q|i,  c5|,  0)2  ~  wobei  ich  bemerke,  dass  diese  Zeichen  in  der  Ab- 

Tbeil  LI.  IT 
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haodlung  Tbl.  XXXVIll.  Nr.  XXXVI.  S.  399.  eine  andere  Be- 
deutung haben  —  und 

1) Apo+Bp^  +  Cp2  =  0 

sei  die  Gleicbung  der  Directrix*).  Ist  nun  (poPiPs)  j^^^t  ein 
beliebiger  Punict  des  Kegelschnitts,  so  ist  nach  Tbl.  XXXVIll. 
S.  433.  das  Quadrat  der  Entfernung  dieses  Punktes  von  der  Di- 
rectrix: 

(M  +  BPi+Cp^)* 

A^  +  B^+  C«+  2^Äco8tOoi  +2ÄCcost©|,  +  2Ci<  costo»' 

Ferner  ist  nach  Tbl.  XXXVIll.  S.  426.  das  Quadrat  der  Entfer- 
nung  des  Punktes  (poPiP%i  des  Kegelschnitts  von  dem  Brenn- 
punkte (öo^iO^: 

_  ( (;>o— 5o)*costg, ,     (pi  -  Qi  )*costCao      (Pa— 5a)*cost0o,  | 
(     sintOoiSint02o  siotoi^sintooi  sinto^sintO|2    ) 

Bezeichnen  wir  nun  vtrie  gewöhnlich  die  Charakteristik  des  Kegel- 
schnitts*^) durch  n,  und  erinnern  uns«  dass  nach  Tbl.  XXXI. 
Nr.  XIII.  bei  einem  jeden  Kegelschnitte  die  Entfernung  eines 
jeden  Punktes  desselben  von  dem  Brennpunkte  erhalten  wird, 
wenn  man  die  Entfernung  dieses  Punktes  des  Kegelschnitts  von 
der  Directrix  mit  der  Charakteristik  multlplicirt;  so  ist  klar»  dass: 

2x n'^JApo+Bpi  +  Cp^^ 

^  *   •   '  A^  +  Ä«  +  C«+  '2AB  cos  tooi  +  2ÄCcos  toia  +  2CA  cos  10,0 

_  _f(Po— ^o)*cosw,a      (yi— 5|)^oWao      (Pg— 5a)*costt>ot\ 
\    siotooisinto^o  sintoiasintooi  sintOs(|SintO|a    ) 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist 

Setzen  wir  nun  wie  in  Tbl.  XXXVIll.  S.  406.: 

4A*        -  _  « 

3).   .   .  J  =  - — -- =  OosintO|2-|-G>|8intO(o-f-QaSintPoi 

•0*1 •• 

=  Posinwi^+Piainw^o+Pt^^^^ot 
und  der  Kürze  wegen: 


*)   M.   ■.    meine    Theorie    der    Kegelschnitte    nach    einer 
neuen  Methode  analytisch  entwicifell    in  Till.  XXXI.  Nr.  XIII. 
••)  ThI.  XXXI.  S.  68. 
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«0   kSnoen  wir  die  vorstehende  allgemeine  Gleichung  der  Kegel- 
schnitte aocb  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen : 

6) G*(^/»o  +  Bpi  +  0»»)' 

,    j^  (  (Po"-5o)«COSIO|a        (/?!— 5|)*COSt(>to  f    _.. 

'*       \    siniooisintoso  sinicitsintcoi  >  —  0. 


''      sinir^sinu^i«    ) 


Es  ist  nun: 


J*  tfiniToi  8intOi«sinto.o  {  ^ ^ ^  +   \.;»^^    oS».« 

''     sinu^so^l'^^i«    ) 

+  (pi  — ö|)*siniOjoC08trto 

+  (Pi  -  5«)»siniroi  costooi 
=  «/*(j9o^«*>D<^isCOStO|a  -|-pi'siow2oC08tflto+f9*fiiutroiCostOoi) 
—  2J(po8«n  tt^ia  +Pi «»»  «>ao  +Pa8in  Woi) 

X(Po^oBi^*^iaC08tf^ia-|-piO|  sin  1020  costOso-fp^^tBiniToiCostOoi) 
+  (Posiot^ia-f  Pi  «inic^+pasin  woi)* 
X(So* sin tojacos  10^2 -|- c5|*sintOao cos t02o+^2*sintOoi  cos tooi)- 

Denkt  man  sich  diesen  Ausdruck  gehurig  entwickelt,  so  über- 
zeugt man  sich  auf  der  Stelle»  dass  der  Coefficient  von  p^^  der 
folgende  ist: 

•/*sint0|acost0|9 — 2JQo8ln<9ia*cosf0is 
•f  (6io*B>nt<'itCostOi2-|-c5i  Vin«otoCosiOso-|-<^9*<(^D<9oi  coBWQi)m\Wi^ 

=         («/  —  Qq  «*">  *^l  l)*  sId  «^l  S  cos  fTi  2 

-f  (c5|^  sin  tr^o  cos  toso  +  ^a^  sin  fOot  cos  Wqi  )  si n  Wx^ 
=r       (c5|  sin  %D^  4-  ^1  s'tu  icoi }'  sin  lOi  t  cos  ti^i  ^ 

•f  (c5|*sin  1020 cos  tr^o  +  c^^^sin  w^i  cos t^oi )  sin  tßi ^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


2ö()  Grunert:  Gleichung  der  hegelschnilte  und  det 

•=.       c$|*0intO|20ioti)^(8inW|«co8flOso~l'C^s^it^i'^<^) 

\  c5^* «iD  Wqx  sin  «'is  (siDt^oi  ^^'^ ^1* "f  ^®s ^01  ^^  *^s) 

-f  2€$|  eis  sin  «'oi  ^'*''  ^i  t  ^i°  *^to  ^^^^  *^is 
^i^       c3|^  sin  tTi  ssin  fOfo  si*>  (cc'it  +  ^so) 

+  c3s*8introi  sin  tOi«  sin  (tOoi  +Wi«) 

-f  2c3|  6)2  si  n  Woi  sin  toi«  sin  w^  cos  iO|t 
^  —  Oi  ^  sin  tOoi  sin  tOi«  sin  ir^ 

—  Of'^ii^c^oi  siniO|2Sinf02o 

-f  2c3|  o^^'i"  ^01  ^ii>  tri^siatoso  cos  tri  2  *) 
^  —  (c$i^  — 2€5i 6)2 costri2 -f  ^^)  sin tooi  sid toissio  t^to- 

<ianz  auf  dieselbe  Art  sind  also  Qberbaapt  die  Coefiicienten 
von 

Po*.    Vx^y    Pi* 

tu  dem  obigen  Ausdrucke  beziehungsweise: 

—  (c3|* — 2c5|Q2COSfO|2-|-c3s^)sintf^oisintri26intOtO' 

—  (Ö2*  ~  2Ö2Ö0  cos  tC2o  +  öo*)  fii  n  Woi  sin  tri 2  sin  •*'«)» 

—  (öo*  —  2Qo^i  cos tCoi  +  ^1  *)  *'*"  «'oi  *'**  *^i 9  ^"^  •''•o- 

Der   Coefficient    von   2poPi    >n   dem    obigen    Ausdrucke    ist 
äffen bar: 

—  «/(Ö5|Sint<)|28iDfl72oCOSt020  +  c3o8intl?2oSinfl7|2G08tf^l2) 

\  sintr|2sintr2o(^o*siDti7|2Costri2  ^  ^i^sint<72ocostc^2o 

-f  02^6intl7oiC08UH>i) 

—  —  (c5o  sin  t^i  ft  +  ^1  sin  t02o  \  t)2sin  tooi) 

X((3|  sin  tr|2sin  t^so cos «»20  +  ^o sin  w^€\Vk  vn^^ cos  vox%i 

■\  sintri2sinti>2o(c3o^sinti7|2Costi;i2  -f  c5|*  sin  1^20^08  t02o 

4-  6)2^  sin  tCoi  cos  Wqx  ) 


*»)    Ihl.  XXXVIII.  S.  403. 
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=  cSo^C^^n  ^ift*  co^  tOiftSiD  to^  —  sin  t0|2*co6  tO|,  sin  u^) 
4- ^1  *  (sin  tOto^  ^'i^  ^is  co^  (^  ^  ^1"  *^«o*  ^i**  t^it  ^^^  *^io) 
-f  Oy^siD  tToi  6in  t0|a  sin  to^o  ^^^  ^''oi 

—  c$oC5|  (sin  toi  9*  sin  to^o  ^^^  <^«o  ~l~  *">  ^so*  8"^  u^i  ^  cos  Wi «) 

—  0|  Q«  sin  tooi  sin  w^  ^  sin  to^o  cos  tr^o 

—  02^0  sio  tOoi  sin  tri  ^  cos  t^  cos  fO|  ^ 
=      "Q^  sin  tOoi  sin  u^is  sin  w^q  cos  to^i 

—  00^1  ^^^  Wi%B\n  to^o  (s'ii<  t0i2  cos  iTf 0  +  cos  iTj  sSin  u^) 

—  öl  Ö2  sin  ti^oi  sin  tOi  2  sin  w^^  cos  to2o 

—  e32c3osint0oi  sint0|2sint02ocosio|2 
=       Jd^  sin  w^i  sin  fi7|2  sin  1^20  cos  w^y 

—  ÖqÖi  sin  i0|2  sin  »20  sin  («Oi  2  -f  «"«o) 

—  c5|C52  sin  tOoi  ^^^  u^ia  sin  1^20  ^^s  11^20 

—  ö^^osin  tOoi  sin  fi7|2  sin  fi72o  <^ns  tois 
=      c52^sin  tToi  ^'1°  ^t  t  ^1"  ^20  c^^  ^01 

-f-  c5oC3|SiotOoisintC|2sinti>2o 

—  €5|  02  sin  tOoi  sin  «712  sin  tOfo  cos  1^20 

—  02^0  sin tOoi  sin  ti?|2 sin  tr2o cos vox% 

=  {c5o^i  ^^a  (^0  cosiri2  -|-  ^1  costi^ — S2CostOoi) }  siniOo|SintO42S>ni02o 

{©oOj  —  02  (ÖoCOS  1012  +  Ö|  COSf02o)  ^     . 
.-%       ,        .        V  *"  UiniroiSintOi28into2o 

+  Ü2*COS(Wi2  +  fr2o)  J 

^j      öoöi-Ö2(SoCostr,2  +  5,cost«2o)       U5„^^^.|„^^^.l„^ 
(  -|-^a  cosu)|2cost02o  — ^8  sintO|2Sint02o) 

==t(öo-'C52COstP2o)(^i~~^tCos^*i2)--Ö2*sintP|2Sintp2o)sintroisiniri2sinir2o- 

Also  ist  überhaupt  der  CoeiBcient  von  ^PoPu  ^Pi  P%f  ^P%Po 
in  dem  obigen  Ausdrucke  beziehungsweise: 

{cJo^i  —  ^2  (c3oCostOi2  +  öl  cos  CO20 —  02^08  tOoi)  }sintOoi  sint0|2  sinw^, 
{c3|Ö2  —  öo(~  öocosii}|  2 -f  ö|  €081020 -fÖ2COstOo])|sintf^oi  sinf0|2  sint02o> 
{Ö2Ö0  —  ö|  (öo  cost0|2  —  öl  costi?2o  '^  ^t  cosfGoi)}sin  Wqi  sin  tri2sin  t02o 
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=       €5|  *  sin  tO|  a  sin  id^  (sin  toi^cos  u>^  4*  cos  t0|2  sin  to^o) 

-|-  Q^*  siD  Wqx  sin  t0|2  (sintOoi  cos  tri^  -f  cos  »oi  sm  toi^) 

-f  20|  eis  9in  tooi  ^'>"  ^i «  ®'i°  ^20  cos  Wi  ^ 
=:       €3|^  sin  tO|  zsin  to^  sin  (iri2  +  «c'to) 

-|-  c^s'sin  tToi  sin  toi«  sin  (itoi  +  tr|^ 

-f  20|  G^a  si  n  Woi  sf  n  f0|2  sin  u?2o  coa  trit 
=  —  c5i*  sin  tToi  sin  t0|2  ^'■'^  ^to 

—  <^^  sin  »Ol  sin  ivi«  sin  w^q 

+  2c3i cS^sin tooi  6>d  ti'is8iDt02o  cos iti^  *) 
=  — (c3i^— 2c5jc52coswis-t-^t*)sinfi?oi8inti?iasint02o. 

<ianz  auf  dieselbe  Art  sind  also  überhaupt  die  Coefficienten 
von 

Po*.    Pi*.    P%^ 

in  dem  obigen  Ausdrucke  beziehungsweise: 

—  (M|* — 2c3|C5£CosfO|2-f  C52^)sint0oi8>nt0i2sint02o. 

—  (öa*  ~  2(32Ö5o cos W20  +  öo*) «in  Woi  sin Wi^b\\\  »so» 

—  (öo* — 2öoö|  cos  tOoi  +  5i  *)  810  Woi  sin  Wi  ^  sin  trjo- 

Der   CoefBcient    von   2po/'i    in   dem    obigen    Ausdrucke    ist 
offenbar: 

—  «/(c5|  sin  foi^sin  1^20  cos  u^io  +  Oosintcaosinn^iacosu^is) 

4-  sintr|2  sin  t«2o(^o*8in  t0|2  cos  t0|2  +  Oi^sin  1^20  cos  to^ 

+  c52^8inti7o|GOSie^i) 

=  --(c5o  sin  «712+^1  sin  f02o-|-^s8inf(7oi) 

X(g5|  sin  tr|28in  tejocos  «^20  +  ^0  8in  w^  sin  Wi^  cos  «12) 

-f  sintO|2sinti>2o(c3o^sini47i2CostOi2  -f  0|*  sin  toao cos  1020 

4-  c^a^sin  tCoi  cos  too^) 


*»)    Ihl.  XXXVlll.  S.  403. 
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=  Oo^(8in  ir|2*  cos  Wi^sm  to^o  ~~  ^^^  u^is'cos  tO|«  sin  to^) 
-|-Oi*(sintrso*sintri9C08ieto — sinfoto^sintoiscostoso) 
-f  S^Vin  tToi  sin  triasintosocos  t^oi 

—  ^0^1  («in  toia*  sin  11^20  ^OB  *^so  ~l~*"'  tc^^sintOi^  cos  toi^) 

—  c5i  Q«  ^'iD  tooi  sin  u?|  ^  sin  tOfo  cos  fr^o 

—  Jd^J^Q  sin  tOoi  sin  tri «  cos  w^o  cos  tri « 
=:      ^^  sin  tOoi  sin  wi^  sin  to^  cos  tOoi 

—  €5oC3i  sin  toi^sin  tojo  (^"^  <Cia  cos  itso  H-  cos  t&jssin  tc^) 

—  Ol  &2  sin  tOoi  si'^  ^1  a  ^'i^  ^2o  ^^^^  ^o 

—  02^0  s^>^  ^01  si'>  toiftsinto^o  costi^i^ 
=       ^2^  sin  tOoi  sin  ti^js  sin  w^  cos  ti^oi 

—  OqÖi  sin  tr|2  sin  w^  sin  (toj  2  -f  «"20) 

—  Q|02sintroi  sin  ti>|2sin  w^qQO&w^ 

—  O^^o^intOoi  sintO|2sinfi72oCOstr|2 
=      e52^sintroisiotOi2sint02oCOstroi 

-f-  Jd^Oi  SiotToi  sin  1^12^1»  «^20 

—  Ol  c32  sin  Wqx  sin  t«i28in  w^  cos  t02o 

—  »2^0  sin tOoi  sin  ti7i2  sin  1^20  cos  t0i2 

=  {ö^i  ^c52  (c3o  cosiri2  +  ^1  cosu^— Ä52COSfOoi)}  siniOo|SinfO|28ini02o 

(  SoS|  —  »2  (ÖoCOS  t0i2  +  öl  cosfr2o)  \    . 
=  i  .-*       /        .        N  **  UiniroiSinto,2Sint02o 

l  +Ö2*COS(tP,,  +  tl72o)  ) 

f        5oÖi-Ö2(5oCOSt©,2+5iC08t02o)  \     .    ^^        .    _         .„. 

=  {      —  -  _^  ,  ,  >sintOoiSint9|2  sint02o 

( -f-  (i>2'costOi2Costf72o'—  ös'sintoisSintoso) 

=t(öo— c3tCostP2o)(öi-€32C08aPi2)-c52*sintPi28ini^Q)slntroisiniri2sinir2o« 

Also  ist  überhaupt  der  Coefficient  von  ^PoPif  ^P\  p%9  ^P^Po 
in  dem  obigen  Ausdrucke  beziehungsweise: 

{€5q€5i  —  02(00  c<>sti?i2  +  Ol  cos  CO20 —  cS2CostOoi)}8introi  8intr|2  sinto^o» 
{O1O2  —  öo(—  €3ocost0,2-f  ö|Cost<?2o~i'^tC08tOoi){6intOoi  sint0|2  sint02o, 
{02^0  —  Ol (Oo costi^i2  —  Ol  cost02o  +  ^2  co6fGoi)}8in  tToi  sin tri2sin  tr2o 
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oder: 

{(»o-  c5aC08tOso)(^i  -cS^costOi  2)'  c5«*si  Dtc^i  ^81010^}  sintooi  sintoi  ««iato^, 

{(ös~c5iCostf^i^(Qo— t5|C06Woi)— OiViDtOoiSinfOifjsiotOoisintOissiDiOso- 
Nach  gehuriger  Sabstltutioo  und  Division  durch 

sin  tooi  s^Q  f^is  ^10  ^so 
erhält  man  den  folgenden  Ausdruck: 


'''''*         \    sinu^oi  sinti^so     "^     sintOi^sin 


iOStOtp 

«««nwoi 


sin t02o Sintis   ; 
=  — (5i*— 2öi5tCostC|a  +  öa*)f>o* 

—  (5s*  —  2öa0ocos  tTjo  +  5o*)  Pi* 

—  (5o*— 2So5iCoswoi  +  5j*)pt* 

-f  2{c3oC5|  — €5s(c5oC06tOis+  ^4  costr2o  — SaGostOgi)};io|)| 

-f  2{ÖiG)a— C5o( — OoG08fria4-C5|C08tOM-t-€39G08fCoi)}f>i^S 

+  2{c59c5o—  5i  (öocostoia — c5|  co8t09o+  S^costooijj/i^po 
oder: 


7)  .   .   .   .   J*  ( (Po-<^o)*<^ostt>ia  . 
(sin  Woi  sin  w^q 


— too)*costOia  j^  (Pi  —  c;)|)*co8tPao 
sintoiasintooi 
(Ps  — 5a)*co8tOoi\ 


sintoso^intoia    ) 
=  — (öl*— 2öi5aC08t0ia+  5a*)po* 

—  (5a*—  25a5oC08tr2o  +  ^<?)Pi^ 

—  (5o*— 25o5,  costooi  +  5i*)pa* 

+  2{(c5o — G5aC08tCao)(e5i  — c5aC08tO|a) — 5a*8intO|2siu«oao}poPt 
+  2j(5i— öoCosfToiXSa'— 5oCost©ao)—  5o*8infOao8>n«^oi  IPi  P« 
+  2{(5a— 5|  C08f0ia)(5o —  5i  cosfToi)  —  Oi'siniToiöiniOiaJpaPo- 

Nach    5}    ist   folglich   die   allgemeine   Gleichung   der    Kegel- 
schnitte : 
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8) G^iAp^^-Bp^^Cp^)^ 

—  (Öi*— 2öi5«  G081l^,-|-  Cd«*)  Po* 

— (St*— 2üa5oC08tCio  +  öo*)pi* 

—  (So*—  25o5i  costooi  +  Si*)p** 

-f  2  {c3o€5|  —  €5s(c5o  cos  t0|2  +  S^  cos  to^o  ""  S«  cos  tooi)}  Po  P\ 

+  2{c3|CS2  ~  €3o(— öoCostois-|-c5i  costr^o  +  Sscos«ooi)}pi  Ps 

-|-  2{€32So  —  Si  (QoC08fri2~  c5|  cost02o  +  SsCosiro])}pftPo 

=  0, 
oder: 

9) .    C«(^Po+»Pi  +  Cpt)* 

— (Ol*— 25i  tt^cosfois  +  S«*)Po* 

—  (Oa* — 2c5söo  cos  fOfto + So*)  Pi* 

—  (So* — 25oSi  008  tooi  +  5i*)  Pii* 

-f  2{(cSo  — SaC08tOso)(Si  — öscostf^ii)  —  c52*8int0|«  8ioiOto}pof  1 
+  2{(öi  —  ©0^08 iroi)(ö,—öo cos Wjo)  ""  So*  sin  w«)«*« »oi } P1P2 
+2{(02-^  Si  cosfrij)(öo— Si  costToi)  — Si*8lntOoi  «iniTia  j  p^po 

=  0. 

Setzen  wir  aber  der  Kurze  wegen: 

10) 

^'  s=     o,*  —  2üi o^cos iTia  +  Sa*  —  6'*-^*, 

Ä'  =     5a*— 20aSo  cos  w^  +  5o*  —  G^B\ 

C  =     Oo*— 25oSi  costcoi  +  Si*—  G*C*, 

J0'= — 2{OoS|  — öa(SoCOstO]t+SiCos«Oao'~~  SaC08Woi)  +  C^AB\ 
Ä  — 2{(l5o— SaCOSfrao)(Sj — c5aCostria)-~Sa*sintria8intOao+^'^^}* 

E'  =s— 2{5|Oa'"So(— SoCosiO|a+SiCos«>4o+SaCostroi)  +  t'*^n 
=  — 2{(ö,— 5oCö8iroi)(Sa— Socostrao)~-So^ini0ab«*n«>oi +G*ÄC}, 

F'= — 2{€5aSo —  Si  (Socostoia  —  Si  costoao  +  SaCOsiCoi)+G*C'^} 
= — 2{(öa— SiCost<7i2)(So-5|Co»tCoi)  — Si*siotCoiSiniria+6*Cil}; 

SO  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte: 
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11) 

^'po»  +  /^'Pi*  +  c'p^  f  typ^^  +  E'p,rH + ^i^Po  =  0. 


8-  3. 

Es  ist  nun  aach  leicht,  die  allgemeioe  Gleichong  des  Kreises 
zu  finden.  Bezeichnet  nämlich  r  den  Halbmesser  des  Kreises,  so 
ist  nach  Thi.  XXXVIII.  S.  426.»  wenn  jetzt  »o,  (3|,  o,  die  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunkts  des  Kreises  bezeichnen: 

^,       (Po— go)*cosiOia       (Pi— «i)*co8t02o      (p«-52)*costi?oi  _  ^ 
'      sintooi^intc^  siniri^siDtOoi  sintr^osiniois 


oder: 

'^    '         l     sintOoi  sinto^o       "       sintoi^sintroi 

(p<~«ft)^C08Wo,|  _  p 

also  nach  3),  6)  oder  3),  7): 


(     fio*»»nw,a*  +  Pi*8int02o*  +  Pa*««nwoi*  \ 

i-|-2poPi8>n^ia8int02o-f-PiPt«int^sin«'oi'f^PsPoS>'^^oi8'iD^i«^ 

—  (5,*  —  2€3iQ2COs<^ia  +  öa')Po* 

—  (ö^*— 25aöo  cos  tTjo  +  5o*)Pi* 
— (5o*  —  2öo5i  cos  «Ol  +  öl*)  pa* 

-|-  2  {c^qC^i  — c5t(c5oCosfi7|s  -|-  c5|  costo^  —  öaCo9<<'oi)}PoPi 
4- 2  { c3| g5si —  5o( —  öo cos  10,2  +  ^i  cosic^o  +  ö^coswoOlpi p± 
+  2  {ö^öo—  öi(öoCOsto,2— ö|  cos  Wso  +Ö2CosM>oi)}p»;?o 

=  0 
oder: 


(     Po*« 
U2po; 


'sintc,2*  f  pi*sin<rso*+p^*6introi*  ) 

'  ^PoPiSin«'it^'>nti'toi*'^PiPi«ii>u'«oSint9oi+*^P«Po9i"*^oi  t^intoi«) 

—  (öl*  — 2Öi52C08  W|2  +  Ö2«)/?0* 

—  (02*  —  252^0  cos  M?20  I-  ^0*)  Pl  * 

— (öo*— 2öo5i  cos  Woi  +Ö1*)P2* 
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+  2{(5a— Oi  costria)(c5o — c5|  costToi) — öi^sintcoi  »»ntriaj  />«f?o 

die  Gleichung  des  Kreises ,  welche  Gleichungen  man  aber  auf 
der  Stelle  auf  die  folgende  Form  bringt: 

12) 

(5i*— 25|5,co8fi?ia  +  «a«— r*8intria*)Po* 
+  (S,*— 20,00  cos  tc^+  5o*— "»•*»"«  «'«o*)Pi* 
+  («0*— 25oöiC08Woi  +Si*  — r*«inwoi*)i»i* 

— ^2  {Oo^i """  Ä52(€3oC08tO|  2+  c5|  costoso— ^ftCostOoi)  -|-''*sintO|  isin  tCsoJj^oPi 
— 2{5i  02~"So(-c5oCostOi2+»|Costo^+c39CosiOoi)+v>*6int<7aoSintroi}f>i  p^ 
— 2\^^(^Q — O|(c5oco6t0i2~~^i<^06tr2o+^9costi7^t)  -f-r'sintroi  Bxuwi^p^p^y 

=  0, 
oder : 

13) 

(Ol  *^  21^102  cos  t0i2  +  Ö2* — TH\nwi^)p(^ 
+  (5**—  20200  cos  W2a  +  ©o*— r*8in  tD^)pi'^ 
+  (öo*—  25oöi  cos  woi  +  5i*  —  r*  sin  troi*)P2* 

—  2{(c5o— c32C08toso)(Si— S2cost0|2)— (c52*— r*)sinti}i28inti%o}PoPi 

—  2{(c5|— c5ocost0oi)(^2 — 5oC08tC2o)— (So^— »•*)8iniC2o8''*tt^oi}/^i  P% 
— 2  { (02~-^i  cosfi7i2)(5o — öicostooi ) — (öl  * — r*)sin  Woi  sinwi,}  p^  Po 

=  0. 

Setzt  man  der  KOrze  wegen: 

14) 

Ai  =  5,*  —  2e5iC52CO8iri2+Ö2^-->*^8int0|2^ 
jff,  =  »2*^  25200  cos  «ojo  +  öo* — r*8in  1020*» 
Ci  =:      5„* — 2€5oö|  cos  tToi  +  5|* — r*sin  tToi*, 

17» 
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=—  2{(öo— SftCosw^Xöi  — c52C08tC|s)  — (öj*— r*)8iDfria8in«^, 

El  =s — 2{5i  öa-5o(-0oCO8tt?i  t+ö|  costoso'l'  öacostcoi)+r*8lnio^8ini0oi  I 
==-— 2{(ü|— öoC08iroi)(öa— 5oC08tojo)-"(So*--^*)«>n«'«)®*'o«'oi}» 

Fi= — 2{545o-5i(5oC08tCia-öiCosfr2o+5£Costroi)+r*sinfroi«ö«'i») 
=:— 2{(Ö2 — ö|  cosioi  i)(5o— *5i  co8f(>oi )  ~  (öl*— r*)si  ntooi  ainioi  J ; 

so  ist: 

16) 

die  GleichuDg  des  Kreises. 

S.  4. 

Nach  §.  2.  and  §•  3.  ist  die  Gleichaug  eines  jeden  Kegel- 
schnitts >  mit  Einschluss  des  Kreises»  zi^ischen  Dreilinien •  Coor- 
dinaten  oder  sogenannten  trimetriscben  Coordinaten>  von  der  all- 
gemeinen Form: 

ApoH  B/>i«  +  Cft«  +  DpoPi  +  Epipa  +  Fp.po  =  0. 

Umgekehrt  kann  aber,  weil»  wie  die  Formeln  in  ThI.  XXXVlll. 
S.  399.  oder  S.  404.  zeigen»  die  Coordinaten  p^^  pi,  p%  durch  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  ar»  y  immer  in  linearer  Form  aoege- 
drfickt  werden»  jede  Gleichung  ?on  der  Form 

Apo*  + Bp4«+C|it*+ »/^>ft +Epip,+F|i.po  =  0 

auf  eine  Gleichung  von  der  Form 

ila:«  + Äy*+2Gry  +  2i>a:+2£:y  +  F  =  0 

zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  oder  cartesischen  Coordi- 
naten Oberhaupt  gebracht  werden»  und  *die  darch  die  erstere  Glei- 
chung charakterisirten  Curven  können  also  von  den  Curven»  welche 
durch  die  letztere  Gleichung  charakterisirt  werden»  nicht  ver- 
schieden sein. 

fi.  6. 
Zwischen  den  Grossen 
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Ä\    B\    C,    f>',    E\    F 
in  §.  2.  10)  und 

^i>     ^i»     ^»    ^1»    ^i>     ^1 

in  §.  3.  14)  finden  verschiedene  Relationen  8Utt,  von  denen  wir 
jetzt  einige  entwickeln  wollen. 

Zuerst  erhalten  wir  teicht: 

il'  +  Ä'+C'+Z^'coswoi  +£'coÄWn  +  F'costc») 

=         öl* — 2€5|C52C08W|2-f  5^* 

-j.  öj*— 25^00  coswao  +  ©o* 
+  öo*—  2öo^i  coswoi  +öj* 
— 2Ö0Ö1CO61001  —  2€5ic52cost0|s — 2€5töoC08to^ 

-i- 262(^0 ^08 «'ift'f^l  C4»81l7iQ-'CSsC08fOoi)GOSWoi 
-f  2Öo(^c5oCOS10ii  -f  ÖiCOStO^  -f  QsCOStOol)cOSlO|s 
-f  2c5|  (Öo  G08 10|  2  —  CS|  C08 IO90  "f  ^ft  ^08 10oi )  C08  fO^O 

-  G«(il«  +  B«  +  C*  +  2/<Äco8tCoi  +2ßCco8fCi2+2C/<  cos  w«o) 
=      25o*(l— costojt«)  +2Si«(l— co«t04o*)  +2Ö2«(1  -  cos  w«!*) 

— 4öo^i  (gos  Woi  ~~  G08  toit  cos  toao) 
— 4Q|  öf  (cos  wi%  —  cos  t^so  cos  tOoi ) 
— 4öaQo(co8Wto'~'C08iOoi  costou) 

—  G«(^«+Ä«+  C«  +  2/lÄcosfOoi  +  2ÄCcoswii  +  2C/lcostCK,), 

also,  weil 

costooi  =  cos(tOis-ff02o)  =  coswiacostogo — sinwissint«2o> 

COSWiS  =  G08(fOte*f  ^oO  ^  COStOsoCOStOoi  —WBLVi^WifD^xy 

costOfo  =  cos(tOoi  -f  t<>is)  =  costooi  cosfO|2—  sintToi  sintoi« 

ist: 

il'  +  Ä'  +  C  +  jD'costCoi  +-E'  cosw,,  +  F  costr^o 

_  2 1     So»8intCia«  +  5,«sinio,o*  +  5i*sintroi»  ) 

v4-2Qo^i®'in«^is^iH^o+^^a^s^'">^toSio«>oi'^2i5söoSin<^oisiDiO|i) 
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-G«(il«+fi«+  C*+2^Äco8Woi  +2ÄCco8w,»  +  2C^coaio^) 

=      2(c5o8iD  1012  "f  ^1 6ID  t^'so  +  c^asio  tOoi)* 

-  G«(i4*+  Ä«  +  C*-f  2/ii9co8tOoi  +2ÄCco8to,a  -|-2C/lcos«so), 

folglich  nach  3)  und  4): 

16) 

^'  +  Ä'  +  C  +  lycoswoi  +£'cos  w,,  +  F'coswjo  =  — (n«— 2)  J* 

=  (2-n«)J«, 
oder: 

17) 

^'  +  Ä'  +  C'  +  I>'co8iroi+iS'co8i©ii+F'co8t08o 

Für  die 

Ellipse,    Parabel,    Hyperbel 
ist  bekanntlieh  beziehungsweise 

n  <  1,    n  =  1,    n  >  1; 
also  ist  für  die 

Ellipse,    Parabel,    Hyperbel 
nach  16)  immer: 

18).   .   .^'+Ä'+C'+/>'co8Woi+JE'cost0i,+F'cosfi^<2/« 

and  nach  17)  beziehungsweise: 

^'  +  fi'  +  C  +  Z)'cos«?oi  +  £'co8toia+  Fcosio«)  >  J«, 

^'  +  Ä'  +  C'  +  Z)' COSWoi  +£'cOSIO|a+F'c08tt%o  =  •'*. 

^'  +  Ä'  +  C  +  /)'  cos  tooi  +  iS'cosf«?,a+ F'  cos «7,0  <  •'*• 
Aus  16)  erhfilt  man  die  Formel: 
,Q,         «  _  2J«- (/l^-f g^+C*+Z>^costPo,  ■fjE^costria+F^CQStraa) 

Bei  der  Hyperbel,  wo  n>l  ist,  ist  för 

n  <  V2,    n  =  V2,    «  >  V2 
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respective : 

A'^B'  +  C  +/yco8tCoi+£'coswisi  +  F'co8ioio  <  0- 
Ferner  erhält  man  leicht: 

^1  +  -01  +  Cx  -k-DiCOi^WQx  -f  £^co8tris-f  Ficosioso 
=      öl*  —  2c5iÖ2CostO|2  +  öa* 

+  öo*— 25oöieo8Woi  +  öl* 

— 2c3oC5|  cos  fToi  —  2€3|  o%  cos  tci« — 20^00  ^^^  <^ 

+  2öt (Öocostoia  -f  i^x  costo^io  —  ö^cos  f{'oi)costroi 

+  2c5o  (—  öo  cosi0|2  +  Ö|  cos  to^ —  S^  cos  tOoi)  cos  tCis 

4-  2cS|  (c5o  cos  tO|t  —  c5i  cos  togo  +  ^s  cos  tcoi)  cos  tr^o 

sin  t^oi*  +  8>D  tc'ift*  -f  sin  w^ 

\  -(-  2co8  tToi  sin  Wx%  sin  10^0 
—  r*  < 

I  -f  2  sin  t^oi  cos  W|  a  sin  to^o 

-f  2  sin  tooi  sin  t^i  2  cos  10^0 

also  ganz  wie  vorher: 

Ax'\'Bx'{'Cx-\-Ox  cosfOoi  +£1  cosioia-f  F|  costoso 

sin  iToi*  +  sin  tcia*  +  sin  fOao*^ 

-f  2cos  tCoi  siDtr  la  sin  to^ 
=  2  J»  —  r«  { 

I  -f  28in  t^oi  cos  tTissintOao 

l  -f-  2sin  tooi  sin  Wx^  cos  t^so 
Nun  ist  aber: 

sin  to^x^  -f  sin  fO|a*  -f  sin  fOjo* 

=       8intOoi**f  sintTis'-f  sin(troi  +«'!«)* 
=       sintcoi^-f  sintois^-f  slnfOoi'costC]a*-f  costcoi^sintoia^ 
-f-  2sintOoi  cos  Woi  sin  1^19  cos  1^12 
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=      2— 2cQs«o|Cos«^9(co8fc^ieMWis  —  sin<ßoi«inf0|,) 
=      2--2co8ii\^|eo8«oi2cas(tQoi  -f  toit) 
=      2(1— cosf0oiGO6fr|2CO«fo^); 
und  ferner: 

cos  iOoi  siD  v>i%  sin  to^ 

-f  sintOoisiDio^^costo^ 
=  —  siD(troi  -f  Wis)*+s>ntt'oi  slnwi.cos  (»qi  +wt») 
=  —  1  +  cos  (»Ol  +  «>it)  {cos  (lOoi  -f  ccj a) + sin  no^^  sin  loj^} 
=  —  1  +  cos  (iToi  +  fOia)  cos  tooi  cos  tOj  9 

=  —  1  +  cos icoi  cosir,aCos  tc^o  =  —  (1  — costooi  cos ti>|«G08 ic^)  *)  ; 
also  ist: 

20) 
«"nW(n*  +  ««n«>it*+»'nw2o*  =  (1  — costo^,  costoiscostoso), 
cos  lOoi  sin  tO|a  sin  to^o 
-|-  sin  ioqi  cos  iO|  ^  sin  w^ 
-f  sintToi  sintTisCosto^o 

=  —  (1— COSf05|COStOisCOSt02o)> 


*)  Beiläufig  mag  hierbei  benerict  irerden,  dast,  wotoii  man  sich 
durch  eine  einfache  Betrachtung  aller  möglichen  Fälle  leicht  nberseagt, 
jenachdem  da«  Fundamental*  Dreieck 

tpltawinklig,     rechiwinirlig,     ttnmpfwmklig 
int,  dat  Product 

cosf^oi  CO«f0i2  cosf^so 
bexiehungtweite 

negativ,     null,     poaitiv 
ist;  dagegen  itt  das  Product 

shi  w^y ,  sin  fp  j ,  sin  w^  ^ 
immer  positiv. 
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sin  Wq!  * + 0>i^  ^iB*  +  s>n  tc^^ 

-f  2  cos  »Ol  sintCissin  to^ 

;  =  0. 
+  2  sin  tO0i  cos  fO|B  sin  to^ 

-f  2sin«0g|  sin  wi^cosw^ 

Folglicii  ist  nacb  dem  Obigen: 

2J)  .  .  .    Ai+Bi  +  Ci  +  Dicoawoi+Eicoawi^+Ficoatofo—'IJ^. 

Bezeichnet  man  nun  die  Grössen 

A',    B\    C,    U.    E\     F'; 
Alf    Bi,    C|,    Dl,    JBi,   Fl 

iDsgesammt  darch 

A,    B.    C,    D,     E,    F; 

so  «rgiebt  sich  aus  dem  Obigen  Folgendes  : 

Für  die  drei  Kegelschnitte  im  engeren  Sinne,  also 
für  die 

Ellipse,    Parabel,     Hyperbel 
Ist: 

A+B-f  C -f  Dcostooi -f  Ecosfo,« -f  Fcosiogo  <  2«/*; 

dagegen  ist  für  den  Kreis. 

A  -f  B  -I-  C  -f  Dcosiooi  +  Bcosiois  +  Fcos«^  =:  2J*. 

Ffir  die 

Ellipse,    Parabel,     Hyperbel 

ist  beziehungsweise: 

A-f  B  4- G  4-00081901+ K<^osfO|^-f  F  cos  tr^o  ^  ^9 
A-f  B-fC-|-Ücost(?oi-f  EcostOis  +  FcosfOfo  =  «'*» 
A  f  B-l-  C  -f  DcostToi  -f  Ecostois  +  Fcosw^  <  J*. 
Im  Falle  der  Hyperbel  ist  ffir 

n  <  V2,    n  z=z  V2,    n  >  V2 
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beziehungsweise: 

A4-B  +  C  +  Dcost0oi  +  Gcost0|2-|-Fco8t0to  >  0, 
A-f-B  +  G  +Dco8t0oi  -f-Eco8Wis-f-I**cost09o  =  0, 
A-f  B-f  C-f  DcostOoi  -f  ^co8tO|9-|-FcostO{o  <  0. 

Üass  hier  im  Falle  der  drei  Kegelschnitte  im  engeren  Sinne 
die  Grossen 

^',     B\     C,    ly,    E\     F'; 
im  Falle  des  Kreises  die  Grössen 

Ai»    Bi,    C|,    Dl,    El,     Fl 
durch  die  Zeichen 

A,    B,    C,    D,    E,    F 

reprisentirt  werden»  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst. 

§.  6. 

Wenn  man  mittelst  der  drei  ersten  der  Gleichungen  14)  die 
GrSssen  Oo*>  ^i*»  ^s*  bestimmt,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit: 

2<5q*  s=     2(5qOi  cos  Wqi  —  2c5|  o^  cos  tc^i^  -f  So^Oq  cos  togo 

+  r'^{Biniooi*''B\utDi^*'t-Binw^*)i'(-^Ai  +  Äi  +Ci), 

2c5|*  =     20oSi  costcoi  +2<5iQ^co9fti^ — 2^%Qq  costo^o 

+  r*(sinwoi*+«inwi«*— ««nioM«)  +  (Ji-Äi  +  Ci), 

209*  = — 2€5oO|  cos  u>Qi  -f  2c5|  o^  cos  W| 9  -f  2c5s€5o  cos tc^ 

+  r*(— siniöoi*+  siniüj,*  +sinfc«,*)  +  (Ai  +  Äj  —  C^). 

Nun  Ist  aber: 

— siniöoi*  +  sin  tois^-f  sintCM*= sintO|s^-f  sinto^*— •  sin(i0|2-f  »to)^ 

=      sint0|2*-f  sinto^^ — sintO|2*cosfOso* — costrift*sinioio* 
— 2sintr|9cost0|asinfo^coswfo 

=      2sin  tci^sin  W2o(siniO|98iDtf72o  --^  coatOi^cosw^o) 

==  — 2sintri2sint0socos(t0i2  -f  tOso)=  —  ScostToi  sintrissintoso» 

also  fiberbaupt: 
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8iotroi'*f  siDtOis'—  siotcso'  =  ~*  28iDtCoi8>owiftC0^^90» 
folglich,  wenn  man  die  obigen  Gleichungen  zugleich  mit 

C08  Wx  B,      C08  W^y      cos  t^oi 

multipllcirt: 

2c3o'co8  tCia  =      '2c5oC5|  cos  tooi  ^^^'^  ^la  ~"  "^^i  ^s  ^^^  *^i2* 

•f  2q2^o  cos  co|  t  <:oHo 
— 2r*8intCoi  cos  w,,*8infOjo+  ( —  A^  +Äi  +  Ci)co8i0|2, 

2Q|*costOao  =      2cSoC3|  costotocoste^i  -f  2O|C5yC08t0iiC08ip^ 

—  2c3sc5ocost0so* 
— 2r*  sin  Wqi  sin  Wxit  cos  w^*  +  {A^  —  Bx\C{)  cosu^» 

2c52*costroi  =  —  20oO|  cos  tToi*  -l*  2c5| o«  cos  tOoi  ^os  tci« 

-I-  2c5sG)oCO8tO2O<^O8f0oi 

— 2r*coswo]^8inwis8lntrco~f  (^1  +^1  —  Ci)cosiöoi- 
Wegen  der  drei  letzten  der  Gleichungen  14)  ist: 

—  2c5o*co8  iO|s  =  —  2So^i  costojo  +  ^^i  ^s —  2c5s^QCOstOoi 

-f  2r^siotOso^iOK7oi  -{-  £«| , 

— 2fi»|*co8Wso  =  —  2öoöi  costois  —  2c5|02cost9oi  +25200 
+  2r^siuK7Qi  sin  toj^  +  F|, 

—  2Q2*costCoi  =      2öoö|— 2öiÖ£Cosir2o  — 2öaöoC08iC|2 

-i-2r'8int0|2sint020+  ^i* 

Verbindet  man  nun  diese  zwei  Gruppen  dreier  Gleichungen  durch 
Addition  mit  einander,  so  erhält  man,  weil: 

cos  »Ol  coswi» — coseoso  =  costcoi  costcj^ — co.s(froi  +  »12) 
=  sintooi^int^is» 

COSfOifCOStOso — COStToi   =  COStC|2COSir2o  — C08(ir|2  + Wjo) 

^  6intOi2sint02o> 

COS  lOso  COS  tOoi  —  cos tOift  ==  cos fTfo  cos  t^oi  ~"  <50S  (fOio  +  Woi ) 

=  siofOto^intToi 
Theü  M.  18 
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0  s      2c3o€»i  «io  t0oi  sin  troi 
-l-  2S]  OaSint^oi  «intr,9 
-1-  2cä,SfosiD«%)SiDWoi 
4-  2r*8inf0oi*sin^s8>n«'te 
+  (Ai  +1?,  — (^)co8Woi  +  A  ; 


•Ifo: 


22) 

(— i<l+»,  +  Q)C08W„+£;i 

s  —  20o3i  sin  atoi  .  sin  itj  a 
"*2S|C598intO|s.sinii^s 

^2€Sac5oSiniOto  •  c^^niOis 
--2r'sintroi8in<9ii8int0to.siDt0|^ 

(i<i-Bi  +  Ci)cosio,o+''i 
=  —  2c3oC5|  sin  tooi  •  Bio  to^o 
— 2S|6sSinti>i9.sinfrto 
— 2C!tSosio  Mto  •  B^n  lOa» 
-*9r*slBiSoi  «tn  iS|t  •ii><'io  •  *>D  lOsot 
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(i<,+»i-C,)co«iiroi  +  />i 
=  —  2€5o€5|  Bin  tooi .  sin  Woi 
—  20|  o^  si  n  tO|^ .  sin  tooi 
•—  20^00  sin  tOfo  •  sio  t^oi 
— 2r*sinflroiSintri9sintOso.sinfOoi. 
Daher  ist: 

23) 

sin  tooi 

_  ir-Ax  +  g|  +  Ct)co8  w„  +  £^ 
sintois 

^(/<t  — g|  +  C,)costPao  +  F| 

sinioto 
=  —  2c5o(3|  siDtToi — 2O|C5^siDtO|s-^2c59Sosint0^ 
—  2r*sintOoi  sinfOitsinto^o, 

Aehnlicbe  oft  sehr  bemerkenswerthe  Relationen  giebt  es  noch 
sehr  viele,  bei  deren  weiterer  Entwiciceiung  ich  mich  aber  jetzt 
nicht  aufhalten  will,  da  schon  das  Vorhergehende  deutlich  genug 
zeigt,  wie  dergleichen  Relationen,  an  denen  ja  die  Mathematik 
überhaupt  so  unendlich  reich  ist,  in  grosserer  Ansahl  leicht  ge- 
funden werden  kOnnen. 


!»• 
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XXVIII. 

Allgemeine  Discussion  der  Gleichung  der  Linien  des 
zweiten  Grades. 

Von 

ricm   Herausgeber. 


Blnleituiiir« 

Der  Gegenstand  dieser  Abhandiung  ist  schon  ofü  —  auch  von  mir 
selbst  in  früheren  Theilen  des  Archivs  und  ander»  ärfs  —  behandelt 
worden«  und  nicht  selten  auf  besonders  elegante  Weise.  Wenn 
ich  denselben  in  dieser  Abhandlung  einer  neuen  Behandlung  unter- 
werfe, so  beabsichtige  ich  dabei  hauptsSchlich «  vollständig 
entwickelte  ganz  allgemeine  Formeln  anzugeben,  mittelst  weU 
eher  alle  die  betreffende  Linie  des  zweiten  Graden  bestimmenden 
Elemente  unmittelbar  und  ganz  ohne  Weiteres  aus  den  Coefli- 
cienten  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades 

Ax^^^By^  +  2Cry  +  ^Dx  +  'lEy  +  F  =  0 

fflr  jedes  ganz  beliebige  Coordinatensystem  berechnet, 
und  also  auch  die  Axengleichungen  der  Kegelschnitte  sogleich 
und  ohne  alle  MQhe  aufgesitellt  werden  können.  Wenn  nun  auch 
diese  Abhandlung  einiges  Bekannte  enthalten  wird,  was  bei  einem 
schon  so  oft  behandelten  Gegenstande  nicht  anders  sein  kann : 
so  glaube  ich  doch,  dass  der  vorher  angegebene  nächste  und 
Hauptzweck  der  folgenden  Untersuchungen  —  wenigstens  tbeiU 
weise  —  noch  nicht  so  vollstfindig  und  mittelst  so  leicht  and 
ganz  unmittelbar  anwendbarer  Formeln,  die  gar  keine  Zweideu- 
tigkeit in  den  beabsichtigten  Bestimmungen  zulassen,  erreicht 
worden  ist,  als  es  —  nach  meiner  Absicht  wenigstens    —   hier 
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cescheheii  isf,  weshalb  ich  dieselben,  vielen  von  mehreren  Seiten 
her  gegen  mich  geäusserten  Wünschen  nachgebend«  hier  ver- 
öffentlicht, und  zugleich  auf  einige  Beispiele  angewandt  habe. 

Gans  vorzüglich  bemerke  ich  aber  noch,  dass  ich  bei  der 
Pubiication  dieser  Abhandlung  noch  den  besonderen  Zweck  habe, 
dass  mir  dieselbe  zur  Grundlage  für  eine  vollständige  Discussion 
der  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  Dreilinien  Coordinaten 
oder  sogenannten  trinietrischen  Coordinaten  dienen  soll,  welche 
ich  in  der  unmittelbar  der  vorliegenden  sich  anschliessenden  fol- 
genden Abhandlung  in  einer  Vollständigkeit  zu  geben  hoffe,  wie 
dies  noch  nicht  geschehen  «ein  durlte.  Dazu  war  es  mir  nothig, 
die  Discussion  der  Gleichung  des  zweiten  («rades  zwischen  car« 
(esischen  Coordinaten  gerade  in  der  Vollständigkeit  und  Durch- 
führung im  Einzelnen  vor  mir  zu  haben,  wie  dieselbe  in  dieser 
Abhandlung  vorliegt,  indem  frühere  Arbeiten  über  diesen  Gegen- 
stand mir  für  den  in  Rede  stehenden  Zweck  nicht  im  Entfernte* 
0ten  die  erforderliche  Grundlage,  wie  mir  dieselbe  wfinschens« 
werth  und  oothwendig  war,  zu  liefern  geeignet  waren. 


§  1. 

Die  atigemeine  Gleichung  der  Linien  des  zweiten  Grades  für 
ein  beliebiges  Coordinatensystem  der  xy,  dessen  Coordinaten- 
Winkel  wir  durch  a  bezeichnen,  sei: 

I).    ,    .     /laa  +  Ä^«  +  2Ca:y+2/>;r  +  2%  + F=:0. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  primitive  Coordinaten 
ftg  sein  mögen,  als  Anfang  legen  wir  ein  neues  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  j-j,  y,.  Den  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  jr,  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  a?  eingeschlos- 
senen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  an  durch  den  Coordinatenwinkel  a  hindurch,  also 
nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^  hin,  von  0  bis  360^ 
zählen,  bezeichnen  wir  duröh  £,  und  (\eti  positiven  Tbeil  der  Axe 
der  yi  nehmen  wir  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axo  der  .r|  an  durch  den  Coordinatenwinkel  (X|^|) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  ^|  zu  gelangen, 
in  demselben  Sinne  bewegen  muss,  in  welchem  man  sich  be- 
wegen muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch 
den  Coordinatenwinkel  a  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y   za  gelangen.     Unter  diesen  Voraussetzungen  haben 
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wir  nach   d^r  Lehre  von  der  Verwandlang   der  Coordinaten    «iie 
folgenden  Gleichungen: 

2) 

^  _  .      Xi  sin  (g — |)  —y,  co<  (a  -~  j) 
'  aino  ' 

PGbren  wir  diese  Aiisdrficlte  für  x,  y    in  die   Gleichung   I) 
ein,  80  erhalten  wir  die  Gleichung:. 


3) 

sioa*        '       aina»  '  Hin«*  (     ■ 


{      co8(«— D»         cos^  cos(a  — |)cos|l      , 

f     8111 2  (o  - 1)         »in  2|  «in  («  -  2|;  ^ 

+  ^Z'«  +  Bg*  +  -iC/;./  +  20/^  +  lEg  ^  F 
=  0. 

welche  die  hauptsächlichste  Grundlage  aller  folgenden  Unter- 
suchungen bildet,  die  lediglich  auf  Transformationen  und  mög- 
lichste Vereinfachungen  dieser  Gleichung  zurückkommen. 


§.  2. 

Weil  der  Punkt  (fg)  und  der  Winkel  |  unserer  freien  Dispo- 
sition anheim  gestellt  sind,  so  nolien  wir  diese  Grlissen  so  zu  be- 
stimmen suchen,  dass  die.r|,^,  und  Xiy^  enthaltenden  Glieder  un- 
serer obigen  Gleichung  verschwinden,  und  daher  aus  der  Glei- 
chung wegfallen  Dieser  Zweck  wird  erreicht,  wenn  wir  f^  g  ans 
den  beiden  Gleichungen: 
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4.  (  il/^f  C^  +  Z>  =  0, 

\  Cf+Bg  +  E^O; 

den  Winkel  £  mittelst  der  Glelchuog: 

5) 
^sin2(a— |)-.»«in2g-2Csin(a— 2|)  =  0 
bestimmen. 

Eliminiren  wir  ans  den  beiden  Gleichungen  4)  laerst  g»  dann 
f;  so  erhalten  wir: 

{C^--AB)g  +  C/)-  ilU  =  0; 
woraus  sich: 

€i\  ^BD-CE  AE-CD 

"^ ^  ""  6«—  ^Ä'    ^-C*-  Aß 

ergiebt»  zugleich  aber  auch  erhellet ^  dass  die  Bestimmung  der 
Coordinaten  f,  g  in  endlichen,  völlig  bestimmten  reellen  Werthen 
nnr  dann  möglich  ist,  wenn  der  Nenner  der  beiden  vorstehenden 
BrQche  nicht  verschwindet,  also  nur  dann,  wenn 

C^--Aß^O 

ist,  welche  Bedingung  wir  also  für  jetzt  als  erfüllt  voraussetzen 
iniissen. 

Üie  Gleichung  5)  bringt  man  leicht  auf  die  Form: 
(/Isin2a  — 26Vma)cos2|— (/lcos2a-2Cco8a-f  i3)sin2|  =  0, 

woraus  sich: 

^.  ^       ^.  Aalnia — 2Csina 

'> ««»«21  -  ^«082« -  2Cco««  +  ß' 

oder: 

2(^costt  — Osina 
®^ tang2|  =  ^^^^2«-2Ccos«+Ä 

erglebt,  mittelst  welcher  Formeln  £  immer  bestimmt  werden  kann, 
wenn  nur  Zähler  und  Nenner  der  vorstehenden  Brüche  nicht  beide 
zugleich  verschwinden,  welchen  letzteren  Fall  wir  daher  für  jetzt 
ausscfaßessen  wollen.  Leicht  erhält  man  hieraus  aoeb  den  foU 
genden  Ausdruck: 
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ö*)  .   .    .   .    fang2(a  — 1)=  -2 — S7^ r^ rr  • 

&    V        w       i^  — 2Cco«a  +  JBco8*2a 

Bestimmen  wir  sin2|,  C08  2£  mittelst  der  Gleichung  7)  auf 
bekannte  Weise,  so  erhalten  wir  mit  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander  die  folgenden  Ausdrücke: 

9) 

,    g. . i4sin2tt — 2C8intt 

fi  —  ±  V^(jg|„2«— 2Csina)«+(Jcos2«  — 2Ccosa  t  Ä)** 

ft^         .  i4cos2a  — 2Ccosa  +  Ä 

V(A  sin  2«  -  2  Csin  ft)«  +  (^  co«  2«  --  2  Ccos  «  +  ß)* 

oder,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

10) 

•    9t  —  _L  i 2(/lco8« — C)8ina  

^y        .  il  cos  2a  — 2  Ccos«  +  B 

cos2g  =2  4-  == ; 

'  S/{A  +  Ä-2Ccosa)«  +  4(C«— i4Ä)sin«« 

oder* 

11) 

2Mcos«-C)8in« 
*'"  V^^  -Ä)«  +  4(6'— /lco8«)(6'— Äcoua) ' 

_  y^coBgg  — 2Ccoga  +  g . 

C08-I  _  ±  ^--—-^.^ 4{C—Aeoau)(C—B  coe«)' 

oder: 

1-2) 

.    rtt  _  i 2(/lco8a — C)8\na 

*"*    ^  ^  *  VY^  -ß)«sin««+  {2C-(^  +  Ä)cosa}«' 

>4co8  2o— 2Ccosa  +  Ä 
C0825  =  ±  — 


V^(A—B)*  sina«+  {2C— (/l  +  Ä)coso}« 

Setzen  wir  der  Kflrze  wegen: 

13) 
Psina*  =  A  sin  (a  -  £)•  -f  £sin£>+2Csin(a-f)sln  £» 
Qsina^  =  >4cos(a  — Ö»-|.  Äcosf*— 2Ccofl(«— ßcosl: 
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80  ist: 

(P+Ö)8ina«=  ^  +  Ä— 2Ccosa, 

(f^-Ö)t!in««  =  —  ^cü82(a-|)  — Äco8->i  +  2Cco8(a-2£) 

=  —  (i4co82a— 2Ccosa+  £?)cos2S  — (/isiii2a^26Vma)  8in2| 

=  T  Vcä7in2«^2C8in «)«  +  (/i cosTa ~ itWsM- iÖ)«; 
folglich : 

14) 
2P8ioaS  =       i4  +  i3-2Cco8a 

T  V(^ 8in2tt — -iCöln i)«  +"(/l7o82i  — 2 Ccos «  +  »)«, 

2Q8iDaS  =       A\  B'-^Ccosa 

t  V(/l8in2«— 2C8lna)«+  (ilcos2a-2Ccu8«  +  Ä)«; 
oder: 

I«) 
2/>8in«*  =:        /l  +  JS— 2Cco8a 

T  V(i<  +  ^— 2Cco8«)«  +  4(C«-ilÄ)8lDa«, 

2Q8ina*=       i4  ^  J9— 2Cco8a 

±  V(/l+  Ä— 2Cco8o)«  +  4(C«— ^Ä)8io«»; 
oder : 

16) 

2P  8]n  «•  =      >l  +  »•  2Cco8  a 

T  V(/l-Ä)«+  4(C— Jco8«)(C— Äco^, 

2  Q8in  ««  =       /l  f  A-  2Cco8a 

+  V(-^  — Ä)*+4(C— ^co8a)(C-Äco8«); 
oder: 

17) 

T  V(^— »)*8in««+{2C-(/<  +  JB)co«ol«, 

2Q8ina*=       /4-^ff— 2Cco8a 

±  V(/4  —  »)•  »In  «»  -I- 1 2C—(A  +  Ä)  cos  « }». 
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Aus    den   Gleichungen    15)   ergiebt    sich    auf  der    Stelle    die 
wichtige  Gleichaug: 

18) PQsina«=  -(C«-ili?). 

Fahren  trir  die  AusdrGcke  6)  von  /,  g  In  die  Grosse 

ein,  M'obel  wir  bemerken,  dass  diese  Grösse  auf  die  Form 

{Afi-  Cff^^D)f+iCf+  Bff+E)g  +  Df+Eg+  F 

gebracht  werden  kann,  und  daher  nach  4) 

Df^Eg+F 

ist;  so   erhalten  wir  für  dieselbe  mittelst  leichter  Rechnung  den 
Ausdruck : 

AE^i^BO^  i^FC^^ABF-^^CDE 
C^'-AB 

welche  Grösse  wir  Im  Folgenden  durch  Sl  bezeichnen,  also: 

_  AE*+BD^+FC^^ABF'^2CDE 
19)  ...    W  —  C^^AB 

setzen  wollen,  so  dass  also 

20).   .   .    Af*i^Bg^  +  Wfg  +  2Df+2Eg+F=:zfl 

ist. 

Riicksichtlich  des  Zählers  der  Grösse  Sl  bemerken  wir  noch 
die  folgenden  Relationen: 

20*) 

A(AE^i^BD^^FC*-ABF^2CDE) 

=  (AE''CDy^-{C^-AB){D^--AF), 

B  ( JA*  +  BD^  +  FC^'-ABF-WDE) 

:=:iBD-EC)*-{E*-'Bf^{C^'-BA), 

F(AEH  BD*+  FC^--  ABF^2CDE) 

=  (FC'-DE)*^{D*'-FÄ)i&^F£n. 

In  Folge  aller  dieser  Bestimmungen  erhält  nun  die  Gleicbaog 
3)  nach  gehöriger  Substitution  die  folgende  Form: 

21) Pa:i*+Oyi*+Ä«0, 
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oder,  wenn  die  GrOsse  Sl  nicht  verschwindet,  die  Form: 

22) Sv+iy.»+i=0. 

Wir  unterscheiden  nun  die  foluenden  Fälle: 

Es  ist  hier  zuvHrderst  zu  bemerken,  dass  die  Cir<iii.8e 

ilf  i?— 26Vosa 

in  diesem  Falle  mit  der  Grosse  A-^  B  immer  ^leichci»  Vorzeichen 
bat,  was  auf  folgende  Art  bewiesen  werden  kann.     Es  ist: 

also: 

folglich  uro  so  mehr:  ^ 

(^  +  fi)«^42l/?cos««, 

also,  weil  nach  der  Voraussetzung  C*  <  Aß  ist: 

(A+ß)*>  4C«co8a« 
oder: 

(A  f  ö)«-4C»co8««>0. 

Daher  ist  der  absolute  Werth  vnn  A\B  grösser  als  der  absolute 
Werth  von  2Ccosa,  woraus  dat«  zu  Beweisende  unmittelbar  folgt. 
Auch  konnte  man  auf  folgende  Art  schliessen.  Nach  dem  Vor- 
stehenden ist: 

(/l  +  /i— 2Cco«a){/l  f  B  VlCcor^a)  >  0, 

uad  die  beiden  Factoreu  dieses  Products  haben  also  gleiche  Vor- 
zeichen. Ist  nun  A  -V  B  positiv  und  2Ccoso  positiv,  so  ist 
A\  B  ^  2Ccoso  offenbar  positiv,  also  auch  A  -{-  B  —  2Ccosa  po- 
sitiv. Ist  A-{-  B  positiv  und  2Cco8a  negativ,  so  ist  A  + B-^^C cos a 
offenbar  positiv.  Ist  A  +  B  negativ  und  2Ccoso  positiv,  so  ist 
^-f  ^  — 2Ccosa  offenbar  negativ.  Ist  ^ -|- ß  negativ  und  2Ccosa 
negativ,  so  ist  A -{■  B -t- 2C cos  a  offenbar  negativ,  also  auch 
A  +  B  — 2Ccosa  negaüv.  Also  hat  A  +  Ä— 2Ccosa  mit  A  +  B 
immer  gleiches  Vorzeioheti. 
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NacH  18)  haben  vregen  I.  die  Grossen  P,  Q  gleiche  Vor- 
zeieheii^  Wegen  I.  können  ferner  die  Cruissen  A^  B  nicht  beide 
Terrti'hHind^n  und  haben  gleiche  Vorzeichen,  8o  dass  also  auch 
A  \  H  nii*hr  verschuinden  kann. 

Wenn  «-f  f  ^  >  0  i8ty  »o  sind  die  lirossen  P,  Q  nach  ihren 
ubi|>en  Au^iiirucken,  «veil  auch  A-{- B  —  'iCcot^a  positiv  i»t,  offenbar 
pn^itiv.     Jh!  nun 

AE^  +  BD^  +  Ff;«-  ABF--  2CDE  >  0 

nnd  riijfflirh  i2  <  0,  so  kann  man  die  Gleichung  2*2)  auf  die 
reelle  Form: 

liriijgRii.     Ut 

AE*  f  ßD^^FC^-ABF^-ICDE^O 

und  folnjirh  •$2>0,  so  kann  man  die  <ileichung  22)  nut  auf  die 
folgende  imaginäre  Form: 

briogeo.    Ist 

AE*^  BD»  +  FC*  -  ABF—  2CDE  =  0 

an<i  rolgltcit  •S2  =  0,  so  ist  die  Glei<;hung  21): 

/**,»+ Oyi' =  0, 

und  reprKjseiitirt  also,  weil  P,  Q  gleiche  Vorzeichen  haben,  im 
Allgemeinen  nur  den  Punkt  {xi  =0,  f/|  =0),  nftmlich  den  An* 
fang  des  Sytstems  der  Xiyi ,  oder  den  durch  die  primitiven  Coor- 
dinaten  /*,  ff  bestimmten  Punkt  (fy). 

Wenn  A-i-ß^.O  ist,  so  sind  die  Grössen  P,  Q  nach  ihren 
ohigen  AnsiJrOcken,  weil  auch  A-{- ß^2Ccosa  negativ  ist,  offen- 
bar negatitr.     Ist  nun 

AE^\BD^\FC^'-ABF--^WDE  >  0 

und  folglich  i2  <  0,  so  kann  man  die  Gleichung  22)  nur  auf  die 
folgende  imaginäre  Form  bringen: 


(v^S-.)'+(Vl«)"=- 


1. 
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l«t 

AE^\BD^\  FC*--  ABF^WDE  <  0 

und  folglich  i2  >  0,  so  kann  man  die  Gleichung  22)  auf  die  fol- 
gende reelle  Form: 

bringen.     Ist 

ilE*  +  BD^  +  FC^-  ABF^2CDE  =  ü 

und  folglich  .fö  =  0,  so  ist  die  Gleichung  21): 

und  repräsentirt  also,  weil  P,  Q  gleiche  Vorzeichen  haben,  im 
Allgemeinen  nur  den  Punkt  {ac^  =0,  ^|=0),  nämlich  <len  An- 
fang des  Systems  der  as^^i ,  oder  den  durch  die  primitiven  Coor- 
dinaten  f,  g  bestimmten  Punkt  (fy). 

Anmerkung. 

Die  Bedingung  P-Q  oder  P— Q=:0  ist  nach  17)  nur  er- 
föllt«  wenn 

(.1—  Ä)«sina*  +  {2C-  (/l  +  Ä)cos«j«  =  0, 

also  wenn 

^-.Ä  =  0,    2C-(^+Ä)co«a  =  0; 


oder  wenn 
oder  wenn 
ist. 


A=:B,    2C=  (J  +  Ä)cosa; 
A  ^  Bf    C  ^  A  cos  azzz  -B  cos  « 


II.     C^-AB>{). 


-  Nach  18)  haben  wegen  II.  die  («riissen  P,  Q  ungleiche  Vor' 
zeichen,  und  die  oben  gegebenen  Ausdrücke  liefern  daher  offenbar 
ffir  Py  Q  immer  negative,  positive  oder  positive,  negative  Werthe, 
jenachdero  man  in  denselben  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt.    Ist 

AE^  +  BD^  +  FC* -  ABF-^-WOE  >  0, 
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also  .^>0;  80  kann  man  die  Gleichung  22)  auf  die  folgende 
reelle  Form  bringen: 

»(V'^'.)"*(V^^».)=-'- 

odec : 

Ist 

AE^^Bl]ß\FC*—ABF~WDE  <0. 

also  A  <  0;  so  kann  man  die  Gleichung  22)  auf  die  rollende 
reelle  Form  bringen: 

oder: 

Ist 

also  A  =  0,  so  ist  die  Gleichang  21): 

und  reprSsentrrt  also,  weil  P,  Q  ungleiche  Vorselelien  haben,  zwei 
durch  die  reelle  Gleichang: 

wo  keine  Beziehung  der  Vorzeichen  zu  den  früheren  Statt  findet, 
charakterisirte,  durch  den  Punkt  (fg)  gehende,  also  sich  schnei- 
dende Gerade. 

Anmerkung. 

Die  Bedingung  P=-Q  oder  P-f  Q=±0  ist   nach    17)    nur 
erfüllt^  wenn 

il  + A  — 2Ccos«  =  0 
oder 

il  +  Ä  =  2Ccosa 
ist. 
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Wir  haben  oben  den  Fall,  wenn  Zähler  uiid  iNennt* r  des  Ans- 
drock»  7)  VOR  tang2§  zugleich  verachwinden,  nenn  nändich  zugleich 

^sin'ia— aCsiii«  =  0,    ^co«2a— 2Cco8«  +  Ä  =  0 

ist,  vorläufig  ausgeschlossen,  und  kommen  jetzt  auf  denselben 
zurück.     Es  ist  aber  klar,  das»  in  diesem  Falle  die  Gieichuns; 

(ilsin2«— 2CVma)co8  2$-(JGos2o  — 2Cco8a+  0)8in*2$==.  0 

oder: 

il8in'2(a-£)— i?siD2|-2Csin(a-^2S)  =  0, 

auf  deren  Erfüllung  hier  Alles  ankommt,  för  jedes  |,  f»der  uiuili- 
hängig  von  bestimmten  Werthen  von  |«  erftillt  ist.  Die  Gleichung 
3)  wird  also  für  jedes  |  die  Form 

haben,  so  dass  also  in  diesem  Falle  in  unseren  Schldsnen  nichts 
geändert  wird.     Weil  nach  dem  Obigen  in  diesem  Falle 

2#^sina*  =  ^-i-^~2Ccosa,    2ösina«  =  J  +  Ä— 2Ccos« 

ist,  so  ist  die  Gleichung: 

i<-fi?--2Ccosa,    ,,      .,  .   o       n 
2Si^ (V+y.")  +  Ä  =  0 

oder: 

•  j_     •  —  2i^sln«^ 

a?i   +yi    — -^  +  Ä-.2Ccos« 

Aus  den  beiden  Gleichungen: 

/Iain2a— 2Csina  =  0,    ilcos2«— 2Ccosa  +  i^  »  0 

folgt  aber: 

C  BS  ilcosa,    B  SS  i4 (2 cos «^--€0820)  os  A\ 

^  +  Ä — 2Cco8  a  =  2^  (1  —  cos  o*)  =  2i4  sin  a«, 

2810««  ""'*' 

wodurch  die  obige  Gleichung  die  Form: 


oder: 
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erhSlt.  Au«  den  obigen  Aufldriicken  von  ß,  C  darch  A  erhellet, 
dass  in  diesem  Falle  die  («rri68en  A,  B,  C  nur  xu gleich  ver- 
sshwinden  können,  wo  dann  die  («leichung  I)  die  Form 

erhält^  und  also  eine  gerade  Linie  darstellt. 


Wir  fragen  uns  jetzt  nur  noch,  was  in  den  im  Vorstehenden 
betrachteten  Fällen  t.  und  IL  der  durch  die  primitiven  Coor- 
dinaten : 

^      BD^CE  AE-CD 

bestimmte  Punkt  {fg)  für  eine  geometrische  Bedeutung  hat.  • 

Unter  denii  Mittelpunkte  der  durch  die  Gleichung 

Ax^  +  Äy«+  2Crfy  +  2Z>ar  +  2%  +  F=  0 

charakterisirten  Linie  des  zweiten  Grades  versteht  man  den  Punkt, 
welcher  alle  durch  ihn  gelegten  Chorden  dieser  Cufve  halbirt, 
insofern  es  einen  solchen  Punkt  giebt.  Indem  wir  versuchen, 
diesen  Punkt  zu  bestimmen,  sei  {uv)  ein  ganz  beliebiger  Punkt, 
and 

y^t  =  C(ar— t«) 

die  Gleichung  einer  beliebigen,  durch  denselben  gelegten  Ge- 
raden. Fähren  wir,  um  die  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden 
mit  der  Linie  des  zweiten  Grades  zu  bestimmen,  den  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  sich  ergebenden  Ausdruck  von  y  in  die 
Gleichung  1)  ein,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  x  eioe 
Gleichung  des  zweiten  Grades,  und  ttir  x  also  im  Allgemeinen 
zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Werthe,  denen  dann  auch  zwei  be- 
stimmte Werthe  von  y  entsprechen,  woraus  sich  ergiebt,  dass 
eine  Gerade  eine  Linie  des  zweiten  Grades  höchstens  in  zwei 
Punkten  treffen  kann.  Bezeichnen  wir  daher  die  Durchschnitts- 
punkte  unserer  obigen  Geraden  mit  der  Linie  des  zweiten  Grades, 
insofern  es  solche  Durchschnittspunkte  giebt,  durch  (Xiyi)  und 
(^f^i)»  ^^  haben  wir  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

Ax;^ + Äyi«  +  2Cr,yi  +  aßjTi  +  2%!  +  F  =  0, 

^^1*+  Äy.«  +  2Ca:^,  +  iDo:,  +  2%,  +  F  =  0; 

ans  denen  durch  Subtraction  sich  die  Gleichung: 
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+  2Z>(ari-Xa)       [  =  0 

oder: 

^(xi— ara)(jri  +0?,) + Ä(yi  -y«)(.Vi  +ya)  +2C(ariyt  — a:,y,  \ 

+2Z>(ari— ar»)       |  =  0 
+2iS(yi-y4)       ) 

ergiebt    Setsen  wir  nuDt 

4(^1  +art)  =  p>    4(yi  +yt)  =  g-y 
4(a:i— ar^=i»i,    4(yi-ya)  =  ^i; 
so  ist>  wie  mao  leicht  findet  s 

und: 

also  die  obige  Gleichung: 

ApPi  +  ^99i  +  Cipqi  +  9ft )  +  />/»!  +i:7i  =  0. 
?^nu  ist  aber  auch: 

yi  — »=  G(^i-tt), 

ya-!?=  G(ara-tt); 
also: 

»1  — »«  =  G(^i  —^2)     oder    gi  =  Gpi ; 
folglich  i 

Appx'^ßGifp^  +  C(g  +  Gp)pi+i)pi+EGp,=0, 
also: 

oder: 

Ap+Cg+D  +  (Cp  +  Aq+£)G  =  Oi 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  offenbar /i|  nicht  verschwinden 
kaim,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  nach  dem  Obigen  a:,  — ^r^  s  0, 
folglich  auch  ^i  — ^^  =0»  daher  Xisxa:^  y^  =3  j^,  sein  würde,  die 
Pankte  (xi^i)  und  (af§y^  also  identisch  sein  oder  zusammenfallen 
frürdeti«     Soll  Don  (ut)  der   Mittelpunkt  der   Linie  des  zweiten 

Thefl  LL  19 
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Grades  sein,  so  muas  unabhängig  von  bestimmten  Wer« 
then  von  Gi 

tt  =  i(^i+^«)=P» 

^  =  i  (yi  +  yt)  =  V 

^p  +  C<7  +  ß  +  ( Cp  +  Ä^  4  £)  G  =  0. 


und: 
also: 


^M+Cr  +  Z>  +  (Cti  +  Äü  +  £:)G=:0 

sein;  es  müssen  also  abgesondert  die  beiden  Gleichungen: 

/Iii+Cü  +  1>  =  0, 

Cw  +  Ä©  +  £  =  0 

bestehen.  Diese  beiden  Gleichungen  sind  aber  identisch  mit  den 
beiden  Gleichungen  4),  nämlicb  mit  den  beiden  Gleichungen: 

^/+C^  +  />  =  0, 

ans  denen  die  Grossen: 

ßß-CB  AE^CD 

bestimmt  wurden;  also  ist 

und  der  durch  die  vorstehenden  Formeln  bestimmte  Punkt  {fg) 
ist  folglich  der  Mittelpunkt  der  Linie  des  xvreiten  Grades«  den  es 
aber«  wie  hieraus  zugleich  erhellet,  nur  in  den  beiden  Fällen  1. 
und  II.,  wenn  nämlicb  die  Grösse  C^  —  AB  nicht  verschwindet, 
giebt. 

§.  3. 
Wir  wollen  jetzt  zu  der  Betrachtung  des  Falles: 

III.      C«-.^Ä=:0 

äbergehen. 

Weil  C^szAB  ist,  so  haben  in  diesem  Falle  A»  B,  insofero 
keine  dieser  Grossen  verschwindet,  gleiche  Vorzeichen,  und  wir 
können  uns  daher  der  Einfachheit  wegen  die  Gleichung  1), 
nCthigenfalls  durch  Umsetzung  aller  Glieder,  immer  so  dargestellt 
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denken,  dass  Ay  B  beide  positiv,  also  VA  und  VB  reelle  Gros- 
sen sind,  was  aber  natfirlich  auch  dann  gilt,  wenn  die  Voraus- 
setzung, dass  keine  der  beiden  Grössen  A^  B  verschwindet,  nicht 
erfüllt  ist    Ferner  können  wir 

C^VA.VB 

setzen,  wenn  wir  uns  nur  im  Folgenden  stets  an  die  Regel  hal- 
ten, dass 

VA    und    VB 

mit  gleichen  oder  ungleichen  Vorzeichen  zu  nehiuen  sind,  jenachdem 
die  Grosse  C  positiv  oder  negativ  ist.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen können  wir  also  die  Gleichung 

Ja:«  +  Äy«+2CÄy  +  2/>x+2JSy  +  F  =  0 

unter  der  Form: 

23) 

(^Vil  +  y  V»)*  +  2i>ar  +  2£y  +  F  =  0 

darstellen,  was  jedenfalls  auch  dann  noch  gilt,  wenn  eine  der 
Grössen  Ay  By  und  demzufolge  auch  die  Grösse  C,  verschwindet, 
wo  man  die  Wurzel  aus  der  anderen  der  beiden  Grössen  Ay  B 
mit  beliebigem  Vorzeichen  nehmen  kann. 

Wir  wollen  nun  wieder,  ohne  jedoch  den  Coordinatenanfaug 
SU  verändern,  zu  einem  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensysteme 
der  jTj,  y^  übergehen,  wo  wir  also  nach  2)  die  folgenden  Glei- 
chungen haben: 

24).   .   .      (  ^»*"»«  =  ^i»»'"(«— Ö— »iCos(«-|), 
\  ysino  =  a;jsitt|  +  yicos|; 

aus  denen  sich  mittelst  einfacher  Elimination  sogleich: 

rjf,  =      arco8|+ycos(«— Ö, 
\  yi  =  —  arsin  H-ysin(a  — Ö 

ergiebt  Setzen  wir  nun,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  be- 
zeichnet: 

26)  .   .   .    sin|  =  —  GVAy       sin(a - ö  =  6VÄ; 

so  ist: 

27).. ..^i  =—  a?sin|  +ysin(a— |)  =  G{xVA  ^-yVB). 

Aus  den  Gleichungen  26)  ergiebt  sich: 

19  • 
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siii(i»— I)       .    '     ^,  VB, 

-^^7^^  =  8.n«cot|-co8  «  =  -  :prj ; 

woraus  man  sogleich: 

28).,.cot{=       ^.^^^^       .     fa^g^  =  cosaV^-Vg 
erhält;  and  hieraus  ergiebt  sich  mittelst  der  Formeln: 

^'°^^l  +  tang|«'     cos£=:sin£cot| 


29) 


oder: 


30) 


/cosJ  =  ± 


V^.4— 2cosaV/I.VÄ+Ä* 

cosaVi^— VÄ 


V^  — 2cosaV-4.VÄ  +  Ä* 


(   ;    t—  ■  sing  V/1 

i       .       .      cosaV/4— VÄ 
/cosg=  + 


Vil— 2Ccosa  +  Ä 


wOy  wie  immer^  die  oberen  und  unteren  Zeichen  steh  auf  einander 
beziehen«  was  auch  für  alles  Folgende  gilt.  Weiter  führen  diese 
Formeln  mittelst- der  Gleichungen: 

sin  (a— £)  =  sin  acosS  —  cosasinf, 

cos(a — £)  =  cos  a  cos  £  -f  sin  a  sin  £ 

zu  den  folgenden  Ausdrucken: 

sxnaVB 


Uin(«-£)  =  T 


31). 


V/l  — 2co8aVil.Vif  +  Ä 


oder: 


32) 


(cos(«-.£)  =.  ±  v^^,,,3,^^^^^^^> 

Lstn  («  —  £)  =  -*-  •'  j.        ■     -  - 9 

\       ^         ^      ^  V/l-2Ccos«  +  Ä 

lcos(a~£)  =± 


V24-2Ccos«  +  Ä 
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Endlich  erhält  man  mittelst  der  Formeln  26)  und   der  vorherge- 
henden Ausdrucke: 

33).   .   .   .     /^-T    ^  ^'"^  — 

oder: 

6in  a 


34) G  =  T 


>/  A  —  Wcosu^B* 


2$ollte  der  Nenner  dieser  Brüche  verschwinden  können,  sollte 
nSmIich 

^  — 2co8aV^.Vß  +  Ä  =  0 

sein;  so  wäre: 

/l  +  Ä=  2cosaVi4.V£^, 
also: 

{A  i  B)^  :=  iABcQBu^:=^AB^AAB&it\a^, 

folglich : 

(A  +  Ä)«— 4JÄ  =  —  AABsm  ««  =  —  4C«sintt* 
oder: 

(^-Ä)«=-4C«sin«», 

was  oflfenbar  nur  dann  Statt  finden  könnte,  wenn  C=0  und  dem- 
zufolge auch  il  — i?  =  0,  also  A^=^  B  wäre;  verschwänden  dann 
aber  die  einander  gleichen  (ürussen  A  und  B  nicht,  so  würde 
wegen  der  Gleichung  C^  =^  AB  auch  C  nicht  verschwinden,  wie 
doch  vorausgesetzt  wurde.  Daher  könnte  die  obige  Gleichung 
nur  dann  Statt  finden,  wenn  gleichzeitig  ^=0,  j?  =  0,  6^=0 
wäre.     Dann  hätte  aber  die  Gleichung  1)  die  Form 

35) 2/>^  +  2%  +  F=0, 

und  würde  also  eine  Gerade  repräsentiren.  Wenn  wir  diesen 
"Fall  ausschlie«<sen,  so  hat  nach  dem  Obigen  G  immer  einen  end- 
lichen, völlig  bestimmten,  nicht  verschwindenden  reellen  Werth. 

Nach  24)  und  27)  hat  nun  die  Gleichung  23)  die  Form: 

.Vif  .  2D  ^i^'"(<*~S)— yiCos(tt-£)  artsing+yicosg      j,  _ 

6'*"*"  sin«  ■"  sine 

und  wird,  wenn  wir  die  aus  dem  Obigen  sich  von  selbst  er- 
gebenden Ausdrücke: 
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sin(a-{)=  GVB,    cos(«-g)=:— G 
8in£  =  — GV^,    co8t=-G 


siiia 

üoeaVA-^VB 
sin« 

einfahren,  ferner  leicht  auf  die  folgende  Form  gebracht: 

36) 

G*  '  sin«* 

2£^J?igin«Vi^+;yt(co8«V^  — Vi?) 
eina* 

oder: 

37) 

3"+ üiT^ ^' 

.  2G»{i)(V^-co8«Vg)  +  £;(Vg  — cogaVi<)} 

+  C?«F=0. 
oder: 

38) 
-  .  2G'(DyB-EvA) 

»•  + ;ir« ^» 

2C;«{(/?V/<  ^-  JSy^g)— (f>v-g  +  £v^)co8«} 

+  G*F=0. 
Setzen  «vir  der  Kürze  iregen: 

39) 
G^(D\/B  —  EVA) 


A,= 


sina 


^       a^{(DVA  i-  EVß)'-(DVB  +  EVA)cosa\ 

so  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

40) y,«  +  2^|a:|+2Ä,y,+F,  =0. 

Wir  wollen  nun  das  Coordinatensystem  der  x^y^  parallel  mit 
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sich  selbst  verschieben,  dabei  seinen  Anfangspunkt  in  einen  ge* 
wissen  Punkt  {f\g\)  verlegen,  und  die  Coordinaten  In  diesem 
neuen  Systeme  durch  x^^  y^  bezeichnen,  wo  wir  also  die  Glei- 
chungen : 

^^) *i=A+a:a,    »i  =  ^i +ya 

haben,  und  durch  Substitution  dieser  Grossen  in  die  Gleichung 
40)  leicht  die  Gleichung: 

41). •.y»»  +  2^ia:a  +  2(i7i  +  Äi)ya  +  ^i*+2.4,/i +2^,1/1  + Fl  =0 

erhalten,  in  welcher  wir  nun  über  die  Coordinaten  des  neuen  An- 
fangspunkts ifxgi)  so  disponiren,  dass: 

42).   .   .^,+Ä,  =0,    ^iH2^,/i+2/?,£^i  +  f\=0 

ist.  Losen  wir  diese  Gleichungen  auf,  was  nicht  der  geringsten 
Schwierigkeit  unterliegt,  so  erhalten  wir: 

43) /;  =  ^^-.  ffi=-Br, 

woraus,  weil 

ist,  nach  40)  zugleich  erhellet,  dass  der  Punkt  (fiffi)  ein  Punkt 
unserer  Linie  des  zweiten  Grades  Ist.  Auf  diese  Weise  ist  nun 
die  Gleichung  41)  auf  die  Form: 

44) y««  =  - 2^1*4 

gebracht« 

Wenn  aber  Ai=^0  ist,  so  ist  /|  mittelst  der  ersten  der  beiden 
Formein  43)  nicht  zu  bestimmen,  und  dieser  Fall  muss  daher  nun 
noch  besonders  betrachtet  werden.  Die  Grosse  Ai  kann,  wie  aus 
ihrem  Ausdrucke  in  39)  unmittelbar  hervorgeht  und  vorher  auch 
schon  bemerkt  worden  ist,  weil  nach  33)  oder  34)  offenbar  G 
nicht  verschwindet,  nur  verschwinden,  wenn 

DVB-^EVA^O 

ist.  Da  wir  nun  den  Fall,  wenn  i^  =  0,  B:=0  ist,  schon  oben 
erledigt  haben,  so  sind  wir  hier  vorauszusetzen  berechtigt,  dass 
eine  der  beiden  Grössen  A,  B  nicht  verschwindet. 

Wenn  nun  A  nicht  verschwindet,  also  i4>0  ist,  so  wollen  wir 
setzen;  dann  ist,  wegen  unserer  vorausgesetzten  Gleichung: 
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DVB  -  EVA  =  (^VB  —  £;)  Vii  =  0, 
also»  weil  A  nicht  verschwindet: 

ftVB— £  =  0,    E=inVBi 
and  die  Gleichung  23)  hat  also  die  Form: 

45) (a:VA  +  yVB)*  +  2(iixVA  +  yVß)  +  F  =  (L 

Lost  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf 

xVA+yVB 
als  unbekannte  Grosse  auf,  so  erhält  man: 


also,  weil 


ist: 


D 

^-^VA 


46) ,^^+,vB  =  =MV^Eil', 

und,  jenaohdem 

ist,  repräsentirt  diese  Gleichung  xwei  einander  parallele  Gerade» 
eine  Gerade »  oder  ist  imaginär;  wenn  ^  =s  0  ist,  sind  die  durch 
unsere  Gleichung  repräsentirten  Geraden  der  Aze  der  y  parallel. 

Wenn  B  nicht  verschwindet,  also  ^>0  ist,  können  wir  In 
gleicher  Weise 

setzen;  dann  ist  wegen  unserer  vorausgesetzten  Gleichung: 

DVB  "EVA  ==  (D'-(iVA)VB—0, 
also,  weil  B  nicht  verschwindet, 

D-'(iVA:=zO,    D  =  iJiVA; 
und  die  Gleichung  23)  hat  also'  wieder  die  Form : 

45*)....  (xVA+yVB)^  +  2(i(xVAi-yVB)-l'f='0, 
woraus  sich  durch  Auflusung  in  Bezug  auf 

xVA+yVB 
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als  unbekannte  Grosse  wie  oben: 

also,  weil 

£ 

ist: 

47) arVi<  +  yVg=  vig~^ 

ergiebt;  jenachdem 

ist,  reprfisentirt  diese  Gleichung  znei  einander  parallele  Gerade» 
eine  Gerade«  oder  Ist  imaginfir;  wenn  A=^0  ist,  so  sind  die 
durcb  unsere  Gleichungen  repräsentirten  Geraden  der  Axe  der  x 
parallel. 

Zu  bemerken  ist  nun  noch,  dass  die  Gleichung 

DVß  —  EVA^O 

immer  durcb  eine  der  beiden  Gleichungen: 

^£;— CZ>=:0,    ßD^CE^O 

vollständig  ersetzt  werden  kann. 

Aus 

DVB^EVAz^O 

folgt  durch  Multiplication: 

DVß.VA^-EVA.VAzizO,    ßVß.VB^EVA.Vß  =^0; 
also,  weil 

VA.VA:=^A,    VßVß-B,    VA.Vß=C 
Ist; 

oder: 

^£— CD  =  0,    BD-^CE=zO. 

Umgekehrt  folgt  ans 

AE  —  CD  =  0    oder    BD-CE^Q 

darcb  Zerlegung  der  Grossen  Ay  B,  C  in  Factoren: 
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EVA.VA  —  DVA.VB^O  oder   DVB.VB^EVA.VB ^Q, 

also,  wenn  A  oder  B  nicht  verschwindet,  beziehungsweise: 

EVA — DVB  =  0    oder     DVB  —EVA  =  0, 

folglich  in  jedem  Falle: 

DVB  — EVA  =  0. 

Wenn  A,  B  beide  verschwinden,  und  folglich  auch  C  verschwin- 
det, bestehen  naturlich  die  drei  Gleichungen: 

DVB-EVA^zO,    i<JE- CZ>=:Ü,     BD-^CE-Q 

immer  zusammen,  und   es  ergiebt  sich  also  aus  dem  Vorherge- 
benden Folgendes: 

Wenn  A  nicht  verschwindet,  kann  die  Gleichung 

z>VÄ— £;v/i  =  o 

durch  die  Gleichung 

AE-CD^Q 
vollständig  ersetzt  werden. 

Wenn  B  nicht  verschwindet,  kann  die  Gleichung 
DVB-^EVA^Q 
durch  die  Gleichung 

ÄD— CE  =  0 
vollständig  ersetzt  werden. 

Wenn  A,  B  beide  verschwinden,  oder  beide  nicht  verschwin- 
den, kann  die  Gleichung 

DVB'-EVA-fi 

durch  jede  der  beiden  Gleichungen 

AE-CD^r^O,    BD^CE=zO 

vollständig  ersetzt  werden. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  daas  in  dem  Falle,  wenn  A,  B  beide 
nicht  verschwinden,  sowohl  die  Grossen: 

_. „nd    :^ , 
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als  auch  die  Bedingungen: 

Z>«--i<F>0,  />«-i4F*=0,  Z>«-ilF<0 
und  beziehungsweise 

E^-^BF^O,  E^--ßF=zO,  £;*-ÄF<0 
identisch  sind. 

Für  Ai  erhält  man  nach  34)  und  39)  leicht  den  folgenden  voll- 
ständig entwickelten  Ausdruck: 

48)^ 

iDVB--EVA)8\na» 
*""^(^-.2Ccosa  +  Ä)V4-2C'cosa  +  i?* 

und  für  fg,  ffi  ergeben ]sich  die  folgenden  Ausdrücke: 

49) 

_     {(DVA-tEVB)''(DVß-tEVA)co8c^*''  F(A-2Ccosa-i-B)* 
'^         2(DvB--EVA)(A  —  2Ccoiia+B)VA-'2Ccosa  +  B' 

__     {(DVA  -f  EvB)-'(DVB  +  EVA)co»a}8\na 
•^*  "" *         (il  — 2  Ccos «  +  ^)  V^il-'2Ccos«+/^ 

Zur  Berechnung  der  primitiven  Coordinaten  f^  g  des  Punktes 
(ftSfi)  ^^^  ^^^  ^^^^  ti^Lch  24)  die  folgenden  Formeln: 

fsin  «  =  /l  sin(a— {)  — ^|  cos(«— £), 

g8ina  =  /,sln£+flriCosJ; 

also  nach  dem  Obigen: 

f8m«=       G(fiVB  +  gt iüT;^ % 


oder: 


gsina  =  -  GifiVA  -g^ ^^^ ); 


.  ^/isinaVÄ  +  i7,(V-4  — cosoVÄ) 

I  =       Iß * — ö » 

sina^ 

^/isinaV-^— -.71  (VÄ-cosaV/<)  . 
sina* 


folglich  nach  34): 
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60) 

sin  a  V^2<— 2Cco8a  +  Ä 

.  /isiriaV/*— ^i(VÄ  — cosaV-^) 

ff  =  4-  " ' r- • 

*  8inaV^^-2Cco8a  +  Ä 

Mittelst  der  Formeln  49)  und  50)  kann  man  f»  g  unmittelbar 
aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  ])  berechnen,  eben  so  irie 
Ai  mittelst  der  Formel  48). 


§4. 

Aus  den  im  Vorhergehenden  angestellten  Untersuchungen  er- 
giebt  sich  das  wichtige  Resultat,  dass  durch  die  Gleichung 

^a:«  +  i?y«  +  2Gry  +  2Üj;  +  2£:y  +  F=  0 

im  Allgemeinen  nur  drei  wesentlich  von  einander  verschiedene, 
durch  Gleichungen  von  den  allgemeinen  Formen: 

welche  den  drei  Fällen; 

C«-^»<0,    C«-i<Ä>0.    C«-/<Ä=:0 

entsprechen,  charakterisirte  Curven  reprisentirt  werden.  Nur  in 
einigen  besonderen  Fällen,  die  als  Ausnahmefälle  zu  betrachten 
sind,  degeneriren  diese  Curven  in  gerade  Linien,  Systeme  von 
geraden  Linien^  in  Punkte,  oder  werden  imaginär,  so  dass  durch 
die  obige  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei 
veränderlichen  Grössen  gar  kein  geometrisches  Gebilde  reprSsen« 
tirt  wird.  Was  uns  in  dieser  Beziehung  die  im  Obigen  ange- 
stellte Untersuchung  ergeben  hat,  wollen  wir  jetzt  in  der  Kflrze 
zusammenstellen,  indem  wir  bemerken,  das8  die  drei  im  Vorher- 
gehenden näher  bezeichneten  Curven  beziehungsweise 

Ellipse,    Hyperbel,    Parabel 

genannt  werden. 

Bei  der  folgenden  Zusammenstellung  wollen  wir  der  Kärze 
wegen  fQr's  Erste  den  Coefficienten  A  als  positiv  annehmen,  wozu 
wir  offenbar  berechtigt  sind,  weil  in  der  Gleichung 

i4.r«  +  Äy«  +  2C;ry  +  2Dar  +  2£y  +  F=r0 
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der  Coefficient  A  entvreder  schon  positiv  ist,  oder  dieser  Glei- 
chung, indem  man  alle  ihre  Glieder  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen auf  die  andere  Seite  des  Gleichheitszeichens  bringt,  so- 
gleich eine  solche  Form  gegeben  werden  kann,  dass  der  in  Rede 
stehende  Coefficient  positiv  ist.  In  dem  Falle,  C^^AB  <  0,  — 
und  natürlich  auch  in  dem  Falle  C^ — AB=iOy  worauf  es  aber 
hier  weiter  nicht  ankommt,  —  wo  A^  B  gleiche  Vorzeichen  haben, 
ist  dann  auch  A'\'B  positiv,  und  eine  Betrachtung  eines  anderen 
Falls  nicht  weiter  nothig.  Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  nun 
die  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.    C«-^Ä<0. 

1 ^JK«  +  i?Z)a+FC«-i4ßF-2CZ>15>0 

Ellipse. 

2 ^f^»  +  ÄD«  +  FC«-^ÄF-2CZ>£  <0 

Imaginär. 
3  .  .   .  .  AE^  +  BD*j^FC^^ABF^2CDE  =  0 

Ein  Punkt. 

II.  C«-i4Ä>0. 

1.  .   .   .     AE*+BJD^+FC^-ABF—2CDE^0 

Hyperbel. 

2 AE^  +  BD^+FC^^ABF'-WDEz^O. 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 

III.  C«— ^Ä=:0. 

Parabel 
im  Allgemeinen, 

inlt  den  folgenden  AosnahmefUlen,  die  in  allen  Fällen  zuerst 
ontersaebt  werden  müssen,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner 
dieser  Aasoahmefölle  Statt  findet,  sicher  auf  eine  Parabel  ge- 
Achlosseo  werden  kann. 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A   and   B   verschwinden   nicht    beide  und   es    findet   die 
Gleichung 
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DVB-^EVAz=0 

Statt,  welche  ersetzt  wird  durch  die  Gleichung 

^A  — C/>  =  0    oder    BD^-CE^^O, 

jenacbilem  A  oder  B  nicht  verschwindet,  oder  durch  diese  beiden 
Gleichungen,  wenn  A  und  B  beide  nicht  verschwinden. 

a A>0,    />a-JF>ü 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

b 4>0,    />a--JF  =  0 

Eine  Gerade. 

c A>0,    D*-AF<,0 

Imaginär. 
Wenn  B=0  Ist,  sind  die  Geraden  der  Axe  der  y  parallel. 

d A  =  0,    Ä>ü,    JB»-ÄF>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

e Az=zO,    B>0,    £»-ÄF=:0 

Eine  Gerade. 

f. i<=0,    Ä>0,    JEa-ÄF<0 

Imaginär. 
Die  Geraden  sind  der  Axe  der  x  parallel. 

Wenn  man  nun  aber  nur  fiberlegt,  dass  bei  der  Umstellang 
aller  Glieder  einer  Gleichung,  wenn  man  nämlich  alle  Glieder  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  auf  die  andere  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens bringt,  oder  auch,  was  dasselbe  ist,  wenn  man  die 
Gleichung  mit  — 1  multiplicirt,  alle  Coefficienten  der  Gleichung  ihre 
Vorzeichen  mit  den  entgegengesetzten  vertauschen;  so  überzeugt 
man  sich  sehr  leicht,  dass  man  bei  der  Aufstellung  der  obigen 
Bedingungen  von  der  bis  jetzt  festgehaltenen  elnsehrftnltenden 
Bedingung,  dass  A  positiv  sein  soll,  sich  auch  ganz  unabhängig 
machen  und  die  obigen  Bedingungen  in  völliger  Allgemeinheit 
auch  auf  folgende  Art  aufstellen  kann : 

1 A>Os    Ä>0 
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a.  .   .   .  ^£«  +  ÄZ)«  +  FC«~JÄF— 2CZ>£:>0 

Ellipse, 
b. .   .  .    JiE»  +  iBZ)«+^C«--4Ä/'-2CD15<0 

Imaginär, 
c.  .   .   .  AP^BD^^FC^^ABF^WDE^O 
Ein  Punkt,  x 

3 .   .  i4<0,    Ä<0 

a..   .  .  il£*  +  ÄZ)«  +  FC«-i4ßF-2CZ>JB<0 

Ellipse. 
b. .  .  .  i<£»+Bß«  +  FC«-^ÄF-2CZ>£>0 

Imaginär. 
c. .  .  .  AE*  +  BD^+FC^^ABF^WDE  =  0 
Ein  Punkt. 

IL    C«-i<fi>0. 

1 A&  +  BD*  +  FC*—ABF'-2CDe'^0 

Hyperbel. 

2 i<JE*  +  BZ>«  +  FC«-^BF— 2C/)JE  =  0 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 

III.    C^^AB^zO. 

Parabel 
im  Allgemeinen, 

mit  den  folgenden  Ausnahmefällen,  die  in  allen  Fällen  zuerst 
untersucht  werden  müssen,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner 
dieser  AusnahmefUle  Statt  findet,  sicher  auf  eine  Parabel  ge- 
schlossen werden  kann. 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A  and  B  verschwinden  nicht  beide. 

a A^O,    AE'-CDsO. 
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aa />«-^F>0 

Ztvei  einander  parallele  Gerade. 

bb lA^AF^Q 

Eine  Gerade. 

cc />«-^F<0 

Imaginär. 
Wenn  £  =  0  ist,  sind  die  Geraden  der  Axe  der  y  parallel. 

b /1  =  0,    Ä^O,    Ä/>— C£  =  0. 

aa £;«-.ÄF>0 

Ztvei  einander  parallele  Gerade. 

bb je;«-äf=o 

Eine  Gerade. 

cc £:«— ÄF<0 

Imaginär. 
Die  Geraden  sind  der  Axe  der  x  parallel. 

Wenn   nun  aber  il  =  0,  A  ^  0  Ist,  so  wird  die  Gleichung 

weil  auch  C  =  0  ist,  nur  erf&llt  ffir  Z>sO,  und  man  kann  also 
endlich  die  obigen  Bedingungen  auch  auf  folgenden  Ausdruck 
bringen : 

I.    C«-^Ä<0. 
1. . J>0,    B>0 

a.  .   .   .  ÄE^^BD^^FC^'--ABF—WDE  >  0 

Ellipse. 

b.  .   .  .  AE*  +  BD^  +  FC*'-ABF---2CDE  <,0 

Imaginär« 
c. .  .   .  AE^  +  BD^+FC^^ABF'-'ICDEz^O 
Ein  Punkt 
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2 ^  <  0,    B  <  0 

a..  .   .  AE^  +  BB^  +  FC^-'ABF'^iCDE  <,0 

Ellipse, 
b. .   .   .  AE^+BD^  +  FC^-ABF^WDE  >  0 

Imaginär, 
c.   .   .  AE*  +  BD^-^FC^'^ABF-^2CDE:=^0 
Eid  Paukt. 
IL    C«— ^Ä>Ö. 

I AE^  +  BD^  +  FC^-'ABF^^CDE^O 

Hyperbel. 

2 ilB*  +  Ä/>«  +  FC«— ^iBF-2C/>£;  =  0 

Zwei  sich  schneideDde  Gerade. 

III.    C«-JJB  =  0. 

Parabel 
im  AllgemeioeDy 

mit  den  folgenden  AusnahmefKlien,  die  in  allen  Fällen  zuerst  unter- 
sucht werden  müssen,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner  dieser 
Ausnahmefälle  Statt  findet»  sicher  auf  eine  Parabel  geschlossen 
werden  kann. 

1.  A  and  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A  und  B  verschwinden  nicht  beide. 

a ^^0,    AE^CD:=zO, 

aa />»— ^F>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb />«— ^F=0 

Eine  Gerade. 

cc />•— ^F<0 

Imaginär. 
Tbeil  LI.  20 
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Wenn  i?  =  0  ist,  sind  die  Geradeo  der  Axe  der  5  parallel. 

b i4  =  0,    Ä^O,    z>  =  a 

aa £«-ÄF>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb £«— ÄF=0 

Eine  Gerade. 

CG J5;«-ßF<0 

Imaginär. 
Die  Geraden  sind  der  Axe  der  x  parallel. 

Man  kann  noch  nach  den  Bedingungen  fragen^  welche  erfüllt 
sein  müssen*  ivenn  in  den  Fällen,  wo  die  Curve  eine  Ellipse  oder 
eine  Hyperbel  ist,  die  erstere  in  einen  Kreis,  die  letztere  in  eine 
gleichseitige  Hyperbel  übergehen  soll. 

Wenn  die  Curve  eine  Ellipse  ist,  und  also  die  Bedingungen 
I.  1.  a.  oder  1.  2.  a.  erfüllt  sind,  so  ist,  wegen  der  in  §.  2.  aus 
der  Gleichung  22)  in  dem  Falle  1.,  wenn  nämlich 

C«-^iB  <0 

ist,  abgeleiteten  Gleichungen,  die  Bedingung,  dass  die  Ellipse  in 
einen  Kreis  übergeht,  offenbar 

P=Q    oder    />- 0  =  0, 

also  nach  17): 

V(^  — Ä)«eina«+{2C— (/4  +  J?)cos«}«  =  0, 
oder: 

(^--Ä)«8ina«+{2C-.(/l  +  i?)cos«}«  =  0, 

welche  Gleichung  nothwendig  in  die  beiden  Gleichungen: 

/<  — Ä  =  0,     W^{A  +  ß)coBa  Ä  0; 
oder : 

A  =  B,     C=z  Aco8€(^=z  Beoaa 

zerföllt.      Für    das    rechtwinklige    Coordinatensystem    sind    diese 
Gleichungen: 
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oder,  in  zwei  Gleich nogen  zerlegt: 

A-B.    C  =  0. 
E«  ist  iii  diesem  Falle: 

C*-.-4Ä  =  -  il«8lna«  =  — Ä*8ina«; 
IQr  das  rechtwinklige  Coordioatensystem  ist  also: 

Sogleich  Qbersieht  man»  dass  hier: 

AE^  +  BO^  +  FC«-  JÄF-  WDE 

=  ^(Z>«+fi«— i^Fsin««— 2/>£cosflf) 
ist»  und  sich  also  die  den  beiden  Fällen 

i4  >  0,    i?  >  0     und     ^  <  0,     Ä  <  0 

nach  dem  Obigen  entsprechenden  Bedingungen 

AE^  +  BD^  +  FC«-  ABF-WDE  >  0 
und 

^f?  +  ÄD*+  FC«-  ABF-2CDE  <  0, 

auf  die  eine  Bedingung 

/>«  +  £;«-- ^Fsina«—2D£co8a  >  0, 

in    dem   Falle   des  rechtwinkligen    Coordinatensystems  daher  auf 
die  eine  Bedingung 

Ü^  +  E*'-'AF>0 
reduciren. 

Wenn  die  Cnrve  eine  Hyperbel  ist,  und  also  die  Bedingung 
II.  1.  erfüllt  ist,  so  ist»  wegen  der  in  §.  2.  aus  der  Gleichung  22) 
in  dem  Falle  II.,  wenn  nämlich 

C^-'Aß>0 

ist»  abgeleiteten  Gleichungen,  die  Bedingung,  dass  die  Hyperbel 
eine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  offenbar 

/>=  — ©    oder     P+e  =  0, 

also  nach  17): 

^+Ä— 2Cco8tt  =  0 
oder 

20» 
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folglich  Rir  das  rechtwinklige  Coordinatensystem : 

A  +B  =  0    oder    B  ^  -  A. 

Natfirlich  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  Bedingongen, 
welche  nach  dem  Obigen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  Curve 
eine  Hyperbel  überhaupt  sein  soll,  erfüllt  sind. 

§.6. 

Wir  wenden  diese  Bedingungen  auf  eine  grössere  Anzahl  von 
Beispielen  an,  indem  wir  der  Kurze  wegen 

e  =  AE^  +  BD^  +  FC^-^ABF-^WDE 

setzen. 

(1) — 2a;«— y«  +  2a?y— 2a:+2y  =  0. 

^  =  -2,     B  =  -l,     C=l,     Z>=:~1,    £  =  1,     f'=0; 

C«-^Ä  =  — 1,     0  =  — 1; 

i4<0,    Ä<0,     C«-i4B<0,     e<0; 

£Uipse. 

(2) — 2ar«— y«  +  2ary  +  2ar  =  0. 

^  =  -2,    Ä=  — 1,     C=l,    Z>  =  1,    £=0,     F  =  0; 
C«-/IÄ  =  -],     e  =  — 1; 

^<0,    if<0,    C«— ^B<0,     e<0; 
Ellipse. 

(3) — 2;r«— y«+2a:y-ar— 2y— 3  =  0. 

i4  =  -2,    ll=-l,     C=l,    Z>  =  -4,    £  =  -1,    F=-3; 

^<0,    B<0,    C*— ^i?<0,     ö<0; 
Ellipse. 

(4) ^«+y*  +  «y+4*  +  y  +  i  =  0. 

^  =  1,     B  =  l,     C=i,    Z>  =  i,     E  =  i,     F=I; 

C«-JB  =  -J,    e  =  -A; 

2l>0,    iB>0,     C«-^^B<0,     e<0; 

Imaginär. 
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(6) a:«+y*  +  2«  +  2  =  a 

4  =  1,     ß=zl     C  =  0,     Z>  =  1,    £  =  0,     F=2; 

C«— i4Ä=-l.     ös=— 1; 

i4>0.    B>0,    C«— /<B<0.    e<0; 

Imaginär. 

Hätte  man  diese  Gleichung  geschrieben: 

-ar«-y«— 2a?-2  =  0; 
also: 

^  =  —  1,    B  =  -l,    C=0,    />  =  — 1,    £  =  0.    F=-2; 

so  wäre: 

C«— ilÄ  =  — 1,    e  =  i; 

il<0,     Ä<0,     C*— JÄ<0,     e>0; 

Imaginär. 

(6) a:«+y*-2a:+l  =0. 

4  =  1,    i?=l,    C=0,    Z>  =  — I,    £  =  0,    F=l; 

C«— ilÄ  =  — 1,    e  =  0; 

A>0,    ß>0,    C«— 4Ä<0,    ö  =  0; 

Ein  Punkt. 

(7) — «•  +  y«— 2j;y  +  2ar-2y  +  3  =  0. 

4=-l,    fi=l,    C=  — 1,    Z>  =  1,    £  =  —1,    F=3; 
C'«-4Ä  =  2,    e  =  4; 

Hyperbel. 

(8) «•— y«— 2a:y--2a?-2y+l  =  0. 

4  =  1.     Ä  =  -l,     C=--l,    Z>  =  -1,     ß=~l,     F=l; 
C«-4Ä  =  2,     Ö  =  4; 

.  Hyperbel. 
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(Ö) -«•  +  y«-2ay  +  2=:0. 

A=z-\.    fi  =  l,    C  =  -l,    i>=sO,    £  =  0,    F  =  i; 

C— JÄ>0.    e>0; 
Hyperbel. 

(10) ««— y»-2a:  +  2y— 1=0. 

/4=:I.    Ä  =  -I,    C'=0,    D  =  —\,    £=l,    F  =  — I; 

C«— ^Ä=l.    e  =  -l; 

C«— ^Ä>0,    ©<0; 
Hyperbel. 

(II) — 2««+y»+6«— 2|y-3  =  0. 

J=-2,     Ä  =  l.    C=0,    J!)  =  3,    £;=-l,    F=  — 3; 

C«— JÄ=s2,     e=l; 

C*— ^Ä>0.     e>0; 

Hyperbel. 

(12) — a!«  +  y*— 2:ry— 2  =  0. 

A=-\.    B  =  \,    €=-1.    Z)  =  0,    £  =  0.    F=-2; 

C«-ilÄ  =  2,    e  =  -4; 

C«-ilfi>0,    e<0; 
Hyperbel. 

(13) -2*«+y«+2y+I=0. 

A=:-2,    Ä=l,    C=0.    />=:0,    £=1.    F=  I; 

C*—AB=!2.    e  =  0; 

C«-JB>0.    e  =  0; 
Zwei  sich  scbneidcDde  Gerade. 

(14) -x«+y*=:0 

A  =  -l.    B  =  l.    C  =  0,    0  =  0.    E  =  a,    F  =  0; 

C«-i<Ä=I,    e  =  0; 

C»-i4Ä>0,    «  =  0; 
Zwei  sich  schBeidesde  Gerade. 
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(IS) 2««-y«-ary— 3ar  +  l  =0. 

A  =  2,    fl=  — 1,    C=-h    D  =  -l    E  =  0,    Fi=\; 

C^-AB^O,    e  =  0; 
Zwei  sich  •chneidende  Gerade. 

(16) «•— y*— 2«y  — 2«— 2y+I  =0. 

^  =  1,    fi  =  — 1,    C=— I,    />  =  —  !,    E  =  -l,     f=l; 

C«-^Ä  =  2,     e  =  4; 

Hyperbel. 

(17) a;«— ^+2aiy  +  2ar  +  2  =  0, 

A=zl.    B=-h    C=l.    /)=!.    £;  =  0.    f  =  2; 

C«— i<Ä  =  2,    e  =  3; 

C«-/<Ä>0,    e>0; 
Hyperbel. 

(18) — ««-y*  +  2«y— 2y  — 1  =  0. 

.4  =  — I,    B=-l.    C=I,    Z)  =  0,    £  =  — I,    F=-l; 

C*- AB  =iO; 

A  =  -l.    AE—CD=1; 
Parabel. 

(W) -y«-»  +  2y  =  0. 

^  =  0,     Ä=:-l.    C=0,    /)  =  -*,    JE=1,     F  =  0; 

^  =  0,    fi=  — 1,    Z)=  — 4; 
Parabel. 

(20) «•+»"— 2ar  + 1=0, 

^  =  1.    Ä=l,    C  =  0.    /)  =  -».    £  =  0,    F=l; 

C*-/<£r=-l,     e  =  0; 

^>0,    Ä>0.    C»— /lfi<0,    ©  =  0; 
Ein  Pankt. 
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Cil).   .   .    (»«•■fV-32«^-t-4ar— %485  =  0. 

ifsM.    Ab4,     Cs-ie,     D=20,     £b-12,    F=86; 

C«-^Ä=:-64,     e=0; 

.4>0,    Ä>0.    C«-^Ä<0,     e=0; 

Bin  Punkt. 

(M) 13«>-fV  +  10äy  4-1=0. 

A~n,    JETsS.    CsB.    Z>a:0.    £=0,     F=l: 
C«-^fi=-.|.    e=-I: 

Imaginir. 

l«) «»+j*+4*y+l  =  0. 

.4»!.    ffssl,    C=I>    D=0;    JSssO.    F=l: 


vi4^  .   .   ,    t«»— ,«— %— l=r«L 


4ai,  *=v  e^Ä— 1,  i>=— K  t=L  r=i: 
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CA) -»«-y«  +  2«y  +  l=0. 

A  =  —\,    B=~\,    C=\,    DszO,    £=0.     F=l; 

C*-AB=Oi 

A=—h    AE—CDssO.    D»—AF=1; 

A<^0,    AE—CD=0.    D^-AF>Oi 
Zwei  einander  parallele  Gerade. 

(27) -4a;«-y«— 4ary  +  4=0. 

Az=—4.    fi=-l,    C=-2,    D=0,    £=0.     F=4. 

C*—AB=0. 

A=-4,    AE— €0=0,    D*-AF=W; 

A<,0,    AE  —  CD=iO.    D*—AF>^0. 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

(28) 4a;«  +  y*-4ary=0. 

A=4.    B=l.    C=— 2,    D=:0.    £=0,    F=0; 

C*—AB=Q; 

A=z4.    AE—CD=0.    D>-JF=0; 

/<>0,     A£--CD=0,    L*—AF=0; 

Eine  Gerade. 

(20) y"  +  y+l=0. 

^=0,    Ä=l,    C=0,    Z>=0,    £=i    F=l; 

J=0,    fi=l,    I>=0,    £»-ÄF=s-}, 

^=0,    Ä>0,    D=0.    E*-BF<Oi 

ImaginSr. 

(30) x*+y'—2xg+x=0. 

A=i.     B=l,    C=—h    D=h    £=0,     FasO; 

C*-AB=0; 

As=l,    AE—CDzsii 

Parabel. 
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(31) «»+y»-2a^-|.2y=0. 

^  =  1,    B  =  l,     C=-l,    DszQ.    £s=sl,    F=Ü; 

C*—AB=0; 

/<  =  !,     AE—CD=ii 

Parabel. 

(32) :c«+y«--2a:y— 2y— 1=0. 

.<=1,     Ä=I.     C=-I.     Z>=0,    JS=— 1,     F=:-l; 

/<=!,    AE—CD=—\; 
Parabel. 

(33) x»+s«— 2a;y— 2a:  — 2y=0. 

A=\.    Ä=l,    C=-l,     I>=-1.     £=-1,    F=0; 

ii=l,     i4£--CD  =  -2; 

Parabel. 


5.6. 

Wir  müssen  nun  noch  einmal  zu  den  in  §.  2.  in  den  Fftllen 
I.  II.«  in  $.  3.  in  dem  Falle  III.  gegebenen  allgemeinen  Entwicke- 
lungen  zurückkehren«  um  feste  uod  sichere  Bestimmungen  zu 
geben,  wie  in  den  dort  entwickelten  allgemeinen  Formeln  die  in 
denselben  vorkommenden  doppelten  Vorzeichen  zu  nehmen  sind, 
wobei  wir  kaum  noch  wiederholt  darauf  besonders  aufmerksam  zo 
machen  brauchen»  dass  in  allen  dortigen  Formeln«  wenn  nicht 
etwas  Anderes  als  eine  Ausnahme  besonders  bemerkt  worden 
ist«  die  oberen  und  unteren  Vorzeichen  in  bestimmter  Beziehung 
zu  einander  stehen. 

In  den  Fällen  L  iL  haben  wir  nach  8)  und  10)  die  folgenden 
Formeln  gefunden: 

leiv  4       rt>  2(/lcosa  — C)sin« 

•^'> *»"8^^=^coa2«-2Ccosafg- 

und: 
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.    ofc  _  ■ 2(^008«-— C)8in« 

^_^      i4co8  2tt — 2Cco8«+  B 

C08   I  —  i:  ^^^  ^^_2Cco8a)*  +  4(C«-i4fi)8ina«' 

und  zu  den,  8ich  8elb8t  auf  einander  beziehenden «  oberen  und 
unteren  Vorzeichen  8tehen  die  oberen  und  unteren  Vorzeichen  in 
allen  in  §.  2.  entwickelten  Formeln,  wenn  nicht  etwa  etwas  An- 
deres besonders  bemerkt  worden  ist,  in  fester  und  unveränder- 
licher Beziehung. 

Weil  bekaDfitliefa 

0  <  $  <  2^; 

ist,  so  ist 

0  <  2|<  in. 

Bezeichnen  wir  nun  den  zwischen  0  und  n  liegenden  Werth  von 
2|,  welchen  die  Formel  61)  allemal  liefert,  durch  co,  wo  also 

0  <  o  <« 

ist;  80  kann  offenbar  2$  die  vier  folgenden,  An  nicht  fiberstei- 
genden positiven  Werthe: 

(O-f  ^ 

'  «  +  2« 

also  l  die  vier  folgenden,  wie  es  erforderlich  ist,  2;r  nicht  fiber- 
steigenden positiven  Werthe: 


6  = 


haben.    Jedenfalls  reicht  es  aber  hin : 


I 

zu  setzen,  weil,  wenn  man 
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I 


settte,  dies  bloss  hotssen  wCIrde,  dass  der  positive  Tbeii  der  Äxe 
der  Xi  den  durch  die  beiden  ersten  Werthe  von  |  bestimmten 
Lagen  des  positiven  Theils  der  Axe  der  Xi  direct  entgegengesetzt 
angenommen  worden  sei,  was  einen  wesentlichen  Unterschied 
natfirlich  nicht  bedingen  kann,  weil  dadurch  nur  die  positiven  qnd 
negativen  Coordinaten  gegen  einander  vertauscht  werden  würden. 

Wenn  die  Grössen 

il  cos  or—  C,    A  cos2a— 2Ccos«  -I-  B 

gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  tang2|  positiv,  and  sln2£,  co62| 
haben  gleiche  Vorzeichen.    Es  ist  also: 

0  <  »  <  4«, 

ff  <  ID  +'*  <  IA- 

Setzt  man  |  =  iai,  2£=id,  so  sind  sin 2g,  cos 2$  respective  po- 
sitiv, positiv,  nnd  man  mnss  also  die  oberen  oder  anteren  Zeichen 
nehmen,  jenachdem 

ilcosa  — Cf    ilcos2a — 2Cco8a-|-/l 

positiv  oder  negativ  sind.  Setzt  man  $  =  |fD-f|ff,  2£  =  o-|-*»  *o 
sind  sin 24,  cos 2g  respective  negativ,  negativ,  und  man  muss  also 
die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenachdem 

Jcosff— C,     Jcos2a — 2Ccosa-|- A 
negativ  oder  positiv  sind. 

Wenn  die  Grössen 

Acona  —  C,     i4cos2a  —  2Ccoso-|-<B 

ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  tang2|  negativ,  und  sln2|, 
co82|  haben  ungleiche  Vorzeichen.    Es  ist  also: 

i»  <   O   <  9S, 

\n  <  o-f  ff  <  2ff. 

Setzt  man  g  =  ia>,  2g  =  oi,  so  sind  sin2|,  cos2|  respective  po- 
sitiv, negativ,  und  man  muss  also  die  oberen  oder  anteren  Zeichen 
nehmen,  jenachdem 

ilcosa— C,    i4cos2a  — 2CG08a-|-A 
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respective  positiv»  negativ  oder  negativ,  positiv  sind.  Setzt  man 
lz=z\to-\-\Ky  21=  09-f  9S,  so  sind  sin2&  cos2£  respective  negativ, 
positiv»  und  man  muss  also  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen 
nehmen»  jenachdem 

A  cos  ff —  C»      Jcos2a — 2Ccos  a-\-B 

respective  negativ»  positiv  oder  positiv,  negativ  sind« 

Die  reciproken  Werthe  von 


also  die  Grössen: 


wo  eine  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf  eioander 
jetzt  nicht  Statt  finden  soU»  sondern  die  Zeichen  nur  so  genom- 
men werden  sollen»  dass  die  Grossen  unter  den  Wurzelzeichen 
positiv  werden»  heissen  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  und 
Hyperbel  in  den  Fällen  dieser  Curven»  und  roOgen  hier  beziefanngs* 
weise  die  erste  und  zweite  Halbaze  genannt  werden.  Aus  den 
in  9.  2.  gegebenen  Ausdrucken  14)»  15)»  16),  17)  von  P»  Q»  mit 
Berücksichtigung  des  Ausdrucks  19)  von  Sl,  erhellet  nun  rfick- 
sichtlich  der  Grosse  der  beiden  Halbaxen  unmittelbar  Folgendes  : 

Wenn    man   in    den  Formeln  des  $.  2.    die   oberen  Zeichen 
aehmen  muss»  so  ist  die 

erste  Halbaxe  zweite  Halbaxe 

die 

(   grossere    \  i  kleinere     \ 

\  kleinere     ]  \  grossere    ) 

wenn  die  Grosse  il -|-£—2Ccostt 

(  positiv    \ 
\  negativ  ) 
ist. 

Wenn   man  in  den  Formeln  des    §.  2.   die  unteren  Zeichen 
nehmen  muss»  so  ist  die 

erste  Halbaxe  zweite  Halbaxe 

die 

(   kleinere     \  (   grossere    \ 

\  grossere    ]  \   kleinere     ) 
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wenn  die  GrSsse  A-\-  B-^^Cconu 


ist. 


{positiv    \ 
negati?  j 


In  dem  Falle  III.  haben  wir  nach  28)  und  30)  die  folgenden 
Formeln  gefunden: 

53) tang  l  r- 


coaaVA—VB 


und: 


54)  . 


isin  §==+    /-  . 

\  -V^il-aCcosa+Ä 

J       ^      .      cosaVA—VB 

/C08|  =  Jb      r  5 


bei  denen  man  sich  zu  erinnern  hat»  dass  VA,  VB  nach  §.3. 
gleiche  und  ungleiche  Vorzeichen  haben  können,  und  rficksicht- 
lieh  der  Vorzeichen  ganz  Dasselbe  gilt,  «vas  vorher  bei  den  Fällen 
f.,  II.  bemerkt  worden  ist. 

Bekanntlich  ist  wie  früher  auch  hier 

0  <  |<  2«, 

und  bezeichnen  wir  nun  den  zwischen  0  und  n  liegenden  Werth 
von  £,  welchen  die  Formel  93)  allemal  liefert,  durch  oo,  so  dass  also 

0<  00  <  » 

ist;  so  kann  offenbar  |  nur  die  zwei  folgenden,  2»  nicht  über- 
steigenden positiven  Werthe  haben: 

(  «  +  « 
wo  es  aber  offenbar  genügt, 

zu  setzen,  weil,  wenn  man  |=  o-f-»  setzen  wollte»  dies  nur  eine 
Verlegung  des  positiven  Theils  der  Axe  dei  Xx  in  eine  direct  ent- 
gegengesetzte Lage,  also  nur  eine  Vertauschung  der  positiven 
und  negativen  Coordinaten  mit  einander  bedeuten  wurde. 

Wenn  die  Gr5ssen 

VA,    costtVA  —  VB 
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gleiche  Vorseichen  haben,  so  ist  tangg  positiv,   und  sfn^«  cos| 
haben  gleiche  Vorzeichen.    Es  ist  also 

0  <   <0<i9B 

und  «in$,  cos|  sind  respective  positiv,   positiv;   also  muss  man 
die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nehmen,  jenachdero 

VA,    cosaVA-VB 

positiv  oder  negativ  sind. 

Wenn  die  Grossen 

VA,    co8aVA  —  Vß 

ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  tangg  negativ,  und  sin|,  cos$ 
haben  ungleiche  Vorzeichen.    Es  ist  also 

und  sin§,  cosi  sind  respective  positiv,  negativ;  also  muss  man 
die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nehmen,  jenachdem 

VA,    co»aVA  —  VB 

respective  positiv,  negativ  oder  negativ  positiv  sind. 

In  dem  Falle  der  Parabel  heisst  der  absolute  Werth  der  Grösse 
Af  in  48)  der  halbe  Parameter,  also  der  absolute  Werth  der 
Grosse  224|   der  Parameter  der  Parabel.*). 

Mittelst  der  obigen  Regeln  i^ird  man  immer  sicher  entschei- 
den können,  wie  in  §.  2.  und  §.  3.  die  Vorzeichen  in  den  dortigen 
Formeln  zu  nehmen  sind. 


§.  7. 

Um  die  sehr  leichte  Anwendung  der  in  dieser  Abhandlung 
entwickelten  ganz  allgemeinen  Formeln  noch  an  einem  Beispiele 
zu  zeigen,  wollen  wir  mit  Hülfe  derselben  eine  Steile  erläutern, 


*)  Hiehei  bemerke  ich  jedoch,  das«  mit  Rnckticht  auf  die  Glei- 
chung 44),  wo  da«  Coordinatensystem  der  X^,  p^  eben  s»  wie  das  Goor- 
dinatensyitem  der  X,,  pi,  welchem  jenes  parallel  Itt,  ein  rechtwinklige« 
Coordinalensystern  ist;  daher  ist  in  dem  Obigen  eigentlich  nur  von  dem 
Parameter  der  Parabel  In  Bezug  auf  ihre  Axe  die  Rede,  welchen  ich 
hier  schlechthin  den  Parameter  der  Parabel  genannt  habe,  indem  das 
Weitere  hierüber  jetst  nicht  hierher  gebort. 
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welche  eich  in  den  ,, Werken  von  Ganes,  Tbl.  IL  S.  278." 
findet    Gauss  sagt  an  dieser  Stelle: 

»»Curva  per  aequatiooem  inter  coordinatas  orthogonales  p,  g 
haocce 

app  +  ^bpq  +  cgg  =  1 

expressa,  est  sectio  conica,  et  qnidem  eUipsis^  si  a,  c  atqoe 
ac — bb  sant  qaantitates  positivae:  area  hac  ellipsl  circumscripta 

invenitnr  =  ^ — ZTThV    ^*'®'  quantitatls  app-t-Upq+cqq  extra 

ellipsem  nbique  fit  maior  quam  1»  intra  ellipsem  minor  quam  1» 
negativus  nullibi/' 

Es  Ist  also  die  zu  dlscutirende  Gleichung: 

<«:•  +  2bsy  +  cy*  =  1, 

unter  der  Voraussetzung,  dass  a,  c  und  ac^b*  positive  Grössen 
sind,  wobei  wir  Obrigens  nicht  unbedingt  voraussetzen  woUeo, 
dass  die  Coordinaten  x,  y  rechtwinklige  seien. 

In  unseren  im  Obigen  überall  gebrauchten  Zeichen  Ist: 

Az=:a,    B=ic,     C=b,    />  =  0,     £  =  0,    F=^l; 

und  weil  unter  der  von  Gauss  gemachten  Voraussetzung 

a>0,    c>0,    ac-6«>0 

ist,  so  ist  in  unseren  Zeichen:  ^ 

Leicht  findet  man: 

AE»  +  BD^  +  FC^^ABF--2CDE  ^AB-C^, 

so  dass  also 

AE»  +  BD»  +  FC^^ABF-^^CDE  >  0, 

und  folglich  die  Curve  nach  den  in  {.  4«  gegebenen  Kriterien,  in 
dem  letzten  Ausdrucke  derselben  I.  1.  a.,  eine  Ellipse  ist. 

Weil  nach  19) 

AE»  +  BD»  +  FC^  ■-  ABF^WDE 
«-  C*-^AB 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorstehenden  offenbar  A  =  —  1. 

Wir  wollen  nun  die  Ellipse  etwas  nfther  bestimmen. 
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Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  sind  nach  den  für  dieselben 
in  Obigen  gegebenen  allgemeinen  Formeln  in  diesem  Falle: 

so   dass   also  der  Anfang  der  Coordinaten   der   Mittelpunkt   der 
Ellipse  Ist. 

Nach  8)  ist: 

und  nach  16)  hat  man  die  Formeln: 
2Psina*  =       a  +  c— 2öcosa 

T  V"(a  — c)*  +  4(6 — a  cos«)  (fr  — c  cos  ff), 
2Qsi»  a*  =       a  -f  c  —  2fr  cos  a 

4  V^(a  — c)*+4(fr  —  aco8o}(fr  — ccosa). 

Wie  man  sich  bei  der  Bestimmung  des  Winkels  $  zu  verhalten» 
und  welche  Regeln  luau  bei  der  Bestimmung  der  Vorzeichen  zu 
befolgen  hat,  ist  in  §.  6.  ausffihrlich  gezeigt  worden. 

Weil 

.4  +  Ä  >  0, 

A&  +  BD^  +  FC^'-ABF^WDE  >  0 

und  Sl  =  —  1  ist,  so  sind  nach  §•  2.  1.  die  beiden  Ualbaxen  der 
Ellipse  offenbar: 

also  nach  dem  Obigen: 

sinaV2 

V{a+  c  — 2frcosaT  V^(fl — c)*  +  4(fr  —  acosa)  (fr^ccoso)} 

singV2 ____^ 

V{a  +c— 2frcosadb  V^C"— c)*  +  4(fr — acosa)  (fr— ccosa)} 

Das  Product  der  beiden  Halbazen  ist: 

1 

also,  H-eil  nach  18): 

Thcil  LI.  21 
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Peaioaa=  AB^C^  =:  ac-6« 
ist: 

sing 

und  folglich  nach  einem  allgemeiD  bekannten  Satze  der  FlScbeo- 
Inhalt  der  Ellipse: 

ygsinor 

also  für  rechtwinklige  Coordinaten  oder  or  =  90^: 

n 

ganz  so  wie  Gauss  a.  a.  O.  aogiebt. 

Wenn  jetzt  {xy)  ein  ganz  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  un- 
serer Ellipse  ist,  so  wollen  wir  von  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse 
aus,  der  nach  dem  Obigen  zugleich  der  Anfang  der  Coordinaten 
ist,  durch  diesen  Punkt  {xy)  eine  Gerade  sieben,  und  deren 
Durchschnittspunkt  mit  der  Ellipse  durh  {vi)  bezeichnen;  dann 
ist  offenbar  in  vniliger  Allgemeinheit: 

|  =  f  «der   f  =  «. 

Weil  der  Punkt  {Vf)  in  der  Ellipse  liegt»  so  ist: 

aT*  +  26x9  +  c9*=*  J; 
nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber: 

ojc«  +  26XD+  ct(^  =  fljr*+2«jr .*  %  +  c^^jr« 

X  X 

also  ist: 

und  folglich: 

aa:*  +  26a:.y  +  cy«s^=:^, 

woraus  zunächst  erhellet,  dass 

flÄ«  +  26iry +  cy« 
stets  positiv  ist. 
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Jenachdem  der  Punkt  (st^) 

ausserhalb»    in,    innerhalb 
der  Ellipse  liegt«  ist  offenbar: 


3f*  >  ^,      3f*  =  V*»     y*  <  •>•; 


also: 


>1,  >=1. 


?-^*,  ?^»»  /^^' 


folglich  nach  dem  Obigen: 

aa^+2bxy+cy*'>},    ax^+2bxy  +  cy^ssl,    ax^  +  2öxy  +  cy^<il; 

ganz  so  wie  Gauss  angiebt. 

Dass  unter  den  gemachten  Toraussetznngen  die  GrOsse 

ax*  +  2bxy  +  C]f* 

stets  positiv  ist,  kann  man,  ganz  unabhängig  von  geometrischen 
Betrachtungen,  auch  auf  folgende  Art  beweisen. 

Weil  nach  der  Voraussetzung  a,  c  positiv  sind«  so  kann  man 
setzen: 

ax*  +  Uxy  +  cy^  =  («Vfl)*  +  2bxy  +  (y  Vc)* 
=  (a?  Va)*  ±  2^  Vac  +  (y  Vc)*  T  "ixy  Vöc  +  2bxy 

=  (a?VadbyVc)*T2(  WcT6)a:y. 

Da  nach  der  Voraussetzung  ac  —  6*>0  Ist,  so  ist  V^ac  grosser 
als  der  absolute  Werth  von  b,  und  folglich  offenbar  ^ac^b  stets 
positiv.     Haben  nun  or«  y  gleiche  V^orzeichen«  so  ist  offenbar 

(xVa — y  Vc)«  +  2  ( Vöc  +  b)  xy 

positiv«  und  wenn  x,  y  ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  augen- 
scheinlich 

{xVa  +  y  Vc)« — 2  ( Vac  —  b)  xy 

positiv;  also  Ist  offenbar  nach  dem  Obigen 

21* 
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immer  positiv«  wie  behauptet  wurde. 

Die  ganz  allgemeine  Discussioo  der  Gleichung 

oa:*  +  2bxy  +  cy*  =  1 

nach  den  in  dieser  Abhandlung  entwickelten  Formeln  und  Prin- 
cipien  empfehlen  wir  dem  Leser  recht  sehr  zur  Uebung;  uns  ge- 
nügt es  hier,  die  vorhergehende  Entwickelung  an  eine  Stelle  in 
einem  der  berühmtesten  und  wichtigsten  Werke  der  neueren  Zeit 
angeschlossen  und  zu  deren  Erläuterung  benutzt  zu  haben. 


A  n  li  a  n  ir* 


Wenn  man  für  den  Kegelschnitt  der  neun  Punkte,  für  welchen 
in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordiuatensystem  die  Werthe 
der  Coefficienteo 

A,    B,    a    D,    E,    F 

in  der  Abhandlung  Theil  XLlil.  Nr.  VI.  §.  8.  27),  auf  welche 
hier  überhaupt  verwiesen  wird,  sich  angegeben  finden,  die  Lage 
und  Grösse  der  Axen  durch  allgemeine  Formeln  bestimmen  will; 
so  kommt  es,  wie  aus  den  in  der  vorliegenden  Abhandlung  ent- 
wickelten Formeln,  in  denen  überall  a  =  90^  zu  setzen  ist,  un- 
mittelbar erbellet,  auf  die  folgenden  Grossen  an,  deren  nach- 
stehende Werthe  aus  den  In  Rede  stehenden  Wertheo  der 
Coefficienten  A,  B,  C,  A  E,  F  leicht  abgeleitet  werden: 

il— Ä=— 2{pi  sin  (oa  —  O3)co8  2tf|  -f  ^s^io  («a  —  «i)cos2o, 

+  ^3  sin  («4  —  os)  cos  203} ; 

il+i?=     2{eisin(«a— «3)+easin(ai— a,)  +  ^sin(ai  — Oj)}, 

C=  —{^1  sin  («3  —  «3)  sln2ai  +  q^bih  (03  —  «Jsin  21x3 

+  ^3  sin  («1  —  «3)  sin  203}, 

(2I— i0H4C«=4{^i«sin(a3-«3)«+p«»sin(a3--«i)H08*»'o(«i---««)*) 
+  2^1  ^3COs2(ai — a3)sin(cr3— o^)sin(cr3 — «i)/ 

!  2^2^*»"(«i— «a)cos2(«3— a3)sln(a5— ß|K  ' 
+  2^8Pi8«n(«j  — OsJsinCag— a3)cos2(cf3— «4) ) 
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«=  2 • 

C*— ^A=  — 48in(n|  — a,)6in(os  — 08)8in(o8  — tfi) 

X  fei ^ 8>n  («I  — «t)  +  e»^8  ««n  («a- «s)  +  ^^1  «n  («3 -«1 )} ; 
/=     i  (Qi  cos  a,  -f-  ^  cos  «t  +  9s  cos  «,), 
5^=     4(^1  sin«!  +9aSiiiöa  +  C»8>o«a); 

=       ig^(eiC08aj  +92C08a^  +  93COS«,)« 

+  jg  fi  (^i  sin  «I  +  e*  »»n  «8  +  ^8  »»"  «3)* 

+  g  CC^iCos«!  +  etcosos-l-  ^cosos)  (pi  sioffi  +  ptsinos  +  03sin«8) 

+  2^^^i  co8«|  +  paC08aa  +  picoso^) 

+  2  f; (9,  sin  «1  +  Q^Bin  a^-k-Q^Bin o,) 
+  F, 
i41S«  +  ÄD»  +  FC«  -  2<ÄF~2CD£;  =  (C«-ilÄ)Ä. 

Für  «  =  90»  Ist 

oleosa  — C=  —  C,     2lcos2a— 2Ccosa+B=  — (^  — Ä). 

In  den  obigen   Ausdruck    von  Sl  würden  noch  die  a.  a.  O. 
angegebenen  Werthe  von 

A,    Ä,    C,    A    E,    F; 

die  deshalb  hier  nicht  wiederholt  werden,  noch  einzuführen  sein. 
Alien  hier  gegebenen  Formeln  gebührt,  ungeachtet  ihrer  von  der 
Natur  der  Sache  unzertrennlichen  Weitläu6gkeit,  der  Vorzug  grosser 
Allgemeinheit  und  völliger  Symmetrie. 
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Allgemeine  Discussion  der  Gleichnng  des  zweiten 

Grades 

zwischen  Dreilinien -Coordinaten  oder  sogenannten 
trimetrischen  Coordinaten. 

Von 

dem  Herausgeber. 


(Figuren  i.  Taf.  VII.) 


§.1. 


Jeder  Kegelschnitt  mit  Eioschluss  des  Kreises  wird  in  Drei- 
linien -  Coordinaten  oder  sogenannten  trimetrischen  Coordinaten 
beicanntiich  durch  eine  Gleichnng  von  der  Form 

ApJ^^Bp^^+CpJ'+DpoPi  +  Ep^p^  +  Fp^Po=>0 

charakterisirt.  (M.  s.  die  Abhandinng  Nr.  XXVIi.).  Umgekehrt 
lässt  sich  nun  aber  auch  fragen,  welche  Curven  überhaupt  durch 
die  in  Dreilinien-Coordinateo  oder  sogenannten  trimetrischen  Coor- 
dinaten ausgedrückte  Gleichnng 

^Po*  +  ^i'+  0'i'+  DpoPt  +  Epip^  f  Fp^po  =  0, 

wo  A,  B,  C,  D,  E,  F  als  beliebig  gegebene  Grossen  zu  be- 
trachten   sind,    charakterisirt  werden.     Die   Beantwortung  dieser 
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Frage  ist  schon  mehrfach  versucht  worden*);  aber  ich  glaube 
nicht«  dass  dieselbe  schon  yollstAndig  erledigt  sei»  und  bin  selbst 
der  Meinung,  dass  manche  der  angegebenen  Kriterien  nicht  allgemein 
genug,  ja  in  einzelnen  Fällen  selbst  nicht  ganz  richtig  sind ;  auch 
sind  die  gegebenen  Formeln  nicht  immer  so  yollständig  entifickelt 
und  durch  die  ursprünglich  gegebenen  Coefficienten  A,  B,  C,  D, 
E,  F  dargestellt  worden,  dass  sie  eine  unmittelbare  Anwendung  ge- 
statten, indem  sie  gewöhnlich  die  vorhergehende  Berechnung  nicht 
%veniger  Hillfsgrussen  erfordern.  Ich  habe  daher  diesen  Gegenstand 
einer  neuen  Untersuchung  unterivorfen,  deren  Ergebnisse  ich  im 
Folgenden  mittheilen  werde,  indem  ich  mir  über  die  bei  dieser 
Untersuchung  angewandte  Methode  die  folgenden  Vorbemerkungen 
erlaube.  Man  hat  die  Discussion  der  in  Rede  stehenden  Glei- 
chung nach  verschiedenen  Methoden  anzustellen  versucht;  mir 
aber  hat  es  immer  am  ZweckmSssigsten  geschienen,  dieselbe 
ohne  Weiteres  auf  die  Discussion  der  Gleichung  des  zweiten 
Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grossen  in  cartesischen 
Coordinaten  zurückzufahren  und  an  dieselbe  unmittelbar  anzu- 
schliessen;  dies  ist  denn  auch  die  von  mir  in  dieser  Abhandlung 
augewandte  Methode,  wobei  ich  mir  zugleich  ausdrücklich  zu  be- 
merken erlaube,  dass  ich  für  jetzt  hier  auch  durchaus  nur  die 
nach  dieser  Methode  sich  ergebenden  Resultate  mitzutheilen 
beabsichtige,  vorläufig  ganz  unbekümmert  um  Das,  was  sich  durch 
die  Anwendung  anderer  Methoden  ergeben  hat.  Auch  betrachte 
ich  diese  Untersuchung  noch  keineswegs  als  abgeschlossen,  be* 
halte  mir  vielmehr  vor,  noch  öfter  auf  weitere  Folgerungen  zu- 
rückzukommen, welche  sich  aus  den  hier  gewonnenen  Resultaten 
ziehen  lassen.  Dass  die  hier  entwickelten  Kriterien  ganz  sicher 
und  untrügerisch  sind,  auch  den  Gegenstand  vollständig  erschöpfen, 
scheint  mir  keinem  Zweifel  zu  unterliegen;  ob  dieselben  aber 
nicht  noch  mannigfacher  Vereinfachung  föhig  sind  und  durch  an- 
dere Kriterien  ersetzt  werden  können,  lasse  ich  für  jetzt  ganz 
dahin  gestellt,  und  muss  mir  schliesslich  erlauben  den  Wunsch 
auszusprechen,  dass  die  hier  gelieferte  Untersuchung  auch  durch- 
aus nur  aus  dem  vorher  angegebenen  Gesichtspunkte  betrachtet 
und  beurtheilt  werde,  indem  ich  weitere  Mittheilungen  mir  vor- 
behalte. —  Den  Inhalt  meiner  Abhandlung:  „Das  System  der 


♦)  U.  A.  8.  in.  aiuser  den  lietrcfTenden  Slelltn  in  ,,  Anal  j tisch  e 
Geometrie  der  Kegelschnitte  vt>n  G.  Salinen,  übersetzt  von 
W.  Fiedler.  Leipzig.  1860. '*  eine  Abhandlung  von  O.  Stolz  in 
den  „SitzuniTsberichten  der  kaiserlichen  Akademie  der  Win- 
senschaflcn  in  Wien.    LV.  »and.    II.  Heft.    Wien.     1867.    S.  2rt0. 
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Dreilinien  -  Coordinateo  in  allgemeiner  analytischer 
Entwiekelang'«  in  ThI.  XXXVIII.  Nr.  XXXVI.  «etze  icli  als 
vollständig  bekannt  voraus»  und  werde  micli  öfters  auf  diese  Ab- 
bandlang zu  beziehen  genothigt  sein,  indem  ich  auch  die  dort 
gebrauchten  Zeichen  hier  meistens  ohne  alle  iveitere  Erläuterung 
anwenden  werde. 


s.  % 

Nach  ThI.  XXXVIII.  S.  404.  Ist  aligemein: 

Po  =  5u  +  ycos«a— *cos/3o> 

Pi  =  5j  -|-^cos  «1  —  a?  cos/?|, 

p^  =  i^^-^ycoB  it^^ac  cos  ß^\ 

wo  c^o,  cSi,  €$2  ^^^  trilinearen  Coordinaten  des  Anfangspunkts  des 
rechtwinkligen  Systems  der  xy  bezeichnen.  Nehmen  wir  nun 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  gleich  gerichtet  an  mit  der 
positiven  Richtung  der  ersten  Axe  des  trilinearen  Systems,  so 
ist  offenbar  Oq  =  0,  /?o  =^  ^  ^^^  folglich  cosc^  =  I,  cosJJq  ==  0^ 
also  sind  die  obigen  Gleichungen; 

Po  =  5o+y» 

Pi  =  S|-|-ycosa|— a?cos/?|, 

p^  =  CSj-f  ^COSOj — xcosß^. 

Bezeichnen  wir  in  den  Figuren  durch  OO  und  Ol  die  positiven 
Richtungen  der  ersten  und  zweiten  Axe  des  trilinearen  Systems, 
so  ist  offenbar: 

in  Fig.  I.:  ai  =  Woi,    A  =  90^  -  itoi  ; 

coscTi  =  costToi,  cos/?|  =  sintOoi; 
in  Fig.  IL:         «^  =  -  tTo.,    ft  =  270«-(-tPoi)  =  270o+ Woi ; 

cosai  =  costi^oi'  cosft  =  sinto^i ; 
in  Fig.  lil. :        «j  =  tt,^„    ft  =  Wo,  -90«; 

rosai  =  costToi»  cosj^i  =  sinto^i  • 
in  Fig    IV.:        «X  =  -  Woi.    A  =  W  +  (-^oi)  =  90«-Woi ; 

costti  =  cos  tToi,  cosßi  =  sintooi » 
also  ist  in  allen  Fällen: 


Digitized  by  VjOOQIC 


Grades  %ni$chen  trimetrtscken  Coordinaien.  329 

cos  «1  =  coa  tPoi»    cos  ßi  =  sin  Woi  • 
Auf  ganz  llhnlicbe  Art  ist  allgemein: 

cos  a^  =:  cos  lOos«     ^^^  ßt  =  ^*"  ^os » 
well  aber  Wq^  =  —  to^  ist,  so  ist: 

cos  «2  =  cos  ( —  w^),    cos  J?s  =  sin  (—  w^) ; 
folglich  allgemein: 

cos  «2  =  cosf0to»    cos/S«  =  —  sin  Wfo. 
Daher  werden  nun  die  obigen  Gleichungen: 

J92  =  €5s-|-^COStOM-|-^B>n(<'l09 

und  die  Gleichung 

Jpo*  +  Ä/^i*+Q^a*  +  ^aPi+£pift  +  ^PtPo  =  0 
in  Dreilinien  Coordinaten  wird  also  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

+  Ä  (5i  +  y  cos  icoi  —  ^  8»n  Woi)* 

+  C(5,  +  ycoBu>^  +  .Tsin  ti^)* 

+  Z)(5o  +  y)(5i+yco»«»oi— ^«""Woi)  "" 

+  F(5o+y)(S«  +  ycost»2o  +  a?sinfCto) 

Entwickelt  man  diese  Gleichung,  so  findet  man  Folgendes: 

Der  Coefficient  von  x*  ist: 

i?sin  tToi*  +  Csin  to^o*  ^  £sin  tooi  sin  «Cto* 

Der  Coefficient  von  y*  ist: 
A  +  iffcos  tToi*  +  Ccosirio*+ jD  cost»oi  +  ficoswoi  costOfo  +  Fcos«^. 

Der  Coefficient  von  ary  ist: 

— 2i?5int0oicosi0oi  +2CMnir2oC08icto  — jDsintToi  +iSsin(ti^— Woi) 

-t-FsiniTto* 

Der  Coefficient  von  x  ist: 
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— 2SO|  sin  tToi  +  2C02  8in  *<^2o  ^  -'^^o  ^^^  ^01 

Der  GoefGcient  von  y  ist: 

224Ö0  4-  2i9c3i  cos  tOoi  +2Cc52 cos  1020  +  A(^l  -f  ÖqCOS  tf^oi) 

+  E  (öl  cos  «©20  +  Sf  cos  woi)  +  F(Sa  +  öo  cos  lOj©). 

Der  voo  x  und  ^  unabhängige  Theil  ist: 

2<öo*  +  Äöi«  +  Cöa«  +  /)5oö|  +  £5iÖ2  +  Fö^öo- 

Legen  wir  nun  aber  den  Anfang  des  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  der  x»  y  in  den  Durchschnittspunkt  der  ersten  und 
dritten  Axe  des  Dreilinien-Coordinatensysteros  der  p^^  pi,  p^;  so 
ist  Öq  =  0^  Ö2  =  0  zu  setzen,  und  die  Gleichung 

^Po*+  Bp,^+Cp^^  +  DpoPi  +  Ep,p^+Fp^po  =  0, 

auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  bezogen,  wird  also,  wenn 
wir  der  Kurze  wegen: 

Ä'  =  i?sintroi^  +  CeXn  «20^'  £sln  tooi  sxnw^Q, 

B'  s=  J-f  J?costroiHCbostr2o^-fZ>costroi+£costroiCostr2o'^Fcost02o> 
2C'  ==  —  2Ba\ntDQi  costi^oi-f  2Csintr2oCostf72o — Z^siofc^oi 

+  Eain  (»20  — Woi)  +  ^^«'"  «^«0* 
2D'  =       (-2fisinwoi  +£sinw2o)5i. 
2E'=       (    2ßcostOoi  +  />  +  £costr2o)5|, 

F'  =       Ä5i« 

setzen : 

A'a^  +  By*  +  2C':ry  +  2Z>'a?  +  2E'y+  F  =  0, 

welche  Gleichung  wir  nun  nach  den  aus  der  AbhaudluDg  Nr. 
XXVIII.  §.  4.  bekannten  Regeln  discutiren  müssen. 

§.3. 

Bei  der  Discussion  der  Gleichung 

A'x^  +  Äy  +  Wxy  +  2/)'ar  +  'i.E'y  +  F'  =  0 

kommen  bekanntlich  hauptsächlich  gewisse  Grossen  in  Betracht, 
zu  deren  Entwickeiuug  wir  jetzt  übergehen  wollen.  Bei  allen 
diesen  Entivickelungen  hat  mau  besonders  die  aus  der  Abhaifd- 
luog  Tbl.  XXX VIII.  Nr.  XXXVI.  S.  403.  bekannten  Formeln: 
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cos  «Ol  —         «O«  (Wi^  +  lOjo)  • 

cosfTit  =       cob(w^  +  «V>i)  > 

cos  10(0  =  cos  (fToi  -f  II7|2) 


und 


sio  Wqi  ^  —  sin  (ici^  +  w^) , 
sin  W|,  =  —  sin  (u^  -f  t»oi) » 
sin  ti»2o  ^  —  slo  (tToi  +  »1») 
zu  beachten;  ausserdem  hat  man  stets 

sin  (toso  -""  ^oi)  ==  sin  1^20  ^os  tcoi  —  cos  1020  ^'^^  «'oi 
zu  setzen. 

Die  erste  der  zu^eotivickelnden  Grössen  ist  die  Gr5sse 

Weil  aber 

ist,  so  wollen  wir  diese  letztere  Grosse  entwickeln. 

Zuerst  findet  man  sehr  leicht,  dass  die  Coefficienten  ?on 
Ä«,    C«,    BD,    BE,    CE,    CF 
sämmtlich  verschwinden. 

Ffir  den  Coefficienten  von  Z>*  erhfilt  mau; 

siniooi*. 
Fdr  den  Coefficienten  von  £*  erhftlt  man: 
(sin  1020  cosfToi  +  cos  tcjo  «In  Woi)* = sin  {w^  +  itoi  )*= sin  itu*. 
Ffir  den  Coefficienten  von  F^  erhält  man: 

sintoso^« 
Ffir  den  Coefficienten  von  BC  erhält  man: 

— 4  (sin  1920  ^s  «'oi  +  cos  i©20  s«"  «'oi)^  =  —  4  sin  (t02o  +  ^o\f 

=  —  4  sin  «©12*. 

Ffir  den  Coefficienten  von  BF  erhftlt  man : 

— 4sin  «Ooi  (sinii72o  coswoi  "f  cosf02o  ^iotCoi)  ^ — 4siniOoi  ain  (10204- «'oi) 

=     4sln«Ooi^^°*<'i2* 
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FQr  den  Coefficienteo  tod  CD  erbSit  man: 

=       48iotOsoB>DVlft- 

FQr  den  Coefficienten  von  DE  erhält  man: 

20in tcoi  (sintOtoCOstDoi  -f* cosw^Auwqx)^:     ^s\nwo\^^^ («^~|-«'oi) 

= — 2fiiDtCoiSiniO|t» 

Für  den  Coefficienten  von  DF  erhält  man: 

'  —  28intooisint0to« 

Für  den  Coefficienten  von  EF  erhält  man : 

28intcao(8inf0tocostooj  -hco8fl09Q8iniOoi)=     Sain «73^)810 («090+^1) 

=  — 26in€Oao8inioi^ 

FSr  die  Coefficienten  von 

AB,    AQ    AE 
erhält  man  respective: 

—  4  sin  tOoi*»    —  ^  ^^^  tf so*>    ^  '^^^  ^01  ^^^  *^* 
Also  iat: 

=      Z>*8introt*-t-£'8in  tri2^  +  F^ainwjo* 

— iA  (ß  8in  «701*+  Csin  fOjo' —  jBsin  tcoi  8in  ir^o) 

— iBCsiQUJi^*  -f  4£F8intOoi  sint^is  -|*  4C/)sin  tO|2  sin  to^o 

— 2DE  sintToi  sin  wi^  —  2DF8in  fi^oi  sin  1020 — 2£JFsin  Wi^Binw^, 

oder,  vrie  man  sogleich  übersieht: 

4(C'«-^'i?0  ==      (Z>»-4^i?)sinwo,* 

+  (£*-4ÄC)siniü,.« 

+  (F»— 4C2<)8inirao* 

-2(Z>£;-2iBF)8inwoi  sinw,, 

— 2(£F— 2C/))sintCi»8inirto 

—  2(FI>— 2241S)siniojo8introi. 

Weil    es   aber  bei  der  Discussion    unserer   Gleichung  blos^s 
du  rauf  ankommt»  ob  die  GrOsse 
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kleiner  als  Null»  gleich  der  Nall  oder  grosser  als  NaII  ist,  so  kann 
man  bei  dieser  Discussioo  statt  der  vorstehenden  GrSsse  die 
Grosse 

(D«— 4i4B)sinwoi*+(*^-4ÄC)sintri»«+(F«— 4Cil)sin«rjo* 
— 2  (Z>£— 2SF)  sin  tooi  sio  tC]  2 

— 2(£;F— 2CZ>)sinfCiftSintc,o 

—  2(FI>-^2i4£)sin  tokosintooi 
setzen. 

§.  4. 
Wir  mfissen  ferner  die  Grosse 

entwickeln.    Weil  aber 

4(Z)'*— il'F')  =  (2Z)0*— 4^'*'' 

ist,  so  werden  wir  diese  letztere  GrSsse  entwickeln,  indem  wir  hier  zu- 
gleich bemerken,  dass  bei  dieser  Entwickelung  Im  Folgenden  der  in 
allen  Gliedern  vorkommende  stets  positive  und  offenbar  nicht  ver- 
schwindende Factor  c5|^  weggelassen  worden  ist,  welches  deshalb 
verstattet  Ist,  weil  es  bloss  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  dieGrOsse 

D'^—A'P 

kleiner  als  Null,  gleich  der  Null  oder  grSsser  als  Null  ist 

Man  findet  leicht,   dass  die  CoefBclenten    von   B^  und  BE 
verschwinden,  und  dass  die  Coefficienten  von 

£•,    BC 

respective 

sintOfo*«    —  4sintrjo* 
sind;  also  ist  mit  Weglassung  des  Factors  cS}*: 

4(/>'«— .4'FO  =  (£«—4BC)  sin  !»«>*• 
Weil  es  aber  bloss  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  die  Grosse 

D'^—A'F' 
kleiuer  als   Null,  gleich  der   Null  oder  grösser  als  Null  ist,  so 
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kann  man  für  diese  Grösse,  da  offenbar  sinto«o  "icht  Ferachwinden 
kann,  die  Grosse 

setzen. 

§.  6. 
Ferner  ist  jetzt  die  GrSsse 

zu  entwickeln,  statt  welcher  wir  die  Grösse 

4(£'«—  B'F')  =  (2iS0«-4fi'F' 

entwickeln,  und  dabei  wieder  ans  denselben  Gründen  wie  im  vor- 
hergehenden Parapraphen  den  in  allen  Gliedern  vorkommenden 
Factor  c5|*  weglassen. 

Leicht  finden  wir,  dass  die  Factoren  von  B^^  BD^  BE  sftmmt- 
lieh  verschwinden  ond  dass  die  CoefBcienten  von 

Dß,    E^,    DE»    AB,    BC»    BF 

respective 

1,    costo^^,    2costc^,    —4»    — 4cosio|Q*,    —  4co8tr^ 
sind.    Also  Ist  mit  Weghssong  des  Factors  cS|*: 

4(£;'«-Ä'F0 
=  /)«— 42<JB  +  2  (DE— 2BF)  cos«^  +  (£«— iBC)  cos  lo^o*, 
wo  man  aber  im  Folgenden  für  die  GrOsse 

£'«— fi'F 
aus  bekannten  GrQnden  die  GrOsse 

/)«— 4JÄ+ 2(/>F— 2ÄF)  cosfCto  +  (£«— 4BC)  cos  wjo« 
setzen  kann. 

S.  6. 

Wir  gehen  zur  Entwickelung  der  Grösse 
A'E'-^C'D' 

über,  statt  welcher  wir  aber  die  Grösse 

4(/4'JE'— C'Z>')  =  2il'.2iS'  —  2C'. 20' 


/ 
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entH-ickeln,  indem  wir  dabei  den  in  allen  Gliedern  vorkommenden 
nicht  verschwindenden  Factor  Oj  weglassen,  welches  deshalb  ver- 
stattet ist,  weil  es  hier  bloss  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  die 
Grösse 

verschwindet   oder  nicht  verschwindet. 

Leicht  finden  wir,  dass  die  Coe(ficienten  von  B*,  BD,  BE, 
CE,  DE  sämrotlicb  vers;:;hwinden. 

Als  Coefficienten  von  BC  erhalten  %rir: 

48inu>^{smtnio  coQtOfyi  -|-costP2o^intOoi)s=     48\nu>fo^^^(^9o  +  *^oi) 

= — 4  sin  10^  sin  tcif 

Der  Coefficient  von  CD  ist 

2  sin  €020*. 

Der  Coefficient  von  BF  ist 

2sint0o|Sint0so* 

Der  Coeflficient  von  EF  ist 

— sintoso*. 

Der  Coefficient  von  £*  ist 

—  sin  tTxo  (^i°  ^to  ^^^  ^oi  +  cos  w^q  sin  lOoi  =s= — sin  w^  sin  (to^o  +  tc'oi) 

=     sinto^siowif 

Mit  Weglassnng  des  Factors   cSi   und  des  in  allen  Gliedern 
vorkommenden  nicht  verschwindenden  Factors  slntc^  ist  also: 

=  2Ä^8int0oi  +  (iS»-4i?C)sintOi,-(EF— 2C/>)sln«,c>. 
wo  wir  aber  im  Folgenden  (är  die  GrGsse 

aus  bekannten  Gründen  die  Grösse 

2ÄFsin  Woi  +  (fi"  —  4ÄC)  sin  t0,a— (£;F— 2CI>)  sin  wto 
setzen. 

§.7. 
Endlich  kommt  es  nun  noch  auf  die  Entwickelong  der  Grosse 
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an,  statt  welcher  wir  die  Grosse 

4  (A'E'^  +  «'/>'•  +  F'C«  -  A'BT  -^WiyE') 
=  A' .  (2£;0»  +  B' .  (2/)')«  +  F' .  (2C')*-4^'fi'F' 

— 2C'.2Z>'.2iS' 

entwickeln  werden,  wobei  wir  den  in  allen  Gliedern  vorkommenden 
pofiitiven  und  nicht  verschwindenden  Factor  0|*  weglassen»  wozu 
wir  berechtigt  sind«  da  es  nur  darauf  ankommt«  zu  wissen«  ob  die 
Gt<(8se 

A'E'^  +  B'iy^  +  F'C'*'^  A'BF'  -  WD'E 

kleiner  als  Null«  gleich  der  Null  oder  grSsser  als  Null  ist 

Durch  eine  zwar  weitläuGge«  sonst  aber  nicht  der  geringsten 
Schwierigkeit  unterliegende  Rechnung  finden  wir«  dass,  mit  Aus- 
nahme der 

AE^,    BF*.    CD»,    ABC.    DEF 

enthaltenden  Glieder«  deren  Coeflicienten  respective 

sintTto^«    BinWff?,    sinto^*«    — 4sinti^o^»    — sinujjj©* 

sind«  die  CoefScienten  sämmtlicher  Glieder  der  Entwickelung  ver- 
schwinden« und  dass  also,  mit  Weglassung  6e»  Factors  0|^: 

4(i<'£;'«  +  Ä'/)'»  +  F'C*  -  A'B'F'  --^CD'E') 
=  (AE*+BF^  +  CD*-iABC'-DEi')8\üf€^* 

ist,  so  dass  man  also  aus  bekannten  Grfinden  im  Folgenden  fClr 
die  Grösse 

A'E'*  +  Siy*  +  F'C'^-'A'BF'-'WD'E' 

die  Grosse 

^JE»+  ßF«  f  CD*-4ABC^DEF 

setieen  kann. 

5.  8. 
Wir  wollen  die  folgenden  Bezeichnnn.^en  einführen: 
A  =  i?sin  »Ol*  +  Csintcto*  +  Fsinwoi  sinfP2o» 

h  ^  A  ^  Bc08tOQi*^Cc08W^*-{-Dc08WQi-\-Ec08ttoiCOBW^+FcOBW20t 

D  ^  2fi6iot0oi  "-"  FsintTjo; 
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-'2{DE—2BF)6iowoi8ioufi^ 
— 2  (EF — 2  CD)  sio  toia  sin  Wjo 
-  2  (FD  -^  2AE)  sin  tr^o  si"  »oi » 

H  =  AE^+BF^+CD^-^iABC^DEF; 

L  =  2£F8in  icoi  +  (^  -  4ÄC)  8in  »la  —  (£F—  2C/))8in  wjo, 

N  ==  D^^iAB  +2(DE—2BF)coswto  +  (£*— 4iBC)  cos  tr,o*- 
Dann  erhalten  wir  zur  Discussion  der  Gleiehuog 
Jpo*  +  ÄPi*  +  Cp^^+DpoPi  +Ep^j^+  Fp^po  =  0 
nach  der  Abbandlang  Nr.  XXVIIl.  §.  4.  die  folgenden  Kriterien : 

I.  G<0. 

1 A  >  0,    B  >  0 

a H  >  0 

Ellipse. 

b. H  <  0 

Imaginär. 

c.  . H=0 

Ein  Punkt. 

2 A  <  0,    B  <  0 

a H  <  0 

Ellipse. 

b H  >  0 

Imaginär. 

c H  =  0 

Ein  Punkt. 

II.  G  >  0 

1 H^O 

Hyperbel. 
Theil  LI.  22 
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2 H=0 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 
IIL    6  =  0 

Parabel 
im  AllgemeiDeo, 

mit  den  folgenden  Ausnahmelallen»  die  in  allen  Fällen  zuerst  unter- 
sucht werden  mGssen^  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner  dieser 
Ausnahmefölle  Statt  findet ^  sicher  auf  eine  Parabel  geschlossen 
werden  kann« 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A  und  B  verschwinden  nicht  beide. 

a. A^O,    L  =  0 

aa .   .   .    M  >  0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb M  =  0 

Eine  Gerade. 

cc M<  0 

Imaginär. 

Wenn  B  =  0  ist,  stehen  die  Geraden  auf  der  ersten  Axe  des 
trilinearen  Systems  senkrecht. 


b A=0.    B^O,    D=;=0 


aa N  >  0 

Zwei  einander -parallele  Gerade. 

bb N  =  0 

Eine  Gerade. 

cc N  <  0 

Imaginär. 
Die  Geraden  sind  der  ersten  Axe  des  trilinearen  Systems  parallel« 
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Anmerkung. 

Es  ist  hier  für  jetzt  keineswegs  meine  Absicht,  diesen  Ge- 
genstand weiter  ausznfShren,  viel  weniger  denselben  vollständig 
zu  erschöpfen;  jedoch  will  leb  nicht  unterlassen,  zo  bemerken, 
dass  verschiedene  der  obigen  Bedingungen  sich  aaf  andere  Aus- 
drücke bringen  lassen,  ivas  nur  durch  das  folgende  Beispiel  er- 
läutert werden  mag. 

Wenn 

G  =  4(C'«— i4'ß')  =  4(C'«— AB) 
<0 

Ist,  so  kann  nur  entweder 

A  >  0,    B  >  0     oder    A  <  0,    B  <  0 

sein.    Wenn  nun 

A  >  0,    B  >  0    oder    A  <  0,    B  <  0 

Ist,  so  ist  beziehungsweise 

A+B>0    oder    A-|-B<0; 

und  weil  in  diesem  Falle  nur 

A  >  0,    B  >  0    oder    A  <  0,    B  <  0 

sein  kann,  so  ist  auch  umgekehrt,  wenn 

A  +  B>0    oder    A  +  B  <0 

ist,  beziehungsweise 

A>0,    B>0    oder    A  <  0,    B<0. 

Daher  kann  man  die  obigen  Bedingungan: 

I.    1.     .   .  .  .   .  G  <0,    A>0,    B>0; 

1.    2 G  <  0,    A  <  0,    B  <  0 

auch  beziehungsweise  auf  folgende  Art  ausdrücken : 

I.    1 G<0,    A  +  B>0; 

I.    2 G<0,    A  +  B  <0; 

wo,  %vie  man  leicht  findet: 

A  +  B  =  A  4-i?-|-C-f  Z>cosiCoi  ■{■  Ecohwi^-{- F cosw^ 
ist. 

22» 
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Statt  der  Winkel  ioqi  ,  Wi^,  zo^q  kann  man  auch  andere  Ele- 
mente des  dem  Coordinatensysteme  zu  Grunde  gelegten  Dreiecks*) 
einfuhren;  jedoch  scheint  mir  der  Gebrauch  dieser  Winkel»  aoch 
der  in  den  folgenden  Paragraphen  noch  zu  entwickelnden  Formelo 
wegen,  sich  besonders  zn  empfehlen. 

Die  weitere  Ausführung  dieses  Gegenständes  behalte  ich  mir 
für  spfitere  Abhandlungen  vor. 


5.9. 

Nehmen  wir,  um  ein  Beispiel  zu  betrachten,  an,  dass 
Ä  =  0,    />=:0,    £;  =  0,    F  =  0 
sei,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

A  =  Csinto^*, 
Bz=:  A  +  Ccoswäo« 
D  =  0; 

G  =  — 4CilsinwM*' 

H  =  0; 

L  =  0,    M  =  0,    N=i=0. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  A  und  C  nicht  verschwinden  und 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so  ist 

G>0. 

Also  haben  wir  den  Fall 

G.>0,    H=0, 

nämlich  den  Fall  li.  2.,  und  nach  dem  Obigen  stellt  also  die  Glei- 
chung 

Apo^  +  Bp,^+Cpi*  +  Dpopi+Ep^p^+Fpipo  =  0 

zwei  sich  schneidende  Gerade  dar. 

Unter    den    gemachten    Voraussetzungen    wird    aber    diese 
Gleichung: 

^Po*  +  Cp2*  =  0, 
•)  Triaogle  of  reference.  —  Triaogle  de  r^f^reoce. 
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und  da  nun  A  und  C  nicht  verschwinden^  «o  kOnnen  tvir  setzen: 

also: 

j  ^^^  ^  .     V^ 

P«  =  ±-y-p-;?o    oder    /i,  =  J: -^=^Po. 

V^^.poTVC.p.  =  0     oder    V^.;?oT  V^^Pä  =  0, 

jenachdem  ^  oder  C  negativ  ist,  weiche  Gleichangen  in  beiden 
Fällen  zwei  sich  schneidenden  Geraden  entsprechen»  wie  wir 
oben  ans  unseren  allgemeinen  Kriterien  ableiteten. 

Dm  einen  anderen  besonderen  Fall  zu  betrachten,  wollen  wir 
annehmen,  dass 

sei.    Dann  ist  nach  dem  Obigen: 

A  =  —  £sintcoiSln«02o> 
ß=:  (£co8troi  +  F)co8«»«>; 
G  =  (£?sintOis —  Fsxnw^'^, 
H  =  0; 
L  =  £(£slntO|t  — Fsintoso)» 

M  =  £;«, 

N  =  £*co8to^'. 

Wenn  nun  die  GrGsse 

.'    £siniO|s — Fsinfo^ 

nicht  verschwindet,  so  Ist: 

G>0,    H  =  0 

und  wir  haben  also  wieder  den  Fall  II.  2.,  nSmIich  den  Fall  zweier 
sich  schneidender  Geraden.  Well  in  diesem  Falle  die  gegebene 
Gleichung  die  Form 

^PiP^+^P^Po-^    oder    (£pi  +  Fpo)Pa  =  0 
erhält,  so  stellt  dieselbe  wirklich  die  beiden  durch  die  Gleichungen 
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charakterisirten  Geradeo  vor. 

Weno  die  GrOsse 

£  sin  U7|a  —  Fsin  «720 

▼erscbwindet  und  E  als  nicht  verschwindend  angenommen  wird, 
so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

G  =  0,    A^O,    L  =  0,    M>0; 

welches  der  Fall  ill.  2.  a.  aa.  ist,  so  dass  also  unsere  Gleichung 
zwei  einander  parallele  Gerade  darstellt^  welche  durch  die  Glei- 
dhungen 

''po  +  £a=o>  p»  =  o 

cbarakterlsirt  werden»  wo  sich  nun  fragt,  ob  diese  beiden  Geraden 
einander  wirklich  parallel  sind.     Weil  aber 

£6in«i7|s— FsinfOjo  =  0 

ist,  so  wird  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  weil 
hieraus 

slntTfo 
folgt  und  nach  der  Voraussetzung  £  nicht  verschwindet,  offenbar: 

sin  tTis 

sin  «720 
also: 


Po+Pi  =0, 


Po  sin  «712  +  Pi  sin  «?2o  =  0 ; 
und  da  nun  bekanntlich  (Tbl.  XXXVlll.  S.  406.) : 
Po  sin  «7i2  +Pi  sin«72o  +  Pasinwoi  =  J 
ist,  so  wird  die  Gleichung  der  ersten  Geraden: 

0isin«7oi  =  Jf    also     p-  =  •"= • 

^^         *'*  ^*       sin  «\)i 

Daher  sind  die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden: 

«2  =  -: "  9   P«  =  0; 

und  diese  Geraden  sind  folglich  beide  mit  der  dritten  Axe  des 
trilinearen  Systems,  also  auch  in  der  That  einander  selbst  pa- 
rallel, wie  wir  oben  schon  fanden.  Die  zweite  dieser  beiden  Pa- 
rallelen Ist  natürlich  die  dritte  Aze  des  trilinearen  Systems  selbst. 
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In  ibolicher  Weise  wird  man  mittelst  unserer  obigen  Kriterien 
immer  ganz  sicher  entscheiden  können,  weiches  die  geometrische 
Bedeatong  der  Gteichung 

Apo'^+Bp^*  +  Qi««+  Dpopt  +  EpifH-^Fp^po  =  0 
ist. 

§.  10. 

Ans  §.  2.  erhalt  man  auf  der  Stelle,  wie  aach  schon  in  §.  8. 
Anmerkang.  bemerkt  worden  ist: 

A'-i-B'  ^A  +  ß  +  C-i-DcoawQi  +Ecoawii+FcoBWfo 
und: 

A'  —  Ä'  =  —  A^B  co82woi  —  CcoBiw^--  Dcoawoi 
—  £cos  (t0^  -—  tooi)  "^  J^cos  tr^o« 
Besonders  wollen  wir  nun  die  Grösse 

entwickeln,  und  hier  von  dieser  Entwickelung  so  viel  angeben,  als 
erforderlich  ist,  um  dieselbe  leicht  wiederholen  und  sich  von  ihrer 
Richtigkeit  überzeugen  zu  können. 

Der  CoefBcient  von  A^  ist  1. 

Der  Coefficient  von  B^  Ist: 

coB^oi^  +  isinw0i*coBWoi*  =  cos2tOoi*  +  sin2iCoi*  =  '• 
Der  Coefficient  von  C*  ist: 

cos2t02o^  +  4sintrao^coscrM*  :=  C082t02o*  -f-  sintOfo^  =  J. 
Der  Coefficient  von  D^  ist: 

coswoi*  +  sintooi*  =  1. 
Der  CoefBcient  von  E*  ist: 

cos  (lOao  —  »Ol)*  +  «'"  («>«) ""  M'oi)*  =  '• 
Der  Coefficient  von  F*  ist: 

cos  fr«o*  +  «in  fo»o*  =  '  • 
Die  Coefficienten  von 

2Aß,    2Aa    "lAD,    2AE,    2AF 
sind  beziehungsweise: 
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eo02tPei»    co«2«^    coswoi»    «»(«»—»«)»    «•»«»- 
Der  Coefficient  too  2ßC  ist-. 
cos2tVoi  cos2tp^~4sinfVoi  cos  »qi  sintOflo  cosfo^o 
=  cos  2f0^  cos  2fV0i  —  sin  2wd^  sin  2iPoi 

==  co82(ir2o-F  «'Ol)  =  cos(Wfo  +«'oi)*— «»n(««o+»oi)* 
=:  costois* — sintois*  =  co8  2iPis. 

Der  Coefficient  von  2fi/>  ist: 
cos2fO0|  costToi  +  2sintOoi*costt7oi  =  costToi  (coswol*~^^'°*^ll)* 

Der  Coefficient  Ton  2ßE  ist: 

cos  2froi  cos  (tr^o — t^oi)  —  ^^^^  ^oi  <^<^  «'oi  '^'^^  (^so  ~  ^oi) 
=  cos2troi  cos(fi?jo  —  «'oi)  —  sio2iroi  8\n(u>fQ  —  Woi) 

=  cos  («720  +  «Jui)  =  COSlTia. 

Der  Coefficient  von  2ßF  ist: 
cos  2froi  cos  to^o  — 2  sin  Wqi  cos  itoi  sin  tr^o 
=  cos 2wqi  cos  U720  —  BIO ^^01  sinfTso  =  cos  (lüfQ  +  iwQi) 
=  cos  (»20  +  ^01 )  COS  ioqi  —  sin  (w^o  +  «'oi)  ^'°  «'oi 
=  cos  1001  cos  t0i2  -|-  sin  lOoj  sin  U7|2  =  cos  (toog  — tC|2)- 

Der  Coefficient  von  2CZ)  ist- 

cos  21^20  cos  tooi  —  2  sin  troi  ^i"  *^20  cos  tOso 
=  cos  21^20  cos  Wqi  —  sin  2t02o  s'"*  ^oi 

=  cos  (21020  +  Woi )  =  cos  t02O  cos  (t02o  +  «»Ol)  —  «>«  «%)  ««^  («'•O  +  «^l) 

=  cos  f02o  cos  1012  +  sin  1020  sin  1012  =  cos  (t0|2 — t02o)- 
Der  Coefßcient  von  2CE  ist: 
cos  2t02o  cos  (t02o — t0oi )  +  2  sin  1020  cos  1020  sin  (1020  —  Woi ) 

=  COs2l02oCOS(t02O^«'oi)  +^'l>^^«'20®IQ(«'i0  ""  ^Ol) 
==  COS  (l02o  +  <^0l)  =  cos  €012- 
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Der  CoefBcient  vod  WF  ist: 

C082tOM  COStOjiQ  +  ^siDtOso'cOStOso  =  (COSCOto'-l-  9\UW^)  CO8IO20 

=  cos  to^. 

Der  CoefBclent  von  IDE  ist: 
cos  tooi  ^^^  (^20 — ^01 )  ^  Bin  tcoi  sin  (wto  "  ^01 )  =  ^^^  *<'^  - 

Der  Coefficieot  von  2Z)F  ist: 
costcoi  cosios^ — sintOQi  sin  w^q  =  cos  (to^  4-  «Coi)  ===^  costO|2- 

Der  Coefficient  von  1EF  ist: 
cos  «7(0  cos  {w^ — fOoi )  -l-  sin  w^q  sin  («7^0  ~  u^oi )  =  cos  Wqi  . 

Also  ist: 

=     il«  +  B«  +  c « +  z>* + £; «  +  F« 

+  2^Acos2ti7oi  4-2ilCcos2toso+2'^^co8fOoi  +2i4Fcos(frao— Woi) 

-{■^AF  cos  w^ 

4-  2BCco82tff|2+20/>costooi+20£co6if7is4-2£rFcos  (woi— ^is) 

•f  2CZ>cos  (tois— toso)  +2C£cosfOia+2CFcostt^ 

+  2Z>jE;cos  toso  +  2Z)Fco8ii>|t 

-f2£Fcostroi 
oder: 

=      il«  +  Ä«  +  C«  +  Z>«  +  £HF« 

+  2{(il  +  Ä)Z>  +  JEFJcostToi  +  2{(fi  +  C)  JB  +  FD}co8tüit 

+  2{(C+^)F+Z>£;}co8tüao 
+2ilBcos2tOoi  +2i7Ccos2w|2  +  2Cil  cos2ti^ 
+  2  AFcos(troi  — Wii) + 2  CDcos(wi «— «Oio) + 2-4£cos(wjo"~«'oi  )• 

9.11. 

In  der  Abhandlung  Nr.  XXVIII.  §.  4.  ist  gezeigt  worden,  dass 
in  den  Fällen,  wo  die  Curve  eine  Ellipse  ist  (m.  s.  §.  8.),  die  Be- 
dingnogsgleichung,  dass  dieselbe  in  einen  Kreis  übergeht,  die 
folgende  ist: 

(/!'— Ä')*  +  4C'«  =  0, 
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cw2if^,     e«w2K^    txmw^^    €00(10»—«^),    CM««^ 

D«r  Coemeieot  toh  IBC  ist-. 

eö«  2ir,^  C!» '2ie^ — 4  ftin  «^  cos  «^  SU  »a»  ^^*  "te 
^=  cos  2te^  cos  2»^  —  sin  '^w»  sio  3  v^t 
^  cos2  (ir«^  4^  er<», )  ==  CO«  («M -h «k»i)*~ ^n («Obo -F  i^oi)* 

Der  Coefficient  roo  ä0/>  ist: 

cos  2c^  cos  1^01  -f-  2  sin  «bi*co8  Voi  =  <^<^ *^  (co8«^*-|'  *iv  m^i^ 

=s  cos«^. 

Der  Co^fUcient  ron  2A£  ist: 

cos  2»(j|  cos  (m^—  »^1 J  — 2610  fl^i  COSiO^i  siD  («0^  —  «^) 

==  cos2troi  cos  (u?^  ^  «bi ) — «'■>  ^tcoi  sin  («^  —  »bi) 
=  cos(w^  +  tr4,|)  =  COSlTiS. 

Ocr  CoerQctent  Ton  2i?F  ist: 

cos2ii^0i  cosic^j  — 2610  i&oi  cos  Voi  sioioso 
^co0  2vf^iCosi^^--siD2croi8ini0^  =  cos(i02o-|- 2i0^) 
=  cos(i«^  +  ir,n)CQiiWoi  -sio(io^  +  Woi)siniroi 
=  cO£^tff|^|  co«^t0|2  f  sin  lOo,  sio  tri ^  =  cos(ie^|  — iO|^. 

D#T  Coefflcient  toh  2C/>  ist- 
cos  2£r2o  cos  Wqi  —  2  sin  »oi  sin  to^o  cos  te^ 
==  cos2t(?^co6Woi  —  sin2ii%o«>n<^oi 
=  cQiä(2«?2o +W01)  =  co^ti^cos(tr2o-fVoi)— sinto^sioCto^-l-to^) 

^  cos  W^  cos  t<7|s  4-  SID  Il?^si0f0|,  =  COS(fO|s  —  u^to)' 

Der  CuelBcieiit  von  2C£J  ist: 
cos  2irt(t  cos  (ic7^> -- tc^i )  +  2  sin  to^o  cos  tr^o  SID  (1090  —  tcoi ) 
^  cos 2iß^ cos (iwjo  —  (Co, )  +  6in2tr2oSiD(trM  —  Woi) 

=  cos  (w^  +  Woi)  =  cos  W|s. 
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Der  Coefficient  vod  "ICF  Ut: 

C082t0M  cos w^ 4- 2 sin  1020* cos tc^o  =  (costOgo^^-  sioto^*)  costr^ 

=  cos  w^. 

Der  Coefficient  vod  2Z)£  ist: 
cos  fOoi  cos  (t02o — «Coi )  —  sin  fOoi  sin  (fOfo  *~  ^01 )  =  ^^^  *<'^  - 
Der  Coefficient  von  2Z>F  ist: 

COSfOoi  ^^^  ^SO  —  S>"  *^01  S^l'  *^S0  =  cos  (tr^  -f  ITo]  )  ==  cos  t0|2- 

Der  Coefficient  von  2£F  ist: 

COS  CTfo  cos  (tO^  —  tOoi )  -l-  sin  t020  ^ii^  («C'SO  ~  ^01 )  =  ^^^  ^01  • 

Also  ist: 

=      il«  +  B«  +  C«  +  Z>«+£«  +  F« 

+  2^Acos2fOoi  4-2ilCcos2toso+2'^Acostroi  +  2'^£cos(f02o^«'oi) 

4-2i4f'cosf(^ 

+  2ÄCcos2tria + 2ßZ>cos  ti?oi +2Ä£;co8ici,+2ÄFcos  (woi  — tci«) 

•f  2CZ>  cos  (toi, — tTso) + 2CE  cos  tr|2+2  CFcosto^ 

4-2Z)jE;cos<Oto  +  2Z>Fcosii>ia 

-f2£FcostOoi 
oder: 

=    ii«+Ä«  +  c«+/>«+ie«+F« 

+  2{(il  +  Ä)Z>  +  FFJcos  tToi  +  2{(Ä  +  C)  JB  +  FZ>}cosfO|a 

+  2{(C+ il)  F+ />£}  cos  wao 
+2il£rcos2tOoi  +2J7Ccos2tOi2  -f  ^CA  cos2toso 
-f  2£Fcos(tOoi*~Vii)+2CZ>cos(ti7|s— toto)'f2i^Fcos(tOto^tt'oi)- 

0.11. 

In  der  Abhandlung  Nr.  XXVIII.  §.  4.  ist  gezeigt  B'orden,  dass 
in  den  Fällen,  wo  die  Curve  eine  Ellipse  ist  (m.  s.  §.  8.)»  die  Be- 
dingungsgleichung,  dass  dieselbe  in  einen  Kreis  übergeht,  die 
folgende  ist: 

(/l'-i?')*+4C'«  =  0, 
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welche  Gleichung  mao  auch  in  die  beiden  Bedingnngsglei- 
chnngen : 

zerlegen  kann.  Also  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
die  Bedingungsgleichung,  dass  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über- 
geht, im  trilinearen  Coordinatensysteme  die  folgende: 

+  2{(/l  +  ß)Z)  +  fiFJcoswoi  +  2{(B+  C)E  +  F/)}  costoi» 

+  2{(C+il)F+Z)£}cosfrao 

+  2AB  cos  2u>oi  +  2ÄCcos  2m?u  +  2C4  cos  1w^ 

+  2i?Fcos  (tcoi  — W|«)  +  2C/>co8  (tria  —  Wjo)  +  2-^E  cos  (wjbo"-"  «'oi) 

=  0. 

welche  eine  Gleichung  auch  durch  die  beiden  Bedingungsglei- 
chungen : 

.^-|- Aco82troi + Oßos2tt72o+^coswoi  +  iScos(wjo — «>oi)  +  Fcostc^ =0, 

B  sin  2tt?oi  —  Csin  2toao  +  O  ««n  «^oi ""  ^  s'"  (<*^«) — «^oi)  —  Fsin  to^ = 0 

ersetzt  werden  kann. 

Ferner  ist  in  der  Abhandlung  Nr.  XXVIIl.  §.  4.  gezeigt  wor- 
den, dass  in  den  Ffillen,  wo  die  Curve  eine  Hyperbel  ist  (m.  s. 
§.  8.),  die  Bedingungsgleichung,  dass  diese  Hyperbel  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ist,  die  folgende  ist: 

und  diese  Bedingungsgleichung  ist  also  im  trilinearen  Coordinateo- 
systeme  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  die  folgende: 

A-\-B-\'  C+/>coö«7oi +  £cos«ria+Fco8 tcjQ  =  0. 


§.  12. 

Für  den  Fall  der  Ellipse  und  Hyperbel  wollen  wir  nun  die 
Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieser  Curven  entwickeln. 

Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  die  Grosse: 

AjA'E'-C'iy) _  -  .,  2£'  20' 

« 

wodurch  wir  Folgendes  finden. 
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Die  Coefficienten  von  B^,  BD,  BE,  CE  «ind  sämmtlich  Null. 
Der  Coefficient  voo  ^BOxsii 
cos  Wqi  sin  toxo^-f-  sio  tOoi  ^^^  ^o  <^^  ^so 
=  sin  togo  (sin ^20 cosfOoi  4- cos  w^sin  Wqi) 
=  sintr2osin(t«jK>~F^oi)  =  ~~  s\nwi^%\fku>^. 
Der  Coefficient  von  1BF  ist: 

sin  fooi  sin  Wqq. 
Der  Coefficient  von  "iCD  ist: 

sinf02o*. 
Der  Coefficient  von  DE  ist: 

—  sinu^Qisintrio« 
Der  Coefficient  von  E^  ist: 

==  —  sin  »20  (»in  Wjp  ^^^  ^oi  +  cos  w^q  sin  Woi ) 
=  —  sin  toso  sin  (to^o  +  w^i )  =  sin  Wi%  sin  «Cjo» 
Der  Coefficient  von  EF  ist : 

— sinfo^o*- 
Also  ist: 

ijA'E'-^C'D') 

=={(2BF-Z>£5sinfi)oi+(£«--4BC)sinwia+(2C/>-iei0siBfp«)}sin«ij^ 
und  folglich : 

AiA'E'-^C'D') 
=l(2ÄF--l>£)fiinwoi+(iS«--41?C)sinu7,a+(2CZ>-£F)sintCjol.5i«»nw2o. 

also,   weil   unter  den    gemachten  Voraussetzungen ,    nach  denen 
Oq  z=  0  and  Og  =  0  ist: 

•/==  €5|  sinfo^o 
ist: 

=  {(2i?F—  DF)  sinwoi  +(^  -  ^BC)  sinte^i,  +  (2C/)  -  EF)8\ntC9oh^' 
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Bezeichoeo  wir  nun  die  erste  Dreilinien-CoordiDate  des  Mittel- 
punkts der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  Pq^  so  ist  oben  nach 
§.  %  und  der  Abhandlong  Nr.  XXVHl.  §.  2.  offenbar: 


P.  = 


A'E'^C'iy 


oder: 


^O  —     Ad'f^ A'Rf\  * 


und  folglich,  weil  nach  §.  3.  und  §.  8. : 

ist»  nach  dem  Obigen  offenbar: 

GPo  =  {(•2ÄF—Z>£0  «to«>oi  +  (iS*— 4ÄC)8intr„ 

+  (2CD — £F)  sin  Wf^] .  J. 

Bezeichnen  aber  P^»  P^  die  beiden  anderen  Dreilioien  -  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunkts  der  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  erhalt  man 
durch  blosse  Vertauschung  der  Buchstaben  überhaupt  die  folgen- 
den merkwürdigen  Formeln: 

GPo  =  {(2ÄF— Z)£)sinu7oi  +  (iE*— 4iBC)sinwia 

+  ClCD  —  EF)  sin  w^ .  J, 

GPi  =  {(2CD-EF)smwi^  +  {F^—iCA)smu)^ 

+  (2/l£— F/))sinwoi}.  J, 

GP,  =  {(2il£-:  FZ>)  sin  fTjo  +  (/>*— 4/IÄ)siniCoi 

+  (2i?F-  DE)  sin  wi^.J 
oder: 

GPo  =  {(2ÄF—  DE)  sin  Wo,  +  (£• — 4ÄO  sinic,a 

+  (2  CZ>  —  FF)  sin  tojol  •  •'» 

GPi  =  {(22lF— F/>)sintroi  +(2C/>— £F)sinwi, 

+  (*'«— 4CJ)  sinnig.  J, 

GPj  =  {(/>•— 4ilÄ)  sin  Wo,  +  (2iBF-  Z)£)sin  Wi, 

4- (2  J  £— FZ))  sin  M^ioi  •  •^. 


§13. 

Nach  der  Abhandlung  Nr.  XXVllI.  §.  6.  sind  in  den  dort  ge- 
brauchten Zeichen  die  absoluten  Wertbe  von 
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P    ""^     Q 

die  Quadrate  der  Ualbaxen  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Nach  den 
Formeln  19)  und  17)  in  §.  2.  der  genannten  Abhandlung  ist  in 
unseren  hiesigen  Zeichen: 

und  fflr  das  rechtwinklige  Coordinatensystem,  also  fSr  a=90^a.  a.O. 


2P  =  A'  f  B'  T  V(4'  -  -ß')*  +  4C'*, 

daher  nach  §.3.»  §.7.  und  §.8.  in  den  oben  eingeführten  Zeichen: 

"—  4(C'»— ii'/T) 

=  jy  5i*sini02o*  ^  G  ''*' 
weil  liekanntlich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

J  =  c5|  sintcso 
ist;  und  wenn  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  noch: 
V  =      A'  +  B' 

=      A  +  B^  C-i- Dcoswqi  +  Ecoswi^-i- Fcosto^, 
W«s=      (il'  — B')«+4C'«, 

+2{(^  +  B)Z>+f;F}coswoi +2{(Ä+ C)  JB+F/^costTia 

+  2{(C'^A)F,+DE\coBw^ 

-f  2JiBcos2troi  4*  2ACcos2tOis  -{- 2CAcoB'iWio 

+  2BFcos(wQi'---^i^+2CDcos(tOi^''W^)+'2AEcos{v)^'-Woi) 

setzen: 

2P=VTW,    2Ö  =  V±W. 

Also  sind  die  Quadrate  der  beiden  Hatbaxen  die  absoluten  Werthe 
von: 

2H7«  2HJ« 

G(VTW)'     G(VdbW)' 
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and  man  kann  also  offenbar  sagen,  dass  die  Quadrate  der  Halb- 
axen  überhaupt  die  absoluten  Wertbe  der  beiden  durch  den  Aus- 
druck 

2H7« 
G  (V  T  W) 

dargestellten  Grossen  sind«  wo  man  för 

G,    B,    J.    V.    W 

ihre  aus  unseren  früheren  Entwickelungen  vollständig  bekannten 
Ausdrücke  zu  setzen  hat 

Das  Product  der  Quadrate  der  beiden  Halbaxeo  ist  hiernach 
der  absolute  Werth  von 

2HJ«  2H^  4HV* 


G  (V  -:  W) '  G  ( V  +  W)  —  Ga(V«—  W«)' 
Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

=  -G; 

also  ist  das  Product  der  Quadrate  der  beiden  Halbaxen  der  ab- 
solute Werth  der  Grösse 

4UV4 
G»    • 

Im  Falle  der  Ellipse  haben  nach  >  der  Abhandlung  Nr.  XXVIU. 
§•  2.  I.  die  Grossen  P,  Q,  und  nach  dem  Obigen  folglich  auch 
die  Grossen  V  =p  W,  gleiche  Vorzeichen ;  also  haben  auch  die 
beiden  Grossen 

2Hja 
G(V+W) 

gleiche  Vorzeichen,  nnd  es  ist  folglich  offenbar  die  Summe  der  Qua- 
drate der  beiden  Halbaxen  der  absolute  Werth  der  Sjumme: 

2HJ«  2H./«  4HV7« 


G(V^W)^  G(V4;W)"-G(V*-W«)' 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grosse: 

4HVJ^^ 
G«     * 

der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Quadrate  der  beiden  Halb- 
axen ist  der  absolute  Werth  der  Diff^brenft; 
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2H/«  2HJ«      _     4HWja     . 

G(V  — W)""  G(V  +  W)"-"G(Va— W«)' 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Wertb  der  Grosse: 

4HWJ« 
G*     * 

Im  Falle  der  Hyperbel  haben  nach  der  Abhandlung  Nr.  XXVIII. 
§.  2.  11.  die  Grossen  P,  Q,  und  nach  dem  Obigen  folglich  auch 
die  Grussen  Vf  W,  ungleiche  Vorzeichen;  also  haben  auch  die 
beiden  Grossen 

2HJ« 
G(VTW) 

ungleiche  Vorzeichen,  und  es  Ist  folglich  offenbar  die  Summe  der 
Quadrate  der  beiden  Halbazen  der  absolute  Wertb  der  Differenz  : 

2H/*  2EJ^  4HW7« 


G  ( V  -  W) ""  G  ( V  +  W)  —  G  (V«-T  W«)  * 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grosse: 

4HWJ«. 
G«      • 

der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Quadrate  der  beiden  Halb- 
axen  ist  der  absolute  Werth  der  Summe: 

2Hja  2H7« 4HVJ« 

G(V  — W)  +  G(V  +  W)~G{V«-W*)' 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grosse: 

»4HVJg 
G«    * 

Ich  will  diese  Entfiickelungen,  welche  zu  den  obigen  bemer*. 
kenswerthen  Ergebnissen  gefiihrt  haben  >  jetzt  um  so  weniger 
weiter  verfolgen,  weil  in  der  vorliegenden  Abhandlung  und  in  der 
Abhandlung  Nr.  XXVIII.  Alles  enthalten  und  gegeben  ist,  was 
zur  vollständigen  Erledigung  jeder  hier  zur  Sprache  kommen  kon- 
nenden Frage  nur  irgend  nothweodig  sein  dürfte.  Später  hoffe 
Ich  jedoch  auf  diesen  Gegenstand  noch  zurOckzu kommen.  Handelt 
es  sich  —  um  hier  nur  noch  eines  Falles  kurz  zu  gedenken  — 
etwa  Im  Falle  der  Parabel  um  deren  Parameter*},  so  Ist  nach 


*)  ich  meine  hier  den  eigentlichen  Parameter  der  Parabel,  näm- 
lich den  Parameter  in  Bezog  auf  ihre  Axe. 
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der  genannten  Abhandlang  §•  6.,  mit  Rücksicht  auf  die  Formel 
48)  für  a  =  90®  —  wie  es  hier  erforderlich  ist  —  der  halbe 
Parameter  in  unseren  obigen  Zeichen  der  absolute  VVerth  der 
Grosse: 


(il'  +  B0V">4'  +  Ä'' 


oder  der  Grosse: 


zyvB--£;vA, 

(A  +  B)V^A+B* 

wo  es  Im  Torliegenden  Falle,  in  welchem  A*^  W  oder  A,  B  notb- 
wendig  gleiche  Vorzeichen  haben,  offenbar  immer  verstattet  ist, 
anzunehmen,  dass  diese  Grossen  beide  positiv  sind,  wie  aus  den 
Ausdrücken  von  A\  B'  in  §.  2.  oder  von  A,  B  In  §.  8.,  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichung 

sogleich  erhellet.     Bekanntlich  ist 

il'  +  i?'  =  A  +  B 

=  J  +  Ä+  C+Dcoswoi-t-EcoBWi^  +  Fcosw^io- 

Ich  habe  dies  hier  nur  noch  bemerkt,  um  recht  deutlich  zu  zei- 
gen, dass  in  der  That  die  genannte  Abhandlung  Alles  enthält, 
was  zur  vollständigen  Erledigung  dieses  Gegenstandes  nur  irgend 
erforderlich  sein  mochte. 
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JLXX. 

Theorie  des  Tetraeders  aus  den  sechs  Kanten. 

Von 

Herrn  Franz  Ünferdinger^ 

Lehrer  der  Mathematik   an  der  oiTenClichen  Oberrealachule  am  hohen 

Markt  in  Wien. 


(Fig.  B.  Taf.  VI.) 


Der  von  La^range  entwickelte  Aasdruck  ffir  das  Volumen 
des  Tetraeders  durch  die  sechs  Kanten,  jener  von  Carnot  für 
dasselbe  Volumen  durch  zwei  Gegenkanten,  ihren  kleinsten  Ab- 
stand und  Kreuzungswinkel  und  die  von  Grelle  gegebene  Dar- 
stellung des  Radius  der  umschriebenen  Kui^ely  gehören  verroOge 
ihrer  symmetrischen  Form  oder  der  Klarheit  ihres  Bezißhungs* 
gesetzes  zu  den  schönsten  Relationen  der  räumlichen  Geometrie. 

Diese  auf  sehr  verschiedenen  nicht  kurzen  Wegen  erlangten 
Resultate  aus  wenigen  Betrachtungen  abzuleiten  und  auch  die 
übrigen  Elemente  de8  Tetraeders  durch  Gleichungen  von  derselben 
Einfachheit  darzustellen  ist  der  Zweck  der  folgenden  Untersuchung. 
Dieser  Z%veck  wurde  erreicht  durch  die  Einffihrung  der  Winkel^ 
unter  welchen  sich  die  den  Seitenflächen  umschriebenen  Kreise 
schneiden  und  durch  Anwendung  des  Parallelopipeds ,  dessen 
Parallelebenen  durch  die  Gegenkanten  des  Tetraeders  gehen. 

Hierbei  ergaben  sich  einige  neue  räumliche  Gesetze  anter  den 
Elementen  der  dreiseitigen  Pyramide ,  welche  für  die  Kenntniss 
dieses  Körpers  von  Wichtigkeit  sind. 


Theil  Lt  2a 
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Wir  bez«icbnen  id  der  dreiseitigen  Pyramide  12  3  4  (Fi^.  1.) 
die  drei  Paare  sich  kreuzender  Gegenkanten  durch  a,  a\  b,  6', 
c,  c',  so  dass  die  Kanten  a,  b,  c  die  Seitenfläche  2  34  formiren, 
während  jene  a\  b\  c'  in  der  Gegenecke  1  zusammenlaufen. 
Die  Fläcbenwinkely  deren  Scheitel  der  Ordnung  nach  in  den  Kanten 
a,  a',  6,  b',  c,  c'  liegen,  seien  A^  A',  ß,  B',  C,  O;  die  Raam- 
inhalte  der  Seitenflächen,  so  ivie  sie  den  Ecken  1,  2,  3»  4  gegen- 
überliegen» Ai»  Aa»  Asy  A4>  an^  die  Radien  ihrer  umschriebenen 
Kreise  ri,  r^,  rg,  r^.    Es  ist  also 

Ai  =  A(234),  .4  =  -^  Ai  At,  ^'  =,^  Ai  A4. 

Aa  =  A(134),  B  =  ^  Ai  As.  Ä'  =  ^  A. A4» 

A.  =  A(124),  C=  Z  Ai  A4.  C-  =  Z  A«As 

A4  =  Ad  23), 

Fällt  man  von  der  Ecke  J  auf  die  gegenfiberliegende  Seiten- 
fläche Ai  die  Senkrechte  ID  und  legt  durch  diese  eine  Ebene 
senkrecht  zur  Kante  3  4,  weiche  die  Seitenflächen  Ai*  As  '^^  ^^^ 
Geraden  DE  und  IE  schneidet,  so  ist  der  Winkel  bei  E  in  dem 
rechtwinkeligen  Dreieck  1D£  dem 'Flächenwinkel  il  oder  180^ — A 
gleich,  jenachdem  das  Perpendikel  ID  innerhalb  oder  ausser- 
halb der  Pyramide  liegt;  in  jedem  Falle  ist 

W^lE.smA, 

und  wenn  T  den  Rauminhalt  der  Pyramide  bezeichnet: 

Qy 

Tzsz^^i.lE.sinA    oder    stnA  =:==^ 

l£; .  Ai 

Da  IE  als  die  Höhe  des  Dreiecks  A«  gleich  — -  ist,  so  kann 
man  auch  schreiben: 

'      A  ^"       T 

SIO  A    =    TTT 7—  /  , 

2AiAa 

wodurch  der  Flächenwinkel  A  aus  den  tiestimmungsstOcken  der 
Pyramide  dargestellt  wird.  Das  in  dieser  Formel  ausgesprochene 
Gesetz  der  Abhängigkeit  des  Flächenwinkels  A  von  jenen  Be- 
stimmungsstjicken  gestattet  nun  auch  die  Aufstellung  der  den 
fibrigen  Flächenwinkeln  entsprechenden  Ausdrücke: 

isin^l  =  o.    .    T,  sinJ?  =  :>.    .    T,  sinC  =  «.    .    » 
2AiAt                        2AiAs  2A1A4 

.    ^.  3a'    ^  .    «,  36'     -,      .   ^^  3c' 

sin A^  =  Ua    A    T,  sin B'  =  üt~T"  ' »  «•" ^  =  oa    1   ' 
2A8A4                        2A2A4  2AaA3 
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Hieraus  folgt  unmittelbar: 

smAsifiA*      sxj^BsmB'      sinCsinC  97> 


aar 


bb^  cc*  4^1  A2  As  A4* 


welche  Gleichungen  dem  Sinussatze  des  planen  Dreieckes  ent- 
sprechen. 

Ut  O  der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  umschriebenen 
Kugel  vom  Radius  R^  also 

01::=02:s03=04==  A, 

»o  sind  die  Pusspunkte  0|,  O^  der  aus  demselben  auf  die  Seiten- 
flächen ^1,  ^2  gefällten  Senkrechten  die  Mittelpunkte  der  den 
letzteren  umschriebenen  Kreise.     Oi4=rri»     0^4  =  r2* 

Die  zvrulf  Neigungswinkel  der  vier  Radien  Ol,  02,  03,  04 
zu  den  Seitenflächen  sind  je  drei  einander  gleich ,  so  wie  sie  zu 
derselben  Seitenfläche  gehören,  und  wir  bezeichnen  sie  in  der 
Ordnung  der  letzteren  durch  coi,  a>29  cos»  «'4* 

Die  durch  00^,  OO2  geführte  Ebene  OO^O^A  steht  senk- 
recht auf  der  Kante  a,  geht  durch  die  Mitte  derselben  und  der 
Winkel  bei  A  ist  dem  Flächen  winkel  dieser  Kante  gleich. 

Die  bei  O^  und  Og  entstandenen  Winkel  x'  und  af'  sind  den 
Dreieckswinkeln  bei  2  und  l  gleich. 

Legen  wir  im  Punkte  4  an  die  Kugel  eine  tangirende  Ebene 
und  bestimmen  die  Durchschnitte  42,  Az'  derselben  mit  den  Ebenen 
Ai»  A2»  so  ist  offenbar 

4ri40i,  42M4O2 

und  fi|  bezeichnet  den  Winkel,  unter  welchem  sich  die  den  Drei- 
ecken ^1«  ^2  umschriebenen  Kreise  schneiden.  Die  senkrechten 
Strahlen  4z,  4z^  liegen  in  den  Ebenen  ^1,  ^2  "^'^  jenen  O^A, 
O^A  auf  derselben  Seite  von  40|  und  4O2,  wenn  der  Mittelpunkt 
O  innerhalb  der  Pyramide  liegt.  Liegt  O  ausserhalb  und  der 
Seitenfläche  ^|  Igegenüber,  so  liegt  der  Strahl  Ai'  auf  der  ent- 
gegengesetzten Seite  von  4O2  in  Bezug  auf  O^A. 

Alsdann  ist  in  der  körperlichen  Ecke  zwischen  Oy  4z,  4s^  als 
Kanten  der  Flächenwinkel  an  a  gleich  A ,  ferner  ^34:  =  x'j 
^Ziz^  SS  x";  da  ferner 

OOiJipl.(3iz),  OOi±pL&i2% 

so  ist  der  Flächenwinkel  an   der  Kante  4z  gleich    dem    Winkel 


2  3 
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0,00«  =  90^—0)1,  oder  90o  +  a)i  jenachdem  der  Mittelpunkt  O 
innerhalb  des  Tetraeders  liegt  oder  ausserhalb  und  fler  Seite  ^1 
gegenüber;  man  hat  daher  in  jedem  Falle: 

[costii  =  CO6X*  C0&  x"  ■{■  smx'  i\nx"  CM%  A, 

(3)  •    •    •   '  1  «ini4sin:r" 

COS<Oi  =  ; •. 

*  Sinti 

Bezeichnen  wir  die  Kantenvi  inkel  142,  2  43,  14  3  in  dew 
Ecke  4  des  Tetraeders  7^  mit  x»  Xi,  x^^  00  ist  nach  der  bekannten 
Formel  des  Albategnius: 


,           cos  X  —  cos jT.  COS  T.y 
cos  A   =    s : -•   * 

Sin  Xi  sin  X2 


folglich : 


sin  x^  sin  *f" 

costii  =  cos a:' cos a?"  +  — -. (cosar—  cosa:,  cosa:*). 

*  sina:|Sina:s 

Die  Seitenflächen  des  Tetraeders  geben  nun  unmittelbar  nach 
der  Formel  von  Carnot: 


^^a   ^4 

««  +  c«- 

0« 

coaxi 

= 

a«f6«- 

,* 

cosar' 

=        26c 

•i«6 

' 

cosa:" 

=        26V 

^ 

COSXs 

= 

2ac' 

> 

:d 

26c' 

sinx' 

a 
c 

sinx" 
sin  X« 

a 

cos  X  — 

8111x1 

*"  6" 

und  auch 


durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  der  vorige  Ausdruck  die 
folgende  Gestalt: 

C06iri= 466'cc'  ' 

der  Zähler  dieses  Bruches  reducirt  sich  nach  einiger  Rechnung 
auf  2(6*6'«  +  c*c'«  -  a^a'^);  so  dass  endlich : . 

W ^^«''1  =  266W^ • 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  Winkel,  unter  welchem  sich 
die  den  Seitenflächen  /^i,  ^^  an  der  Kante  a  umscbri^beneD 
Kreise  in  den  Fnnkten  3  und  4  durchschneiden.  Wollte  man  hier- 
nach den  Winkel  bestimmen,  unter  welchem  sich  die  den  Seiten- 
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flächen  As*  ^4  ^^  <•«'  Gegenkante  a'  oragchriebeoen  Kreise 
schneiden,  so  sind  in  der  Formel  (4),  wie  der  Anblick  der  Figur 
lehrt,  die  Kanten  a,  6,  c,  b\  c'  mit  jenen  a',  6',  c,  6,  c'  zu  ver- 
tauschen. Da  hierdurch  die  Formel  (4)  unverändert  bleibt,  so 
folgt  hieraus  der  Satz: 

Die  zwei  Gegenkanten  entspreTchenden  Kreise 
schneiden   £tlch    unter    gleichen    Winkeln. 

Bezeichnet  man  die  den  drei  Paar  Gegenkanten  a,  a^  b»  b', 
c,  c'  entsprechenden  Winkel  mit  Ui,  u^»  tig,  so  folgt: 

/  (660^-f  (ccO*-(gaO» 

I  cos  U,  =  ^^r^r  » 

.....                          J                 (aa')^  +  (ccr-ibbr 
(^>  ^ p«««  = 2^SW 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck: 
1  —  cos'tii  —  cos^t^a  —  cos*W8  —  2co8  «1  cos  IIb  cos  ti, , 
80  wird  derselbe  Identisch  gleich  Null;  hieraus  folgt: 
(6) Mi+ti«  +  iis  =  180®, 

d.h.  dieSumme  der  drei  den  Gegenkanten  entsprechen- 
denWinkel,  unter  welchen  sich  die  den  Seitenflächen 
des  Tetraeders*  umschriebenen  Kreise  schneiden, 
deren  Schenkel  vom  Mittelpunkte  der  Kugelaus  ge- 
sehen auf  einerlei  Seite  liegen,  ist  gleich  180*^. 

Die  vorhergehenden  Formeln  (5)  entsprechen  ganz  dem  Car- 
not'schen  Satze  för  das  ebene  Dreieck,  nur  stehen  an  der  Stelle 
der  drei  Seiten  die  Producte  der  Gegenkanten.  Es  ist  daher 
auch: 


*)  Die  Winkel  tf^,  U^,  tt,  kann  man  auch  durch  die  Flächenwinkel 
des  Tetraeders  darstellen  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (2);  so  Ui 
s.  B. 

_  (slngilngQ«  -f  (sin  C  sin  CQ'  —  (sin  A  •iniJQ» 
^^•^i—  2sin^tin^'sln(;sinC'  * 
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(7) 

1  t          '^(sM'\W\cd){bb'\cc'--aa'){aa*\cc'-bb%aa'\bW^c&) 
i8«n«t= : ^^i^ 

,   .          V"(aa'+66'+cc0(66'+cc'-flo0(fflo'+cc'-A6')(a«'+6A'-ccÖ 
\""«» YaäW — 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (3^  sin  A  durch  seinen  Werth  aus 
(1),  sin  tii   durch  seinen  Werth   aus  (7),  indem  man  kurz  Z  f&r 

die  Wurzel  schreibt,  und  sin  x**  durch   tt^,  so  folgt: 

^abe      24  n  -, 
COSfiO,  =  -r— «  =  -^  T, 

und  ferner  : 

cosa>| 

24T ^ 

C0Sfi)2 

•24r 


V(iia'+66'+cc^)(^6'+cc'-aa0(aa'+cc'-66')(ao'+66'-cc') 


COS0}3 

24r 


1^1. 


C0S(04 

\ 247; ^ 

Da  nun  nach  der  Figur  r^  =  RcostOi,  so  wird: 

(9)  )/e= 24T 

In  der  dreikantigen  Ecke  3zz^4  (Fig.  L),  welche  uns  zur  Kennt- 
niss  von  cosU|  und    cos  co|  geführt  hat,  sind  a',  a!\  tf|  die  Kan- 


*)  Den   letzten   sehr  nierlcwürdigen  Ausdruck  für  R  finde  ich  suerst 
bei  Creile,  Sammlung  matliematiicher  Aiiftätse  (1821)  Bd.  I.i  p.  105. 
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teiiiviokel  und  90^ — ooi  oder  90<^-f  o>|  ist  jener  FlächeDwinkel, 
welcher  x"  gegenüberliegt,  jenachdem  der  Kugelmittelpunkt  in- 
nerhalb des  Tetraeders  liegt  oder  ausserhalb  and  der  Seiteufläche 
dl  gegenäber;  daher  ist  auch: 

cos  af' — cos  x'  cos  fii 

sin  (Ol  = ; 7-; • 

*  sin:r'sinti| 

Ersetzt  man  hierin  cosor'»  cosj/'  durch  die  oben  aufgestellten 
Werthe,  cost<|,  sin«|  durch  jene  aus  (5)  und  (7),  endlich  sino;' 

durch  Ä~  »  so  folgt  unmittelbar: 

sin  0)1  =  ±  {a«ii'»(A«  +  c«  -  a«)  +  6«6'«(a«  +  c«— *«) 

+  c^c/«  (a«  +  A*— c«)  -  2a«6«c« }  j^-^ , 

wenn  die  Wurzel  in  (!)  wieder  kurz  mit  Z  bezeichnet  wird.    Um 

die  Winkel  (Oj,  co^,  o^  ebenso  darzustellen,  treten  an  die  Stelle 
von 

a     b     c  a'    b',    c', 

a     b'    &  a*    b     c , 

af    b     c'  a     b'    e, 

af    b'    c  a     b     & 
und  man  bat: 

sin  «,  =  ±  {oV«(6«  +  i^—a*)  +6«Ä«(o»  +  «•— 6») 

+  cH'*{a^  +  6«  -  c«)  -2a»6>c«}  j^, 

[sin  «,  =  J:  {oV«(6'«  +  c'»— o»)  +6»6'«(o»  +  c'»-6'«) 

+  c«c'»(o«  +  6'»  -  c'")-2a«6'«c'*}  j-^. 

]«inai,  =  ±{oV«(6«  +  c'*— o«)  +  6«6'»(a'«  +  c'«— 6«) 

+ cV«  (a«+ *«-  c«)  — 2a'«6V«}  j^, 

sin  »4  =  ±1  rt«a«(6'«+  c"-  a'«)  +  bH"*  (a'«  +  c«-  6«) 

l  +cV«(o'«  +  6'«-c«)  — 2o'*6'»c»}t^; 

und  hierin  sind   die  Vorzeichen   so  za  wählen,    dass  die  Sinns 
positiv  werden. 

Sind  pi,  Pf,  pi,  p4  die  Abstände  des  Mittelpnnktes  O  der 


(10) 
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ooischriebenea  Kugel  von  den  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders, 
so  ist: 

py  z=  RsmcDit    P2  =  /^Sinais,    ps  =  ^sin  00^,    p^  =  ßsin  m^ 

oder  mit  Anwendung  der  vorhergehenden  Gleichungen: 

(II) 

^«=^  96Air  ' 

^«~*  96^^T 

Pn-±  96^3  r  • 

und  di^  Vorzeichen  sind  in  jedem  besonderen  Falle  so  zu  wählen« 
dass  die  Ausdrücke  positiv  werden. 

Legt  man  durch  je  zwei  Gegenkanten  a  a',  b  b',  c  c'  eines 
Tetraeders  12  3  4  (Fig.  2.)  die  ihrem  kleinsten  Abstand  ent- 
sprechenden Parallelehenen,  so  formiren  diese  sechs  Ebenen  ein 
Parallelopiped  I  1'  2  2'  3  3'  4  4'.  dessen  Seitenflächen  [23],  [13], 
[12]  die  Gegenkanten  zu  Diagonalen  haben  und  dessen  Kanten 
kiy  7^2'  ^3  gleich  sind  den  Verbindungsstreqken  der  Mittelpunkte 
je  zweier  Gei^enkanten.  (Diese  Verbindungsstrecken  schneiden 
sich  bekanntlich  im  Schwerpunkte  des  Tetraeders,  welcher  auch 
der  Durchschnitt  der  Diagonalen  des  Parallelopipeds  ist.).  Sind 
^i»  ^^9  €3  die  Winkel  unter  welchen  die  Gegenkanten  a  a',  b  b', 
c  c'  sich  kreuzen,  anderseits  or| ,  a^.  «3  die  Kantenwinkel  einer 
Ecke  4  des  Parallelopipeds,  so  wie  sie  den  Kanten  A'| ,  A^,  ^3 
gegenüber  lingen,  so  gibt  die  Figur  unmittelbar: 

(  P*^]  "  i«a'sinf|  =  A'^^asincfi, 

(12) j  [13]  =  iÄÄ'8infa  =  /-,Ä:8  8ioai, 

^  [\2]  =  icc' sin s^  = /iik2 sin a^» 

Aus  der  Seitenfläche  1'  2'  3  4,  welche  den  Gegenkanten  a  a' 
entspricht,  folgt: 

^3«  =  iaa  +  Ja'* — laa'cosBi, 

k^^  =  Jo«  +  ia'«  +  iaa'cosfj 
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und  durch  Addition: 

d.h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Mittelpunctstrecken 
von  zwei  Paar  Gegenlcanten  ist  immer  gleich  der  hal- 
ben Quadratsumme  des  dritten  Paares  der  Gegen- 
kanten. 

Aus  den  Gleichungen  (13)  erhält  man  auch: 
(14).   .   .V  +  Aa«  +  V  =  i(ö*  +  Ä«fc*  +  a'«  +  6'«  +  c'«); 

IÄ:i«  =  J(Ä«  +  c«— a«  +  6'2  +  c«—  a'% 
V  =  J(a«  +  c«-  Ä«  f  a'a  +  c'»—  b*^\ 
^8*  =  Kö*  +  **—  c«  +  fl'«  +  6'« — c'% 

wodurch  die  Mittelpunktstrecken  der  Gegenkanten  durch  die  sechs 
Kanten  des  Tetraeders  bestimmt  werden. 


Es  ist  ferner 


oder  wenn   für  k^^  der  eben  gefundene  Werth  substitnirt  wird: 


COSf,   = 


(16) ^  cos  fa 

I    C08f3  == 


2aa' 

i 

a»- 

-c«+n'«- 

-c*» 

266' 

o«- 

-6«  +  a'a- 

-6« 

2cc' 


hierin  bezeichnen  b^  e«»  ^s  <l'i^  spitzen  oder  stumpfen  Winkel 
nnter  welchen  die  Gegenkanten  sich  kreuzen ,  je  nachdem  die 
Zähler  der  Brüche  positiv  oder  negativ  sind.  Da  £|  ein  Winkel 
des  Dreieckes  ist,  dessen  Seiten  Ja,  \a't  k^  und  180^— '£|  ein 
Winkel  des  Dreiekes  ist,  dessen  Seiten  ^a,  ia^  k^  sind,  bo  ist  in 
jedem  Falle: 
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'  *"'«i=ä;^'^(«+«'+^*s)(«+a'-a*a)(a-a'+2Ä4)(a'-a+2*,) 
ss^^^^r«  +a'+2Aj)(a+o'  -2Ä^(«-o'+2Ai)(fl'-  o+2*i). 

]8ine»=äAjV(A+6.'+-2A,)(6+A'-2*j)(A-6'+2*j)(6'-6+2*,) 

(17)*)  <  , 

=  2667^(6  +*'+i*i)(Ä+6'-2A,)(A-6'+'2*,)(6'-6  +2*0. 

*'inJ,=.j^,VTc+c'+2Aa)(c+c'— 2Äa)(c-c'+2Äi)(c'— c+2*,) 

vroniit  die  Kreuzungswinkel  der  Gegenkanten  durch  die  sechs 
Kanten  des  Tetraeders  dargestellt  werden.  Hiermit  findet  man 
nun  nach  den  Gleichungen  (12): 

8ln«i=j— V(«+«i'+2Äi,)(o+a'-2A,)(a-a'+2iti)(o'-a+2Ä8) 

=~j^V(«  |-o'+i*a)(«+o'  -2A^(«-  a'+2Aa)(a'-a+2*^, 

|sina,=j— '\^(6+6'+2A,)(6-f6'-2*,)(6-6'+2*,)(6'-6+2A,) 
=43^^^(6+*'+2Äi)(6+6'-2A,)(6-6'+2ÄiX6'-6+2A,), 

«inB,=jp-'\^(i+c'+2A,)(c+c'-2*,)(c-c'+2*i)(c'-c+2A,) 

I  I  ' 

\         =4^V"(c+c'+2Ä,)(c+c'-2*j)(c-c'+2ifca)(c'-c+2*^. 

Aus  dem  Dreieck  1'  2'  4  erbSlt  man  aber : 

o«  =r  V  +  *»»— 2*1*«  cos  «1 

oder  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (19):^ 

,„,  a*-a'*  Ifl-b»  c»--,^ 

(19).   .   .cos«.=^j^g^.    cos«,=  ^^^,    cos«,  =  -g^, 

•)  DerAiMdmek  (a-f^-f-e)(Hc—o)(a+<^—^).'(a-H—0  bleibt  seinem 
Werth  nacfa  ungeändert,  vean  man  statt  £  setst : 

V2a»+26»— c«' 
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dabei  bezeichnen  0|  ^  «2*  ^s  ^^^  Winkel  unter  welchen  sich  die 
Verhindungsstecken  der  Mittelpunkte  der  Gegenkanten 

h  b',  c  c' 
a  a\  c  & 
a  a\        b    b' 

der  Ordnung  nach  schneiden. 

Ist  »I  der  Winkel  y  welchen  in  der  Ecke  4  die  Kante  k^  mit 
der  gegenüberliegenden  Seitenfläche  a|  einschliesst ,  so  \at  be- 
kanntlich: 

^         sin  »1 
wenn  der  Kürze  halber  gesetzt  wird: 

m 

fl=  Vsin4(ai+aa+a8)8>n4(«2+«8  -  «i)sii»4(«i  +%—«»)««n4(a4 +04-08) 

and  wenn  ex  den  Abstand  der  parallelen  Ebenen  1'  2'  3  4,  l  2  3'  4' 
bezeichnet,  so  ist  ei  =  A-|Sinxx  oder 

e    -?^; 

*         sino 

dabei  ist  «|  auch  der  kleinste  Abstand  der  sich  kreuzenden  Kanten 
a  a*.  Haben  e^»  e^  dieselbe  Bedeutung  für  die  Kanten  b  V  und 
c  c^  so  folgt: 

f2n  e'-?*'-*^       .-?^       «-2M. 

^  '       sinO|  *       sino2  sin  Oj  ' 

und  wenn  .  P  den  Inhalt  des  dem  Tetraeder  umschriebenen 
ParaUelopipeds  1  1'  2  2'  3  3^  44^  bezeichnet,  nach  Anwendung  der 
Gleichungen  (12): 

!P  =  k^k^eißinai  =  kik^e2&incc2  =  Uik^eiShxa^ 
=  iaa'ei  sinei  =  lbb'e2Sine^  =  Icc^e^ains^  =  ^tHkikJc^^ 

Das  Parallelopiped  1  P  2  2^  3  3^  4  4^  kann  aufgefasst  werden 
als  die  Summe  aus  dem  Tetraeder  12  3  4  und  vier  Pyramiden 
Pi9  P^y  Pzf  P49  w'elche  die  Seitenflächen  Ai*  Aa»  As»  A4  d«» 
Tetraeders  zu  Grundflächen  haben  und  deren  Spitzen  in  den  Ecken 
l^  2^  3^  4'  des  ParaUelopipeds  liegen: 

P=  r+Pi  +  P,  +  Pa  +  ^4- 
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Um  den  Inhalt  P|  der  Pyramide  2  3  4  P  zu  berechnen^  neh- 
men wir  ^(1^3  4)  =:i^2^s^'i"^>  als  Grundfläche»  dann  ist  ei  deren 
Höhe,  ralglicb: 

Pl  =  1*2*8«»"  «1  -«l  =  **1*«*8  H(-\P), 

und  da  dieser  Ausdruck  nach  den  in  Ihm  enthaltenen  Stücken  sym- 
metrisch isty  so  muss 

(23) Pi  =  P2=P3  =  P4=Ui*a*8» 

sein,  d.h.  vier  Seitenpyramiden  des  Tetraeders  Thaben 
gleichen  Inhalt,  wodurch 

p=r+4Pi 

oder 

(24) T  =  tk^k^A^H  =  iP 

wird.  Demnach  beträgt  das  Tetraeder  den  dritten  Theil 
des  umschriebenen  Parallelopipeds.  ^ 

Ferner  ist  Pj  =  P^  =  Pg  =  ^4  =  i^.  und  da  diese  Seiten- 
pyramiden mit  dem  Tetraeder  T  je  eine  Seitenfläche  genieinschaft- 
iich  haben,  so  verbalten  sich  die  hierauf  bezogenen 
Höhen  wie  1  zu  2.  Durch  Anwendung  der  Gleichung  (22)  er- 
hält man  auch  aus  (24): 

(25)  .   ,    T=  laa^eisinsi  =  Ibh'e^sitii^  =  Icc'e^sine^, 

der  Inhalte  des  Tetraeders  ist  gleich  dem  sechsten 
Theil  des  Productes  zweier  Gegenkanten,  iiires  klein- 
sten Abstandes  und  des  Sinus  ihres  Kreuzungswin- 
kels*). 

Um  die  Distanzen  «|,  e^,  e^  und  die  Volumina  P  und  T 
direct  durch  die. Kanten  darzustellen,  ist  nur  noch  noth wendig  H 
In  eine  Function  der  Kanten  zu  verwandeln.  Es  ist  auch  be- 
kanntlich : 

JEP  =  1  —  cos*«!  ""  cos'ofa  —  co  s^cfj  +  2  cos  a^  cos  Og  cos  «s } 

ersetzt  man  hierin  die  Cosinus  durch  Ihre  Werthe  aus  (19),  stellt 
auf  gleichen  Nenner,  verrichtet  die  angezeigten  Multipllcationen 
und  reducirt,  so  zeigt  sich: 


*)  Carnot,  Memoire  tnr  la  r^lation  qui  eiitte  entre  las  distancet 
respectives  de  cinq  point«  pris  dans  i^etpace. 
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m 

Das  Volumen  des  Tetraeders  wird  endlich  durch  die  Formel 
dargestellt,  welche  schon  Lagrange  entwickelt  bat: 

(27)*) 

-a'*6«c«j 

hierin  sind  ky*,  k^,  k^*  durch  die  Werthe  aus  (15)  zu  ersetzen. 

Von  nun  an  kunnen  auch  die  Pläcbenwinkel  A,  A',  B,  R', 
C,  C  in  (1),  die  Winkel  ooi,  coj,  m^,  «4  in  (8),  (10)  und  dpr 
Radius  R  in  (9)  als  reine  Functionen  der  Kanten  betrachtet 
werden. 

Aas  den  Gleichungen  (13)  folgt: 

6«  =  2*,«+2V-**. 
c«  =  2V  +  2V— c"; 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  dem  Ausdruck  für  T 
verwandelt  sich  die'Grusse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  folgende : 

f  4Ä«V(2itiH2i5:3*-^*)  -//2(2A-a»+2Ä:3«-a2)(2iti«  V'lk^^-c^) 
+  4c*V(2*i*+  2A2«-c«)-c«(2 V+2A-8«-a«)(2*i2+2A-3«--6«) ; 

werden  in  der  mittleren  Gruppe  die  Multiplicationen  verrichtet 
und  die  Glieder  mit  den  übrigen  vier  entsprechend  vereiniget^  so 
zeigt  sich  als  Resultat: 

und  der  Factor  von  4  unterscheidet  sich  von  jenem  Ausdruck  in 
T  nur  darin,  dass  ibeziehungsweise  £|,  ^,  k^  an  der  Stelle  von 
a't  b^  c'  steht,  und  da  diese  Kanten  sich  auf  die  Pyramide  P| 


*)  Memoiren  der  Berliner  Akademie  1773. 
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beziehen,  so  wird  hiermit  die  schon  oben  auf  ganz  anderem  Weg 
ermittelte  Gleichung 

/»,  =  \T 
bestätiget. 

Sind  ^1 ,  h^y  A3,  A4  die  vier  Hohen  des   Tetraeders    T  in  Be- 
zug auf  die  Seitenflachen  ^|,  ^it»  As»  A«»  ^^  ist  z.B.  7^=iAiAi> 

Äj  =^,  oder  mit  (24): 

worin,  um  alles  durch  die  Kanten  auszudrücken,  für  ki^  k^  k^*  H 
die  Werthe  aus  (15)  und  (26)  zu  setzen  sind. 

Aus  den  Gleichungen  (12)   erhält  man  nach  Anwendung  der 
Formeln  (19): 

/     W  +  W  +  W  1 

[12]«  +  [133a  +  [23]«=  1  } 

(  ■rreK«-aO»+(Ä--6')*+(c-cO}») 

oder  wenn  man  liir  *,*,  *2*,  Aj*  die  Werthe  aus  (15)  substituiH 
die  angezeigten  MultiplicattoDen  verrichtet  und  reducirt: 

2a«6«   +2a«c«  +26«c«  — a*— 6*— c* 

+2a«6'«  +2o«c'*  +2A'«c'*— o*— 6'4— c'* 
[12p  +  [13]«+L23]«  =  ^ 

^  +2a'*A«  +2a«c'«+26«c?«  —a'*-**-«?'*  | 

+2a'«6'«  f  2a'V  +26'«c«  — o'*-ä'*— c* 

oder 

(29).  .  .[12]«+[13p  +  [23]«=Ai»+!A«*+As*  +  A4** 

d.  h.  die  Summe  der  zweiten  Potenzen  der  Seiten- 
flSchen  des  Parallelopipeds  ist  doppelt  so  gross  al9 
jene  des  Tetraeders. 

Sind  Q9  Qiy  Q%9  Qz9  9^  ^^^  Radien  der  fünf  Berührungskogeln 
des  Tetraeders  T  und  bezieht  sich  q  auf  die  innere  Berührungs- 
kngel,  so  ist: 
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r  =  i(>i(Aa  +  A8  +  A4-Ai>» 

(30)*) {  T  =  Jes(Ai  +  Ai  +  A4-As). 

y  =  t<>»(Ai  +  A»  +  A4-A»). 

r  =  4<>4(A,  +  A«+A8-A4); 
hieraus  folgt: 

ST 

*  ~Ai  +  A«  +  A8>A4' 

ZT 

^•~'A«  +  A8  +  A4-Ai' 

ZT 

(?'> "1  ^  =  A,  +  A,  +  A4-A.z' 

ZT 

*»""Ai+As  +  A4-A8* 

3r     . 

\  ^*-A,  +  A«l-A8-A4' 

»odnrch  ewichtlicb  wird,  das«  auch  die  Radien  der  fänf  Hanpt- 
berfihrangskugeln  des  Tetraeders  als  reine  Functionen  der  Kanten 
dargestellt  werden  kfinnen.  denn  die  Lagrange'sche  Formel  (27) 
gibt  T  und  die  Formel  der  drei  Bröder  bestimmt  A,,  A«.  A8.  A4- 


•)  S.  Qraaert'«  Archlr,  ThI.  XXVIII,  p.  97, 
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Losang  einiger  im  Archiv  gestellter  Aufgaben. 

Von 

Herrn  P.  Nippert, 

Stadirendem  der  Technik  in  Berlin. 


(Figuren  8.  Tafel  VIL) 


Aufj^abe.  Von  den  Ecken  eines  Dreiecks  ABC 
(Pig.  L)  werden  Transversalen  nach  den  gegenüberlie- 
genden Seiten  gezogen,  so  dass  jede  derselben  in 
einem  anderen  Verhältnisse  getheilt  wird.  Es  soll  der 
Inhalt  des  Dreiecks  i^2^2^2  l^^rechnet  werden,  welches 
die  Transversalen  einschliessen,  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks ABC  als  Einheit  genommen.  Taylor. 

AaflüSüng.    Es  sei 

ACiiBCi  =  piq,     BAixCAi  ^piiqis    CB^iABi  :=zp^ig^\ 

dann  ist,  wenn  CCi    als  Transversale  von  AB,  AC,  BB^  ange 
sehen  wird, 

BA^.A(\.CBi=iBiA^.B(\.Aa 
Ferner 

BCi  lACi  =  9*P 
und 

AC  :CBi:=zp^  +  g^:p2* 

Durch  Moltiplication  findet  sich :  BA^iBi  A^^g  (p^  -f  q^  •pp^' 
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Daher  auch 

und  folglich 

/aBÄ^Ct£iBBiC=sq(p^'t-g^:gp^+gqt+pp^. 
Da  aber  ferner 

£iBBiC:£iABC  ^p%ip2+q% 

Ist,   8o  ergibt  sich  dorch  MultiplicatioD  der  beiden   letzten  Pro* 
Portionen >  und  indem  man  ABC=^  l  setzt: 

•         9P^+99^  +  PP* 
1 

In  derselben  Weise  findet  sieb 

1 


iiAB^C  = 


p  Vi 


^ABCt  =  * 


1  +  ^+^ 
Pt       9* 

Da  nan 

ist,  so  findet  man  «dorcb  Substitution  der  Werthe  für  diese  Dreiecite 

L  ^p*     g         p     9i  Pi     9*^ 

Die  weitere  Reduction  dieser  Formel  liefert  scbliesslicb : 

\A  B  a=:  9  9i    9t      P  Px   Pt 

P9     g        P     gi        Pi     92 

Sollen  die  Transversalen  sieb  in  einem  Punkte  scbneiden,  so 
mnss  AiliB^C4=0  werden,  d.b.  es  mnss  die  Gleicbung  stattfinden: 

?.?».??  .1.  ?.a   2?-.  «2  =  0 
9*9i'9i      P'P\'P% 

Theil  LI.  24 
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Hieraus  findet  sich 

Das  heisst 


oder 


PP1P2  __  I 


Dies  gibt  den  bekannten  Satz :  Werden  auf  den  Seiten  eine« 
Dreiecks  drei  Punkte  so  angenommen,  dass  das  Product  dreier 
dadurch  entstehender  Abschnitte,  welche  mit  ihren  Endpunkten 
nicht  znsammenstossen,  gleich  ist  dem  Producte  der  drei  anderen, 
so  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  jener  Punkte  mit  den 
gegenüberliegenden  Ecken  des  Dreiecks  in  einem  Punkte. 

Einige  besondere  Fälle  dieser  Art  sind  die,  wo  die  Trantc- 
versalen  zu  Mittellinien»  Halbirungslinien  der  Winker  oder  zu 
Hohen  werden.  Dass  für  diese  Linien  ebenfalls  gemeinschaftliche 
Durchschoittspunkte  vorhanden  sind,  ergibt  sich  aus  der  obes 
gefundenen  allgemeinen  Formel.    Man  hat  nur  für  die  Mittellinien 

P  ^Pl  =  ?«—  1 
9       9i       ?« 

zu  setzen,  für  die  Winkelhalbirungslinien 

wo  a,  6  und   c  die  Dreiecksseiten  bezeichnen.    Für   die   Hoben 
findet  sich  das  Verbältniss  wie  folgt.    Es  ist  (Fig.  2.): 


oder 


oder 


mithin 


Kp+^V- 

"-Vp+v 

p*-t\. 

-a»+6« 

(P  +  y)«^  - 

p—v     - 

.o«  +  6« 

P  +  9 

c«       • 

9           _ 
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p  ... 

-o*  +  6«  +  c* 

9 

a«_fta+c« 

P\^ 

a*—b*^e* 

9i 

o»+A«  — c» 

/»»_ 

o»  +  6«— c» 
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folglich: 

ebenso  findet  sich 

und 

,    In  jedem  dieser  drei  besonderen  Ffille  ist  das  Product 

?    ÖL  .  fi?  -.  1 

also  C^A^B^C^  =  0. 
Setzt  man 

so  geht  die  allgemeine  Formel  über  in 


1 


1  + 


II. 


Aufgabe.  Es  seien  a  und  6  (Fig.  3.)  die  Radien 
zweier  Kreise  Ai  und  Bu  welche  einen  Kreis  O  vom 
Radius  r  in  den  Punkten   P  und    Q  beröhren.     Es  soll 


24  • 
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bewiesen    werden,    dase   die    gemeinschaftliche    Tan- 
gente AB  der  Kreise  Ai  and  Bi  ausgedrfickt  wird  durch 

[T  o  w  n  8  e  n  d,] 

Beweis.     Man  ziehe  AiCllAB,  AiD  und  PE  normal  zu 
OBi ;  dann  ist 

=  (r+6)«  +  (r  +  a)«— 2(r  +  6).OZ)— (6  — a)* 

=  (r+6)«+(r+fl)«-2(r  +  6).0£;.-^^-(6-fl)«. 
Nun  ist  aber 

PJB«  =  (r+  0£)(r—  OE)  =  r»  -  0£« 
und 

PE^=:PQ^'-'EQ^=P(P^(r^OE)*=PQ^'^r*'t^2r.OE-'OE^. 

Mithin  ist 

r*-  OJE«  =s  PQ*-r«+2r.OJE— Of;« 

abo 

und  daher 

=  (r+6)*+(r+o)«-2(r+6)(r+o)+^-^^±^JJ^\  /jqi_(6_o)« 


=  ((r-f6)-(r4a))«-(6-a)«-h<'-*-y-^°> 
^(6-«)«-(*-«)«+Öl±^^>.PQ. 


PÖ» 


^(r+^r±*)^ 


Mithia  ist 

^Ä  =  ^-^(r  +  a)(r+6). 
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III. 

Anfifabe.  Es  seien  A,  B,  C,  D  (Pig.  4.)  vier  den  Kreis 
O  berührende  Kreise;  Ai,  Bi,  Q,  />]  ihre  Berührungs- 
punkte; AB,  BQ  CD,  DA,  ^C  und  £/>  die  Tangenten  der 
berührenden  Kreise.    Dann  ist 

AC.BD=^AB.DC+AD.BC. 

[Gase  y.] 

Beweis.    Es  uit,  me  in  II.  nachgewiesen: 
I) AC=  ^  .  ^(r+aKr+c)- 

2) i?ß=^*-V^(r+d)(r+6). 

3) ^.y/ir+a)(r+b)  =  AB. 

4) ^'.V(r+c)(r+d)=CZ). 

6) ^.V(r+a)(r+d)=:Jfl. 

6) ^•'V^(r+Ä)(r+c)  =  BC 

und 
7).  .  .     AiCi.BiD^^zAiBi.CiDi't'AiDi.B^Ci. 

UaltipUcirt  man  3)  mit  4)  und  5)  mit  6),  so  ergibt  sich 

=zAB4CD  +  AD.BC. 

Mnltiplicirt  man  1)»  2)  und  7),  so  erhält  man 
9) AC.BD.AiCi.BiDi 

Indem  man  nun  8)  mit  9)  multiplicirt,  findet  sich 
AC.BD=:AB.CD+AD.Ba 
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Ueber  die  Reduction  der  Bfonddistanzen  mit  Anwen- 
dung vierstelliger  Logarithmen,  ohne  Benutzung  von 

Hul&tafeln. 

Von 
Herrn  Professor  Dr.  Ligowskt 

in  Kiel. 


Es  seien  m  und  i»]  die  scheinbare  und  wahre  Mondsbohe 
„      „      s    >,      $1    „  „  ,,     I  ,9      Sonnen- und  Sternhohe 

»>      f3     d   „     dl    „         „  „        ft     Distanz. 

Bezeichnet  y  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Vertikalkreiseo 
der  Gestirne,  so  hat  man,  wenn: 

m,-~tii=:a,    i — fi=A,     a  +  6  =  2r,    a— Ä  =  2^ 
und 

m  — »  =  ^,     wii— «1  =  ^1,    m  +  sz=:2,    iiii  +  «^  = -£i 

gesetzt  werden: 

1)  .    .    .    .    cosc^i  =  sinm|Sin<i-f  €osffi|COS<|C0sy 
oder  : 

cos  dg  mz  cos  ^1  -—  2cos  »ti  cosf|  sin  ^  • 

2)  c    .   .   .   .     cos<2  =  cos^ — 2 cos ?n cos« sin -^  • 
Aus  ])  und  2): 

^  cos  A  — cos  d       cos^i — cosc^  y* 

cosfiicos«  cos  Uli  cos  Si  2 
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mitbin  auch: 

4) 8ID  -FT     = 

^  2  cos  fit  cos  $ 

,  Aus  Nr.  3)  ergiebt  sieb,  wenn : 

cos  wi|  cos  ft  __ 
cos  m  cos  *    ""  ^ 

gesetzt  wird. 

5)...   coscfi — cosd  =  cos ^1— cos A  +  (*(cos^—  cosrf), 
also  auch: 
6)  ...siDi(c2 — e^i)sini(<2-(-i?|)=:  — sinr6iD(^-f '')  +  f(Oosmcosssin^  • 

Es  ist  ferner: 

-   cos  iW|  cos  $1 cos  m  cos  s  —  cos  (m  +  a)  cos  («  —  6) 

.        cosmcoss  cosmcos5 

und 

2ficosmcos«  =:  cos2^-*cos(^ -f  2^)  +  cosA  — co8(A  +2r), 
mithin  auch: 

ficosmcos«  =  sinpsin(i?-f  ^)  -|-6inrsin(^-f  v*)^ 
daher  wird  aus  6): 
7) sini(d— di)sinj(d  +  di) 

y  • 

=  (siD^sin(2;-(-  ^)  -(- sin  r  sin  ( ^ -|- r))  sin  -^  — sinrsin(A  +  »*)• 
Da  i{d^di)i  q  und  r  sehr  kleine  Winkel  sind,  so  hat  man: 

8) i{d--di)sm\(d  +  dil 

=  (q  sin  (-^  +  ^)  +  r  sin  (i\  +  r))  sin  ^  —  r sin  (^  +  r). 

Setzt  man: 

4(d— rfi)  =  a?, 
so  ist: 

i(rf  +  c?,)  =  d— a;     und     rf|=d— 2a:. 

Schreibt  man  noch  für  ^sin(2^-|-p)  und  rsin(A+**)  beziehungs- 
weise u  und  V,  so  wie  tc  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
Nr.  8),  so  ist: 
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Da  X  sehr  klein  ist,  so  ist: 


10 


w 


*       sind 
ein  Näherufigswerth  von  x,  und  genauer 

11) 


Xi  sm  d 
siD(a — Xi) 


also: 


12) 


logo:  =  logjTi  -|-(log;sin€2  — logsin(<2--a;|)). 


Als  Zahlenbeispiel  wähle  ich  das  von  mir  in  ThI  XL.  des 
Archivs  auf  S.  255.  berechnete.    Daselbst  ist: 

m  =  6504r4r',    mi=660  5'34",    d  =  74042'3" 

f  =  27  32  42,       fi  =  27  31    5" 

fl  +  6  =  25'30"    also    r  =  12' 45"  =  765"; 

a- A  =  22'  16"    also    q  =  11'  8"  =  668". 

A     =38«8'59"         S     =03oi4'23"    *(«'  + A)  =  5eo25'3r 

il  +  r  =  38«2r44"    £  ^  ^  =  93f^76' ZV    i(d- A)  =  IS^Waa". 


logp  =  2,8248 
logsin(^-f^)  =  9,9992 

legte  =  2,8240 

logtf — Iogt>  ==  0,1474 

B  =  0,2336 

log(M+r)  =  3,0576 

logsini(d  +  A)  =  9,9208 

logsin}(d:-A)  =  9,4964 

log  secm  =  0,3855 

log  sec«  =  0,0523 

log(w  +  ©)sin^  =2,9126 


logr  =  2,8837 
logsln(A  +  r  =  9,7929 

logo  =  2,6766 
Gauss*  sehe  Logarithmen. 
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log(tt4-ü^ain|  —logo  =  0,2380 

.1  =  6,3776 

logto     =2,5350 
log  sin  <2     =  9,9844 

logoTi      =  2,5506      a?i=355",3 
l<^8iii<2— iog8tD(<{^;r])  =  2 

\ogx  =2,5508      a:  =355",5,  2ar=7ir  =  ll'5r 

d-2ar  =  74013'12". 


In  den  Nautischen  Tafeln  von  Dr.  ▼.  Freeden,  so  wie 
auch  in  der  Steuermannskonst  von  A.  Breusing,  befinden 

yfl  y« 

sich  Tabelieo  von  log  sin  ^     und  logcos^  ,  in  ersterer  nnter  dem 

Namen  lo^  fiir  den  Stundenwiokel,  in  der  anderen  log  des  semi- 
versus.  Diese  Tabellen  gestatten  eine,  fiir  den  Seemann  be- 
quemere Reduction  der  Monddistanz  nach  meinen  Formeln. 

Aus 
X  sin  (rf— «)  =  (q  sin  (iS  +  p)  +  r  sin  (A + r))  sin|  —  r  sin  (A  +r) 
ergtebt  sich  durch  Auflösung  der  Klammern: 

xe\n{d — ^)  =  psin(^-f  p)sin^  — rsin(A +  r)  coss  • 

Diese  Formel  befindet  sich  schon  in  meiner  Abhandlung  vom 
Jahre  1863.    Archiv  Band  XL.  S.  254. 

Setzt  man  nun: 

y« 
yS 

r  sin  (i\  -|-  r)  cosec  d  cos  n   =  9 

und 

OTi  =  p  —  9, 

so  ist: 

logo;  =  log 0^1  —  (log cosec  if —  log  cosec  {d  —  Xi)). 

Um  eine  Uebersicht  der  nuthigen  Rechnungen  zu  gewähren, 
berechne  ich   das  auf  Seite  794   des  ersten  Bandes  der  Ency- 
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clopädie    der   Physik  (Orts-   uod    ZeitbestimniuDg   vod 
Professor  Dr.  Weyer)  gegebene  Beispiel. 

Es  ist  daselbst  gegeben: 

m  =  15^44',    *  =  3027'.    «  =  51' 38",    6  =  14' ir, 
rf  =  132011' 19'\ 

IMan  findet  hieraus: 

r  =  32' 57,5";     ^  =  18' 40,5". 

2    =19011'  A    =12017'  i(#/+A)=72014'9,5" 

2;  +  p  =  19O29'40,5"     A  +  r  =  12049'57,5"    \  (d-  A) =59057'9,5" 

log  sin  i(d+ A)=9,Ö7879 

log6iD4(</-A)=:9,93732 

logsecm=0,01658 

log  sec  1=0,00079 

fc=9A2'53J"logsin^=:9,93348  logcos|*=9,15229  12-.te2»ö7'dl" 

logp=3,04942  logr=3,29612  v    Freeden 

logsiD(27-hp)=9,52338     logsiD(A+r)=:=9,34656  u.  Breosing 

log  cos  ii=0, 13022       Iogcoseci2=0,13022    Naut.  Tafeln. 

Iog;7=2,63650  log  ^==1,92519 

;j=433,01  y=84,18 

or,  =/j-^  =  348,83" 
loga^i  =  2,54262 
logcoseccl— logcosec(</— oTi)  =         67 

logo;  =  2,54195 
ar=    348,3" 

2ar==   696,6"  =  ir36,6" 
rfi  =  d  —  2ar  =  131059' 42,4". 

Professor  Dr.  Weyer  findet  nach  einer  strengen  Formel  bei 
Anwendung  siebenstelliger  Logarithmen: 

d^  =  131059' 42. 

Nach  der  Formel  Nr.  26.  Seite  794.  der  Cncyclopädie  findet 
derselbe  ebenfalls: 

rfi  =  131059' 42,4". 

Die  vorstehenden  Formeln  lassen  sich  noch  in  anderer  Weise 
herleiten. 

Es  war: 
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eoBd  s=  siamsiof -l-cofifficosscofly, 
hieraus  auch: 

»A  yS  yS  yS 

cosc^=  8inm8lnf(cos4  -f  fiin^  )  +  60fimcost(cos^  — sio^  ) 
COS  d  =  (cos  mcos i  -f  sin  m  sin  t)  cos  ^  —  (cosm cos  s— sinm  sin«)sin| 

1) cos<{  =  cosAcosf  — Gos-Ssin?  • 

Für  dl  hat  man  also: 

y*  y* 

2).   .    cosdi  =  cos(i\+2r)co8fe  —  cos  (-5  +  2^)  sin  g  . 

Durch  Sabtraction  von  1)  und  2)  ergiebt  sich: 

y*  y* 

cosrf— cosrfi=(cosA — cos(A+2r))coStT  — (cos-T— cos(-2+2^))sin2  * 
und  hieraas: 

3) B\ii\{d-d{)Ank{d  +  d{) 

y«  y* 

=  sin  ^sin  (27  -f  ^)  sin  ^  —  sinr  sl» (A  +  >•)  cos  ^  • 

Wenn  4(d— di)  =  a:,  also  c^  =  ii  — 2jr  und  i(<f -f  if|)s€f — ä: 
eingeführt  werden  und  berücksichtigt  ivird,  dass  x,  r  und  q  sehr 
klein  sind: 

4)...x6\n(d'-x)  =  Qain(2  +  Q)6\n^  — r  8io(A  +  r)coss^> 
oder: 

y« 

5)...*sin(rf— ar)  =  (9sin(27-f  9) -|'rsin(i\-|-r))sing  — rsin(A+»')- 
Setzt  man: 

y* 
^sin(^-f  ^)cosec<2slD^  =  il^ 


und 
so  ist: 

und 


y9 

rsin(A-f>*)cosec<2sin^   =ß 

r  sin  ( A  +  t)  cosec  «2  ^  C, 

a:,  =  ^  +  ß—  C 

loga:  =  logar,  +  (log  cosec  (d—a?|)  — log  cosec  rf). 
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Id  den  meisten  Ffillen  wird  stt  hinreichend  genau  sein.    Ffir 

die  Rechnung  ist  zn  beachten,  dass  logC=  logS— logsin|    ist. 

Die  Rechnung  für  das  vorher  gegebene  Beispiel  gestaltet  sich 
nun  in  folgender  Weise: 

logsini(<^-^A)=9,9788 
logsiniCd— A)=:9.9373 

log  secm=0,0166 

log  sec  <=0>0008 

logsin|  =9,9336       logsin^=^9,9335 

log«=3,0494  logr=3,2961 

logsin(17-|-9)=s9,5234  log8in(^-|-r)=9,3466 

logcosec<{=0,1309    log  cosec  (2=0,1302 


log  ^=2,6365  log  17=2,7064  logC=2,7729 

il=433,0 
B=508,6 

941,6 
Ct=592,8 


«j=348,"8  =  6' 48,8" 
logXi=2,5426 
logcosec(<{-«i)-logcosec</=    — 7 

logx=2,6419 

«=5'48.3"  und  2x  =  11' 36,6". 
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XXXIII. 

Uebongsaiifgabeii  für  Schfiler. 


Exercices  sur  le  binöme  de  Newton. 

Par   MoDBieur  Professear    Georges   Dostor. 
Exerelee  I.    Cbacune  des  expressions 

est  divisible  par  ofl-i-xy-^-y'^f  quels  que  soient  x  et  y, 

Exercice  IL    Troaver  le  nombre  des  termes  de  la  nt*  puls- 
sance  d'an  trindme;  d'uD  quadrindme;  d'un  polyadme  de  n  termes. 

RtfpoDse:    P \)i         ' 

«0  (m-H)(iii  +  2)(m  +  3). 

^   17273  • 

^o  (m-H)(fm-2)(m  +  3)...(m-|-it-I) 

"^ 1.2.3...(n— 1) 

Exerelee  in.    Quelles  sont  les  relations  qui  doivent  exister 
eBtre  les  coefficieots  a,  6,  e  pour  qiie  le  polyndme 

x^  +  im:*  +  6ar  +  c 
seit  UD  cube. 

R^ponse:    II  faat  que 

a«  =  36,    6*  =  Zac. 

Exerelee  IT.    Quelles  sont  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coellficients  a,  6,  c»  d  poar  que  le  polyn6me 
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8oit  UD  carr^? 
R^ponse: 


Vebungsaufiaben  f&t  Schüler, 
üc*  +  CM?"  +  bx^  i-cx  +d 


Exereiee  Y.    Trouver  le  plus  grand   terme  du  developpe- 
ment  de  (x+a)"». 


Reponse:    Ce  terme  sera 

7ii(m  — J)(m— 2)...(m  — n  +  1) 


a»j;"'~», 


1.2.3...» 

si  n  est  le  pliis  grand  nombre  eutier  contenu  daos  ta  fractioo 

(m  + 1)  o 
x  +  a 

£xereice  TL    81  1^  A,  B,  Q  />,...  sont  les  eoefßcieots  de 
la  m®  puissance  de  x  +  a; 

h    l  +  A    A-t-B,    B  +  C,    C+D,,.. 

seront  les  coeflficients  de  la  {m+iy  pulssance  de  ^-f  a. 

Exereiee  Tu.    Le  binome  ar*— a"  divise  toajours  *«^— ci*» 
et  ne  divise  jamais  a?*»»  +  a*»". 

Exereiee  VIEL    Le  bindme  a:"+ii»  ne  divise  a;»"— ü"*  qne 
si  m  est  pair;  et  il  oe  divise  a;"^-^a"■"  que  sl  m  est  impair. 

Exereiee  IX.    Trouver  la  somme  des  carres  des  coefficients 
de  (x  +  a)"». 

R^ponse:    Cette  somme  est  le  coefBeient  de  a^x^   dans 
le  developpement  (ar +  «)*"». 

Exereiee  X.    La  somme  pr^cödente  peut  4tre  represeotee 
par  les  deux  formules 

2i?i(2m--l)..,(m-f  1)      (4m-2)(4iii— 6)...  10.6.2 
1.2.3.. .m  •  1.2.3... m  ' 

prouver  que  ces  deux  formules  sont  ^äquivalentes. 

Exereiee  XI.    II  est  facile  de  voir  que 

(ar+  o)»+(4: — a)*" 

est  plus   grand  que   2j:^;  d*aprös  cela  quel  est  le   maximiiro  de 
y  +  r,  lorsque  y*+t"»  est  constant? 
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Exerciee  XII.  Quelle  est  la  limite  da  rapport  des  expo- 
sants  de  a  et  6  daos  le  terme  inaximum  de  (a-fö)"*  lorsqae  m 
aogmente  ind^fiDiment? 

R^ponse: 


In  einem  Viereck  ABCD  finden  zwischen  den  von  den  »Seiten 
und  Diagonalen  eingeschlossenen  Winkeln  die  folgenden  Relatio- 
nen Statt: 

cot  B  AD  +  cot  BD  A  _  coiCAB-cotADB+cotACB-coXDAB 
coXDAC'-^coiDAB ""  cotDAB  +  cotDCA 

cot  BDA  — cot  BCA      coiBDC  + cot  B  CA 


cot  DBA— cot  DCA ""  cot  D  CA  +  cot  DB C 

€(•  Kaebariae 

in  „Tidsskrift  for  Mathematik,    üdgiyet  af  Camillo  Tjcbsen. 

Anden  Raekke.    Femte  Aargang.     Syrendc  —  Ottende  Hefte. 

1869.     pag.   128." 


Fflr  P,  =  1.3. 5... (2a:— 1)  ist: 

iSylvester. 


Geometrisches  Sinnen •  Confect  von  PaulHalcken. 

(Fortsetzung  von  Nr.  XVIII.) 

12.  Von  einem  scaleniscben  Triangul  ABC  thut  die  Seite 
AB  und  das  grossere  Stück  CD  der  in  D  zertheilten  Baseos  iSC zu- 
sammen 37.  Die  Seite  AC  und  BD  thun  zusammen  33.  und  wann  in 
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diesem  Triangol  ein  Circkel  geschrieben  wird»  thut  dessen  Oia- 
meter  12.  Ist  die  Frage  nach  den  dreyen  Seiten  dieses  TriaD* 
goli?    Facit  yffi  17.    JC25.    £C  28. 

13.  Von  einem  andern  schratwinckelten  Triangnl,  thut  die 
Perpendicular-Linie  {AD  auf  ßC)QO.  Die  Seite  AB  hält  8  mehr 
als  die  Basis  BC.  und  die  Seite  AC  hält  3  roehr.als  AB.  Wie 
viel  hält  jede  Seite  besonders?  Fac.  AB  65.  BC.  57.  and  AC6S. 

14  In  dem  Dreieck  ABC  hält  AB  13.  BC  14.  AC  15.  Man 
soll  den  Punct  E  solcher  Gestalt  setzen»  dass  die  drey  Perpen- 
dicolares  EF,  EG,  EH  auf  die  Seiten  BC,  AB,  AC  des  Dreiecks 
ABC,  in  proportione  dupla  gegen  einander  stehen.  Wieviel  Facit 
kan  man  hierauff  finden.    Antwort  6. 

15.  Von  einem  Triangul  thun  die  2  Seiten  7  und  9.  Man 
begehret  hierzu  die  dritte  Seite  zu  suchen»  dass  der  Inhalt  rational 
sei.  Facit  entweder  V54S  oder  V205i.  Der  Inhalt  thut  beydes- 
mahl  25}.    Und  viel  andere  Facit  mehr. 

16.  Von  dem  Triangul  ABC  thut  AB  13.  BC  14.  AC  15. 
Man  begehrt  den  Punct  E  zu  suchen,  dass  wann  aus  demselben 
auff  jede  Seite  ein  Perpjsndicular  gezogen  wird»  dass  deren  Summa 
so  viel  sey,  als  die  Perpendicular  AD  12.  von  A  huf  BC,  und  das 
jede  Perpendicular  ein  rational  Quadrat  sey.  Facit  EF  (auf  BQ 
11}.  GE  (auf  AB)  J  und  HE  (auf  AC)  f.  Oder  EF^\.  GE  VA 
HE  Vt  ^^^  ^'^o'  andere  Facit  mehr. 

17.  In  dem  vorigen  Triangul  da  AB  13.  BC  14.  und  AC  15 
hält»  sollen  die  drey  Perpendicolares  EF,  EG,  EH  drey  un- 
gleiche rationale  Quadraten  seyn.  Fac.  EF  4900.  EG  23104. 
EH  144.  jede  getheilt  in  2209  und  viel  andere  mehr. 

(Fortsetzang  folgt  sp&ter.) 


DraekfleMer  In  Thell  Ia. 

S.  224.  Z.  18.     Statt  „und  ihrer"  8.  m.  „und  in  ihrer". 
8.  247.   „    18.        „     „knüpft,    ist  zu  enthalten"   s.  m.  „knüpft 
ist,  zu  enthalten". 


\ 


"^ 


Thefl  Elf.  S.  195.  2.' 7.  Statt  „6E\\0ff''  s.  m.  ,,ER\\Off''. 
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Theorie  des  Polarplanimeters  in  strenger  elementar- 
mathematischer  Entwickelung. 

Von 

dem    Heransgeber. 


(Figuren  s.  Taf.  VUI.) 

filinleitanff. 

Za  den  intetessantesteil,  oierkwördigsteD  und  nützlichsten  Er« 
findüDgen  der  neueren  Zeit  geboren  unstreitig  die  unter  dem  ali- 
gemeinen Mamen  Planini eter  bekannten  Instrumente,  welche 
für  die  niedere  GeodSsie  oder  die  Feldmesskunst  von  der  grossten 
Wichtigkeit  sind,  und  in  dieselbe  immer  allgemeineren  Eingang 
finden  sollten»  als  dies  bis  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint  Unter 
den  verschiedenen  Instrumenten  dieser  Art  nimmt  jedenfalls  der 
Am  sl  er 'sehe  Polarplanimeter  —  wenn  derselbe  auch  rücksicht; 
lieh  der  von  ihm  gewährten  Genauigkeit  anderen  Planimetern 
etwas  nachstehen  dürfte  —  wegen  der  ihm  zu  Grunde  liegenden 
sinnreichen  Idee,  wegen  seiner  Einfachheit  und  Wohlfeilheit,  eine 
der  ersten  Stellen  ein.  Die  Theorie  dieses  interessanten  Instru« 
ments  Ist  schon  oft  zu  entwickeln  versucht  worden,  namentlich 
auch  von  seinem  verdienten  Erfinder  selbst  in  der  Schrift:  Ueber 
die  mechanische  Bestimmung  des  FiScheninhalts,  der 
«tatischen  Momente  und  der  Trägheitsmomente  ebener 
Figuren,  insbesondere  über  einen  neuen  Planimeter. 
Von  Jacob  Amsler,  Professor  am  Gymnasium  in  Schaff, 
hausen.  Schaffhausen.  1856.  Mir  scheinen  jedoch  die  bisher 
bekannt  gewordenen  Entwickelungen  dieser  Theorie  in  Bezug  auf 
Deutlichkeit  und  wahre  mathematische  Strenge  noch  Vieles  zu 
wünschen  übrig  zu  lassen.     Häufig  sind  diese  Entwickelungen  auf 

Tkeil  LI.  25 
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die  höhere  Analysis  gegründet  worden,  wae  mir  aber  Terscbie- 
denen  Bedenken  zu  unterliegen  scheint,  und  zwar  nicht  bloss 
nrethodischen  —  insofern  etwa  eine  solche  Methode  nicht  den 
Namen  einer  elementaren  Methode  verdienen  dflrlte  —  sondern 
auch  wissenschaftlichen  Bedenken,  worüber  ich  mich  jetzt  nicht 
ausfdhrlich  aassprechen,  sondern  nur  in  der  Kurze  bemerken  will» 
dass  alle  Anwendungen  der  höheren  Analysis,  zunächst  uament- 
lieh  der  Differentialrechnung,  auf  der  unabweisbaren  Voraus* 
setznng  beruhen,  dass  die  Veränderungen  der  zur  Betrachtung 
kommenden  Grössen  mit  einer  gewissen  bestimmten  Ge- 
setzmässigkeit stetig  vor  sich  gehen,  dass  also  die  Umftnge 
der  Figuren,  deren  Flächeninhalte  bestimmt  werden  sollen,  nach 
bestimmten  allgemeinen  Gesetzen  gekrümmt  sind, 
oderdass  die  entsprechenden  Gurven  durch  bestimmte 
analytische  Gleichungen  charakterisirt  werden  kön- 
nen, was  bei  den  mit  dem  Planimeter  zu  umfahrenden  Figuren 
fast  niemals  der  Fall  ist.  Ich  finde  hierin  Veranlassung,  in  dieser 
Abhandlung  eine  neue  Entwickelung  der  Theorie  des  Polarpiani- 
meters  zu  geben,  welcher  ich  wohl  den  Namen  einer  elemen- 
taren Theorie  glaube  beilegen  zu  dürfen;  da  aber  diese  Theorie 
hauptsächlich  auf  der  Betrachtung  gewisser  Gränzen  beruhet, 
mittelst  welcher  man  ja  in  solchen  Fällen  meistens  nur  mit  wirk- 
licher mathematischer  Strenge  zu  vollkommener  Klarheit  gelangen 
kann:  so  werde  ich  im  nächsten  Paragraphen  zuerst  einige  Sätze 
beweisen,  die  —  wenn  auch  naturlich  längst  bekannt  und  schon 
oftmals  bewiesen  —  doch  gerade  den  Lesern,  welche  an  dem 
Inhalte  dieser  Abhandlung  das  meiste  Interesse  nehmen  dürften, 
nicht  allgemein  genug  bekannt  sein  möchten.  Ohne  eine  genaue 
Bekanntschaft  mit  diesen  Sätzen,  insbesondere  mit  dem  letzten 
derselben,  ist  bei  sehr  vielen  Untersuchungen,  welche  auf  Gränzen- 
betrachtungen  beruhen,  wahre  mathematische  Strenge  und  Evideni 
gar  nicht  erreichbar. 

Die  Einrichtung  und  den  Gebrauch  des  Polarplanimeters  setze 
ich  im  Folgenden  als  bekannt  voraus,  und  begnüge  mich,  in  dieser 
Rücksicht  auf  die  bekannten  ausgezeichneten  neueren  Werke  über 
Praktische  Geometrie  von:  Uartner  (Handbuch  der  niederen 
Geodäsie..  Dritte  Auflage.  Wien.  1864.  S.  490.),  —  Bauern- 
feind  (Elemente der  Vermessungskunde.  Dritte  Auflage. 
Stuttgart.  1869.  S.  56U.)  —  Hunäus  (Lehrbuch  der  prak- 
tischen Geometrie.  Zweite  Auflage.  Hannover.  1868. 
S.  476.)  —  Rebstein  (Lehrbuch  der  praktischen  Geo- 
metrie. Frauen fe Id.  1868.  S.  85.)  —  zu  verweisen.  In  dem 
ersten  Buche  findet  man  die  Einrichtung  von  Miller  und  Starke 
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in  Wien,  in  den  drei  letzten  die  Einrichtung  von  A ms  1er  in 
Schaffh aasen  beschrieben.  Hier  will  Ich  nur  bemerken,  dass 
dieses  Instrument  in  seinen  wesentlichsten  Tfaeilen  aus  zwei  um 
einen  Punkt  beweglichen  Armen  besteht;  der  Endpunkt  eines 
jeden  dieser  .beiden  Arme  trägt  einen  Stift,  von  denen  der  eine 
der  Pol,  der  andere  der  Fahrstift  genannt  wird.  Der  Pol 
wird  in  einem  an  sich  beliebigen  Pnnkte  der  Ebene,  auf  welcher 
die  zu  messende  Figur  verzeichnet  ist,  festgestellt,  und  hierauf 
der  Fahrstift  auf  dem  Umfange  der  Figur  herumgeführt,  bei  wel- 
cher Beweguhg  der  Punkt,  um  den  die  beiden  Arme  sich  drehen, 
sich  auf  einem  Kreise  bewegt,  dessen  Mittelpunkt  der  feststehende 
Pol,  und  dessen  Halbmesser  der  den  Pol  tragende  Arm  ist.  An  dem 
den  Fabrstift  tragenden  Arme  befindet  sich  die  mit  grosster  Leichtig- 
keit drehbare  Laufrolle,  auf  deren  umfang  eine  Theilung  aufge- 
tragen ist,  welche,  nachdem  der  Fahrstist  auf  dem  Umfange  der  ans* 
zumessenden  Figur  herurogeffifart  worden  ist,  mittelst  eines  Monius 
abgelesen  wird,  und  dadurch  unmittelbar  der  Inhalt  der  Figur  in 
einem  im  Voraus  festgesetzten  Maasse,  welchem  entsprechend 
jederzeit  dem  Arme,  an  welchem  der  Fahrstift  befindlich  ist,  vor 
der  AusfChrung  der  beschriebenen  Manipulation  eine  bestimmte 
Länge  gegeben  werden  muss,  erhalten  wird. 

Ich  bemerke  nochmals,  dass  es  mir  in  dieser  Abhandlung  nur 
auf  eine  völlig  strenge  und  deutliche  Entwickelniig  der  mathema- 
tischen Sätze  ankommt,  welche  der  Theorie  des  Polarplanimeters 
SU  Grnnde  liegen,  welche  ich  zugleich  als  eine  sehr  lehrreiche 
Anwendung  der  strengen  elementaren  Lehre  von  den  Gränzen  be- 
trachte, und  auch  in  dieser  Beziehung  den  Matheroatikern  zur 
Beachtung  empfehlen  mGchte.  Gerade  in  Fällen  wie  der  vorliegende 
gewähren  strenge  elementare  Gränzenbetrachtungen  vorzügliche 
Deutlichkeit,  und  lassen  einen  besonders  klaren  Blick  in  die 
eigentliche  Natur  ^e^  Gegenstandes  thun. 


§.  1. 

Wir  werden  hei  der  Theorie  des  Polarplanimeters  von  den 
folgenden  Sätzen  Gebrauch  machen: 

I.  Wenn  x  einen  positiven  Kreisbogen  bezeichnet, 
so  ist  immer  sioo;  <  or,  und,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  X  nicht  grosser  als  \n  ist,  tang:i;>a:. 

Weil  bekanntlich  die  gerade  Linie  die  kürzeste  Linie  zwischen 
ihren  Endpunkten  ist,  so  ist 

26* 
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Cbord2;r  <.'2jr» 
also  aach: 

iChord2ar<a?; 

bekanntlich  iat  aber: 

sin  j;  =  iChord2a?, 

also  sln:r<jr,  w.  z.  b«  w. 

Ist  ferner  ABz^x.  in  einem  aus  dem  Mittelpankte  C  mit 
dem  der  Einheit  gleichen  Halbmesser  CA  :=  CB  beschriebenen 
Kreise,  ein  den  vierten  Tbeil  der  Peripherie  nicht  übersteigender 
Kreisbogen,  und  denkt  mau  sich  die  Tangente  i4Z>=tangj;  dieses 
Kreisbogens  construirt;  so  ist  offenbar: 

A^Cl>>Secti4Cir; 

also,  weil  nach  den  Lehren  der  ebenen  Geometrie  bekanntlieh 

^ACD^kCAxADy    SectACB  =  iCAxAB 
ist: 

iCAxAD>iCAxAB, 

folglich  AD^  AB,  oder  nach  dem  Obigen  tang:r>  x,  w.  s.  b.  w. 

II.     Wenn  der   Bogen   x   sich    der  Null    nähert,   so 

sin  «I? 
nShert  der   Bruch   sich    der    Einheit   als    seiner 

X 

Grftnze,  und  kann  dieser  Gränze  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden,  wenn  man  nur  x  nahe  genug  bei  Null 
annimmt,  was  man  in  der  Kürze  auch  auf  folgende  Art 
auszudrücken  pflegt:  wenn  x  sich  in's  Unendliche  der 
Null  nähert,  so  Ist 

- .        sin  o;      -        ,         ,  -     sin  a: 
Limes =1     oder    Lim* 


X  X 


Nehmen  wir  zuerst  x  positiv  an  und  setzen  voraus,  dass  bei 
der  Annäherung  zur  Null  x  kleiner  als  in  geworden  sei  und  sich 
dann  fernerhin  der  Null  nähere,  so  Ist  natürlich: 


und  nach  L  ist: 
also  durch  Division: 


sinx  =  sin  j;  =r  sin  x, 
sind:<ar<tangdr, 


sinj?       sm  X        Binx 


Binx  ^     X         tang^' 
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folglich : 

1  >  ■— -  >  cos  X, 

X 

610  X 

SO  dass  also  der  Bruch  oder  das  Verhältniss Immer  zwischen 

X 

1  and  cosj;  liegt    Nähert  nun  aber  x  sich  der  Null»  so  nähert 

offenbar  coso;  sich  bis  zu  jedem   beliebigen  Grade  der  Einheit, 

und  es  muss  also  augenscheinlich  das  zwischen  1  und  coa^p  lie- 

sin  X 
gende  sich  um  so  mehr  der  Einheit  als  seiner  Gränze  bis 

zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern. 

Wenn  x  negativ  ist,  so  ist  doch 

sin  j?_  sin( — x) 
X     "*     (— ar)     ' 

wo  — X  positiv  ist,  und  der  Satz  gilt  also  nach  dem  Vorher« 
gehenden  offenbar  auch  in  diesem  Falle. 

III.  Es  seien  a,  Qx,  Ot,  Os»  ^f*  beliebige,  dagegen  9,  ^» 
9%9  Qz*  94** ••  Grossen  von  einerlei  Vorzeichen.  Bezeichnen  wir 
nun  die  kleinste  und  grusste  unter  den  Grossen  a,  a^t  o^,  Og, 
a«,...  respective  durch  a  und  y,  wobei  bemerkt  werden  mag,  dass, 
wenn  die  Grossen  a,  0|,  a^,  03,  04,...  sämmtlich  einander  gleich 
sind,  die  Grossen  a  und  y  mit  einander  und  mit  den  Grossen  a, 
flif  Oftf  03,  a«,...  zusammenfallen;  so  sind,  insofern  wir  die  Null 
als  dem  Bereiche  der  positiven  Grossen  angehörend  betrachten 
kSnnen,  sowohl  die  Differenzen 

a — «,    Ol  —  «,    «1  —  «,    <ij  — «,... 

als  auch  die  Differenzen 

y-a,    y— Ol,    y— a„    y— a,,... 

sämmtlich  positiv,  und  da  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grossen 
9*  Qi»  9%»  Qzf  Q4f''  sämmtlich  einerlei  Vorzeichen  haben,  so  haben 
auch  die  sämmtlichen  Producte 

und 

(y— a)9»   (y"-«i)(?i>   (y-«a)ei.   (y— fl»)e8>--- 

einerlei  Vorzeichen.  Weil  nun  die  Summe  mehrerer  GrOsseo 
von  einerlei  Vorzeichen  immer  dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  diese 
Grössen,  so  haben  auch  die  Summen 
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und 

(y  — a)p+(y— ai)^i  +  (y  — ö«)e«  +  (y— fl•)Ps  +  •••• 
al8o  die  Grossen 

(ag  +  fli  ei  -f  ^Q%  +  «bP»  +  ...)—« (p  +  fi  +  92  +  ^8  +••• ) 
und 

y(9  +  Pi  +  e«  +  P»  +  •  •  •)— (ap  +  «1^1  +a«et  +  «B^a  +•••)» 
daher  auch  die  Quotienten 

(gg-f  flagi+oteft-fgags-f ->0— tf(g-f  gl  +gi  +  ga  +  — ) 

und 

Q  +  9i  +  Q9  +  Qi+'^' 
also  die  Grössen 

qg  +  «iPi+Oigt  +  g»g8  +  '"      ^ 

P  +  9l+9*  +  98  +  -- 

und 

gg^^g^g^^■q^g«^-g8g8^•  "  ' 

^  P  +  9i  +  ei  +  98+- 

gleiche  Vorzeichen. 

Wir  wollen  nun  zuerst  annehmen,  dass  keine  dieser  beiden 
Grossen  verschwinde;  dann  ist,  weil  diese  Grossen  einerlei  Vor^ 
zeichen  haben,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander :  ' 

P  +  ei+(?«  +  p8+ ...  <   ' 

^  Q  +  Qi  +  Q%  +  Qs  +  '^'        <    ' 


also; 


P+P1+P2+P8+..- 


«, 


folglich : 


9  +  PI+Ä+P8+...  >^' 

>  9  +  i?l+P2  +  98  +  ...  >^' 


WO  aber,  insofern  vorher  a  als  die  kleinste  von  den  beiden  Grossen 
o  und  y  angenommen  worden  ist,  offenbar  überall  bloss  die 
oberen  Zeichen  Gültigkeit  haben  können,  weil,  wenn  die  unteren 
Zeichen  gelten   sollten,   aagenscheinlich  y<o  sein  würde. 
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Ferner  wollen  wir  annehmen,  das«  die  erste  der  beiden  obigen 
Grössen  verschwinde,  die  «weite  nicht  verschwinde.     Weil 

P  +  ^i  +  ^«  +  98  +  -- 
verschwindet,  dagegen 

^  ^+^i+^  +  ^  +  --- 

nicht  verschwindet,  so  können  die  Grössen  a  und  y  nicht  einander 
gleich  sein;  und  da  nun  y  die  grössere  von  beiden  bezeichnet,  so 
mnss  nothwendig 


sein.     Also  isti 


folglich: 


oder: 


gg+ «1^1  ■>•  «tfa-f  «sPs  •<"-*' _,^^ 


Wenn  die  erste  der  beiden  obigen  Grössen  micht  verschwin- 
det, die  zweite  dagegen  verschwindet,  also 

nicht  verschwindet,  dagegen 

qp +  gtei4<^ga  4-08^8  +  ' " 
C  +  Pi  +  ^«  +  ^8+-- 

verschwindet,  so  Icönnen  die  Grössen  a  und  y  nicht  einander 
gleich  sein;  und  da- nun  a  die  kleinere  von  beiden  bezeichnet,  so 
muss  nothwendig 
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sein.     Also  ist: 


folglich : 


P  +  Pi+P«  +  Pi+-- 


?  +  ei  +  ea  +  e3  +  -- 


oder: 


""^        P  +  ?i  +  i»t  +  e8+...        ""'^* 
WeDD  die  obigen  Grossen  beide  verschwinden,  also 


ist,  so  ist: 


^  P  +  gi  +  p2  +  ea  +  --  ' 

g+gi  +  g«  +  g8  +  ---  '^* 


Hiernach  kann  man  nun  offenbar  im  Allgemeinen  sagen,  das« 
die  Grosse 

Q+QI+Q9+Q9  +  '" 

nicht  kleiner  als  a  und  nicht  grösser  als  y,  also  nicht  kleiner  als 
die  kleinste  und  nicht  grösser  als  die  grosste  unter  den  Grossen 

O,   «1,  er«,  «8»  04»' ••  >**• 

Jede  Grosse,  welche  nicht  kleiner  als  die  kleinste  und  nicht 
grosser  als  die  grosste  unter  mehreren  Grossen  in  beliebiger  An- 
zahl ist,  nennt  man  eine  Mittelgrösse  zwischen  diesen  letzteren 
Grössen;  daher  kann  man  nach  dem  Vorhergeheoden  den  folgen- 
den wichtigen  Satz  aussprechen: 
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Wenn  a,  ai,  a^  Og»  04»*..  beliebige»  dagegen  q,  fi,  q%, 
Q99  94f«  Grössen  von  einerlei  Vorzeichen  sind,  so  ist 
die  GrOsse 

P  +  ^+et  +  9a  +  --- 

jederzeit  eine  MittelgrOsse  zwischen  den  Grossen  a» 
^if  ^>  ^z»  a^,...;  was  man  aach  in  der  Kfirze  durch 

(?  +  i>i  +  i?.+  e3  +  -.-      -^(«-«i'«^«« ) 

ztt  bezeichnen  pflegt»  so  datfs  also  anch 

«9+«i9i+flte»+ö»9«+*--=(^+fi+fti+ft+--)*-(«»  Ol»  «£*«»>•••) 

ist. 

§.2. 

Der  Flächeninhalt  eines  beliebigen  Vierecks»  dessen  Seiten 
sich  nicht  durchkreuzen»  kann  allgemein  durch  drei  seiner  Seiten 
und  seine  beiden  dazwischen  liegenden  Winkel  ausgedruckt  werden. 

Wenn  nfirolich  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Ecken 

^l9     ^^»      -"•»     ^4»«..»      Au 

eines  beliebigen  Vielecks  von  n  Seiten»  dessen  Seiten  sich  nir- 
gendls  durchkreuzen»  durch 

^u  yi;   ^9^  ys;  ^a>  ys;   ^^  y«;--;   ^n»  yn 

und  sein  Flächeninhalt  durch  J  bezeichnet  werden;  so  ist  be- 
kanntlich*) In  völliger  Allgeroeinheit: 

T^«(y»— y*) 

u.  s.  w. 

T^cn-iCy«-«— y«) 

indem  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt»  jenachdem 
man  sich»  um  den  Umfang  des  Vielecks  nach  der  Ordnung  der 
Ecken  Ai,  A^,  A^,  A^^.,.,  An  zu  durchlaufen»  in  gleichem  oder 


♦)  M.  •.  Archiv  Tbl.  I^XXVIIL  S.  177. 
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nngleicheni  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  posttivf»  Th«le 
der  Axe  der  x  an  durcli  den  Coordinatenwinkel  {xy)  bindarcb  iiacb 
dem  positiven  Theite  der  Axe  der  y  hin  bewegen  mos«.  Be-  j 
zeichnen  wir  nun  drei  gegebene  Seiten  eine«  Viereck«  dorcb  6, 
a,  c,  ^o  a  zwischen  b  and  c  liegen  soll,  and  die  beideo  tob  a 
und  6,  and  von  a  and  c  eingeschlossenen  Winkel  respective  durch 
{ab)  und  (ac);  so  kann  der  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  des 
Vierecks  durch  diese  Clernente  aus  dem  obigen  allgemeinen  Ao^ 
drucke  fOr  den  Flächeninhalt  eines  jeden  Vielecks  aaf  folgernde 
Art  abgeleitet  werden.  Die  an  die  beiden  Seiten  b  and  c  stos^ 
senden  Endpunkte  der  Seite  a  bezeichne  man  durch  ß  ond  C, 
und  die  beiden  anderen  Endpunkte  der  Seiten  b  and  c  dorch  B* 
und  C\  Nehmen  wir  dann  B  als  den  Anfang  und  BC  als  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  CoordinateD- 
Systems  der  xy  an,  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y  aber  voß 
der  Seite  a  an  nach  dem  inneren  Räume  des  Vierecks,  desseo 
Seiten  bekanntlich  als  sich  nicht  durchkreuzend  angenommen  wer- 
den, hin;  so  sind  offenbar  die  Coordinaten  der  Punkte 

Ä,    C,    C,    B' 

beziehungsweise : 

0,0;    a»  0;    a — ccos(ac),  csin(ac);    6cos(a6)»  ftsin(a6); 
und  nach  der  obigen  aligemeinen  Formel  ist  also,  wenn  man: 
^1=0,  yi=0; 

arj  =  a — ccos(oc),      y^  =  csin(ac): 

:r4  =  6  cos  {ab)j  y^z=:  b  sin  (ab) 

setzt,  und,  wie  es  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  erfor- 
derlich ist,  im  Obigen  die  oberen  Zeichen  nimmt: 

2J  =  --0.{Ä8in(a6)-0} 

—  a.{0 — csin(ac)} 

—  {a — ccos(«c)}  {0 — b6in(ab)\ 

—  6cos(a6).  {csin  (ac) — 0}, 

also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

2«/  =  6  { a  —  ccos  (ac)}  sin  (ab)  4-  c  {a  —  6  cos  (ab)}  sin(ac), 
oder: 
2J  =  6 (a  sio  (ab)  —  c  cos  (ab)  sin  (ac)\ + c{ä  sin  (ac)  —  b  cos  (ac)  8in(a6)}i 
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oder: 


2J  =  abB\u{ab)  +  acsin(ac)  —  6c8in  {(a6)  +  {ac)\. 


Obne  auf  die  obige  allgemeine  Formel  von  den  Vielecken, 
zorückzugefaen,  kann  man  in  elementarerer  Weise  diese  Formel 
auch  leicht  äo8  der  Betrachtung  einer  Figur  ableiten. 

In  Fig.  I.  ist  nämlich: 

a68in(a6)=2A»CJB', 
ac8in(ac)=s2AÄCC', 

|(r-^i«)(r'— ii')«iD(180«+») 
oder 
(w-t?){»'-.r')8in(180»-a)) 

I—  (tt—  v)  («'  —  v')B\n  m 
oder 
+  (» — v){u! — r')«>n  » 

I—  fite'  sin  CD — rt>'  sin  ©  +  uv'  sin  o  +  tu!  sin  o 
oder 
+  litt'  slo  (D  +  w'  sin  (0  —  tic'  sin  o» — cw'  sin  o 

— 2AÄOC-2AÄ'OC'+2AÄOC'+2A»'OC 

oder 
+  2AÄOC+2AÄ'OC'— 2AÄ^C'— 2AÄ'OC. 

Also  ist: 


ab  sin  (a6)  4-  ac  sin  (oc) — ftcsin  { {ab)  -{-  (ac) } 


+  2AÄCC' 
+  2AÄOC 
+  2AÄ'0C 
~2AÄOC' 
-2AÄ'OC 


oder      =  i 


2^BCB' 
+  2Ai^CC' 
— 2AÄ0C 
--2AÄ'0C' 
+  2ABOC' 
+2A»'0C 
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+  2^BCC' 

—i^BOC 

—i^BOC 

+ÜBCB'C 

+2^B0C 

+  2AÄOC 
— 2AÄCß' 


2^BCB' 
+  2ABCC' 
+2AÄ0C 
+2AÄ0C 

+  2BCB'C'  oder 

— 2AäOC 
— 2ABCC' 
— 2AfiOC 
—2^BCB' 

folglich  allgemein: 

%BCB'C'  =  a68in(a6)  -f-acsio  (ac)— 6c  sin  {(<i6)  -f  (ac)}. 

Für  Vierecke  mit  sich  durchkreuzenden  Seiten  wie  in  Fig.  2.  ist : 

abam(ab)  =  2^BCß', 
aea\n(ae)  =  2^BCC', 

6esin  {(a6)  +  (ac)}  ^  6csina 

=  («  +  »)(a'+e')»in» 

=s  tot' sin  o> -f  vv' sin  o -f  ttv' sin  » -f  vu' sin  o 
=r  2AÄ0C+  2Afi'0C'  +22ifiOC'  +  2Afi'  OC, 
also: 

ad  sin  (oÄ)  +  ac  sin  (ac) — 6csin  {(ab)  +  (ac)] 
2^BCB 
+  2^BCC' 
—2^B0C 
—2^B'OC' 
—2^B0C' 
—2^B'0C 

2AB0C 
+  2AÄ'OC 
+2^B0C 
+  2AB0C' 
-2AÄ0C 
— 2A»'0C' 
— 2AßOC' 
— 2AB'0C 
=  2AB0C— 2AÄ'OC'  =  2(iiB0C— /lÄ'OC')- 
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Hieroaeb  ist  alao  fBr  ein  Tiereck  mit  sich  nicht  dorchkren- 
zenden  Seiten: 

ab  ein  {ab)  -f  ae  sin  {ac)  —  bc  sin  { {ab)  -f  {ac)  \ 

=  J  oder 

'  ^{^BOC'-^^B'OCy, 

für  ein  Viereck  mit  sich  durchkreozenden  Seiten  ist  dagegen: 

abm  {ab)  -f  ac  sin  {ac)  —  6c  sin  {{ab)  -f-  (ac)} 


§.3. 

Um  den  Mittelpnnkt  O  (Pig.  3.  —  Fig.  6.)  denken  wir  uns 
mit  dem  gegebenen  Halbmesser  R  einen  Kreis  beschrieben,  neh- 
men in  dessen  Peripherie  einen  Punkt  A  an»  und  ziehen  den 
Halbmesser  OA9  welchen  wir  hierauf  von  OA  an  eine  Drehung 
nm  den  180^  nicht  übersteigenden  Winkel  AOB  erleiden  lassen, 
und  uns  dadurch  in  die  Lage  OB  fibergeführt  denken.  Jenachdem 
die  Drehung  des  Halbmessers  von  OA  an  nach  der  rechten  oder 
linken  Seite  ^)  hin  erfolgt  ist,  betrachten  wir  den  Winkel  AOB 
als  positiv  oder  negativ,  und  bezeichnen  den,  diesen  Winkel  mes- 
senden mit  demselben  Zeichen  wie  den  Winkel  genommenen 
Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  beschriebenen 
Kreise  durch  g».  Nun  ziehen  wir  die  Sehne  AB,  und  beschreiben 
über  derselben  als  Grundlinie  ein  Parallelogramm  ABCD,  dessen 
dorcb  A  und  B  gehende  einander  parallele  Seiten  AC  und  BD 
die  gegebene  Länge  r  haben.  Dem  FIficheninhalte  dieses  Paral- 
lelogramms geben  wir  mit  9  gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen, 
jenachdem  es  mit  dem  Mittelpunkte  O  des  mit  dem  Halbmesser 
R  beschriebenen  Kreises  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  der- 
selben Seite  der  Sehne  AB  liegt.  Ferner  lassen  wir  die  Seite 
JBD  des  Parallelogramms  ABCD  um  B  eine  Drehung  erleiden, 
wodurch  dieselbe  in  die  Lage  BE  kommt,  und,  wenn  DE  gezogen 
wird,  das  gleichschenklige  Dreieck  DBE  entsteht,  dessen  Flächen- 
inhalt wir  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  die  Dre- 
hung von  BD  um  B  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der 


*)  Selbitveratandiich  kann  man  diese  Seiten  aoch  mit  einander  ver- 
wechseln; nnr  die  Betrachtung  der  Figuren  erforderte  eine  solche  be- 
stimmte Annahme  wie  oben. 
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Urehang  von  OA  um  O  nach  der  rechten  Seite  hin  erfolgt  ist. 
Die  Winkel»  welche  die  Linien  AC  und  BE  beziehungsweise  mit 
den  Halbmessern  AQ  und  BO  des  mit  dem  Halbmesser  R  om 
O  beschriebenen  Kreises  elnschiiessen,  sfthlen  wir  ron  diesen 
Halbmessern  an  stets  nach  der  rechten  Seite  hin  von  0  bis  360", 
und  bezeichnen  die,  dieselben  messenden  Kreisbogen  in  einem 
mit  der  Einheit  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  beziehungs- 
weise durch  (tt  und  <»|.  Endlich  ziehen  wir  noch  die  Linie  C£, 
wodurch  das  Viereck  ABCE  entsteht,  dessen  Flächeninhalte  wir 
stets  mit  dem  Parallelogramme  ABCD  gleiches  Vorzeichen  bei- 
legen. Die  mit  den  ihnen  nach  dem  Vorhergehenden  zukommen- 
den Vorzeichen  genommenen  Flächeninhalte  des  Parallelograranis 
ABCD,  des  Dreiecks  DBE  und  des  Vierecks  ABCE  werden 
wir  im  Folgenden  beziehungsweise  durch  P,  ^,   F  bezeichnen. 

In  dem  in  Fig.  3.  dargestellten  Falle  ist  offenbar,  wenn  wir 
die  Winkel  immer  durch  ihre  Bogenmaasse  ausdrOcken,  and  die 
oberen  und  unteren  Zeichen  im  Folgenden  stets  beziehungsweise 
dem  ersten  nnd  zweiten  Theile  der  betreffenden  Figur  entsprechen 
lassen: 

^Ä  =  2Äsinlg>; 

Z.ABD  =  n-^iiu  +  jhp  -  4«)  =  4»— (o,  +  i(ph 
^ABE  =  2«— cui  — (4»— 19>)  =  a»— (üui  — 4g>). 

Also  ist: 

P  :=^  ^R  Binl<p6\n(<ü  +iip — in)  =?  —  2riZsin49>eo8(ov-f  ig')» 
±2A  =  r*sin{J:(«— wi  +  q))},    2^  =  r*sin(w— »^  +9); 
ond  nach  $.  2.  ist: 

2F=s      r{2Asin49— rcos(|ff— (»1— 4<)[)))}sin(ai-|-49>— ix) 
+  r  [2R^iD  i(p — rcos(cu-f  49  —  4''^)}  ^iii  il^  ~"  (*^i  -^M)' 
also: 

2  F  =  —  r  {2Ä  sin497  +  rsin(«|  —49)}  cos(cü  +  4^) 
—  r  {2Asin  4^— rsin  (ot  +  itp)}  cos(<öi  —  49)> 
oder : 
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2  F  =  r*8m(w  —  0*1  -|-  9)  —  2rÄ  sin \ip  {cos  (cw -f  1^)  -|-<^o8(ai|  — ig>)} 
=:  r*8iD (o> — c»!  +  g>)  — irReXn ^gocos i(w  +  W| )  cos  i(c»  —  »»i  4*  9)- 

In  dem  in  Fig.  4.  dargestellten  Falle  ist: 

iliß  =  — 2A8ini97; 

^ABD  =  «—  {ijc— (oi  +  i9?)}  =  (tf  +4g)  -  iTT, 
^ABE  =  oi,  — (Jw  +  \(p)  =:  (tfi— iy  —  i», 
-^^DBE  =  (0*1— Jy— i»)  — (ft»+i9-"i»)  =  fi»i— w  — y, 
Z.DBE  =  T  («  -«'i  +g))- 
Also  ist: 

—  P=— 2rÄsin498in{i»— (w.  +  i9)},  P=:— 2rÄsinig[)cos(w+4(jt)), 
^  2^=r*sin{T(«»--«'i  f  ^)}»  2A=r*8iii("» — «"i  +9); 

ond  nach  §.  2.  ist: 

—  2Fi=      r{— 2ÄsinJ9— rcos({»  — (w  +  ig>))}8iti(oij— iy  — i«) 

+  r{— 2Asini9) — r  cos  («4  — ^(p  — i»)}  sin  (J»  —  (w  +  4^)), 
also: 

2F=  —  r{2/2sini9>~rsin(ai-f  i^)}}  cos(<»|— i^)) 
—  r  {2/2sini9>  -f  r  sin  (0*4  —  \cp)\  cos  (w  +  J9), 
oder: 

2  F  =  r*sin  (w — a>i  +  g))  —  2r  Ä  sin  49 1  cos  (w  +  49)  +  cos  («1  —  i<p)} 
=  r* sin  (« — W|  +  9)  —  4r/2 sin  igo cos 4(<m  +  w,)  cos ^»  —  »1  +  9)» 

In  dem  in  Fig.  6.  dargestellten  Falle  ist: 
AB  —  "IRmi^fp', 

^JB2<C  =  2«— e»  +  (4ji-.49)  =  J«  — («,  +  49), 
^i<ßI>=3»-Uw-(«+4y)}=«+49— 5», 
^ABE  =  4^-^49 — (2w — «1)  =  «1 — 49>  — 1^» 
±,^DBE^  (wi — 49>  — I«)— (<*»  +  49'  — 1»)  =  »1— «— 9, 
^DBE=^  (w  — 0», +9). 
Also  ist: 

—  P=:2r/28in498in{i7S~-(«»  +  49)},  P=— 2rßsin49Cos(ai  +  49), 
T2A=r*»iii{iF(«»  — ®i  +9)1*  2A=r*fiin(»— «j-l-  9); 
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und  nach  $.  2.  ist: 

— 2F=    r{2jB8iD^  — rco8(|9r— (a»-f  ^9)})}8iD(iui— 19)— ;») 

•fr{2i28iD}^— rco8(«i— ^9— ;9K)}8in(i9C— (w-f  ft9>))» 
also: 

2F  =  —  r  {2128111  l^  —  rainC»  +  4^)}  co8(a»i  — 19) 
—  r{2A8in}9-f  r8in(a»|  — i9>)}co8((]u-|-^), 
oder : 

2  F  =  r*8iii  (« — 0»!  +  9) — 2rÄ8in  ^^{cos  (w  +  ig))  +  cos  (w|  —  \fp)\ 
=  i36in(cii — »1  +9) — 4ri28iii|9C08i((» -f  oi|)cosi(af— «I  +^). 

Id  dem  in  Fig.  6.  dargestellten  Falle  ist: 

^Äi4C  =4w+i9— (2»— «)  SS  ctf+J9— 4», 
^ilÄZ)  =  «-(«  +  J9-«Jjr)  =  J»-(w  +  49), 
^  JÄJB  =  i»  +  i9+2jr—  «ij  =  i«— (a»i  -  i9), 
db^/>ÄiB=U«-K-49)}-{4»-(«  +  *9>)}  =  «'-«i  +  9. 

Also  ist: 

Ps  — 2rJ28iiii9sin(ctf  4-19 -}»)=— 2ri2sini9C08(o>  4^49)» 
db2A  =  r«sin{±(«— w,  +9)},  2A=r*8in(w— wj  4.9); 

und  nach  §.2.  ist: 

2F=      r{— 2Ä8iD|9— rco8(o*  +  i9  — J«)}8io(iÄ— (w|  —49)) 
+  r  {— 2/2sini9— r cos{|»— K  —49))}  sin («  +  49—1*)» 
also: 

2  F  =r  —  r  {2J2sini9  -r  sin  (o»  4>  ^9)}  cos  (oii  ^^9) 
—  r  {2i2  sin  ^9  -f  r  sin  (c^i  —  49)}  cos  (lo  -f  I9), 
oder : 

2F  =s  r*sin(a#— Wi  +9)  —  2r/2sin49  {cos(ai  +  49)  +  C08(»|  —  49)  J 
=3  r*sin(«  — cwi  +  9) — 4r/2sin49COs4(«  +  a»|)cos4(« — wj  +  9). 

Hiernach  hat  man  die  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen; 

P  =  —  2rAsin)9CQs(fti -f  A9)* 
2A  =       r*sin(»— 0»!  +9) 
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und: 

2F«ss  r^gin((»  — iu|  +9)  —  2ri2  sinl^  {co8(w-f  i9)-f  cos(<uj— l^))}, 

aas    denen  eich  auf  der  Stelle  die  ganz  allgemein  gültige  Glei- 
chung;- 

(P+ A)—  F  =  rß8ini9{co8(w,  —  ig))— cos(co-|- J^)} 
oder: 

(P+^-  F=2rÄ8ini98ini(a»  +  «i)«inl(«  — w,  +g>) 

ergiebt. 

Aus  dieaen  Gleichungen  wollen  wir  nun  einige  Sätze  ableiten, 
auf  denen  die  Theorie  dea  Polarplanimeters  lediglich  beruhet,  und 
die  unmittelbar  zu  derselben  führen. 


§.  4. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dasn  der  Halbmesser  OA  nach 
einer  gewissen  Seite  hin  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Winkel 
<D  beschrieben  habe.  Diesen  Winkel  theilen  wir,  wenn  n  eine 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  in  n  gleiche  Theile,  und  setzen 
der  Kürze  wegen: 

—  =  9> 

wo  n  jedenfalls  so  gross  genommen  gedacht  werden  soll,  dass 
der  absolute  Werth  von  9  nicht  grosser  als  n  ist.  Für  einen 
jeden  dieser  durch  9  bezeichneten  Theile  machen  wir  eine  der 
im  vorhergehenden  Paragraphen  ausgeführten  Constroction  ganz 
analoge  Construction,  aber  in  solcher  Weise,  dass  alle  diese  ein- 
zelnen Constructiouen  sich  in  stetiger  Folge  an  einander  an- 
scbifesseo,  so  dass  also,  wenn  die  dem  ersten  der  Winkel  9  ent- 
sprechende Construction  von  der  Geraden  AC  ausgeht,  die  dem 
zweiten  der  Winkel  9  entsprechende  Construction  von  der  Geraden 
BE  ihren  Ausgang  zu  nehmen  hat,  und  so  fort  fOr  alle  Winkel  9 
bis  zu  Ende.    Dadurch  erglebt  sich  eine  Reihe  von  Winkeln 

CD,      0>|,       IO21      ®8y«9    (Dfi9 

welche  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  durch  ui,  tt>|  bezeich- 
neten Winkeln  analog  sind,  so  daas  nämlich  diesen  Winkeln  nach 
and  nach  die  Winkel 

0),  CD|;     coj,  »t;     (»«,  o>s;    co,,  04;...;     DOm^I,  On 
Theil  LI.  26 
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entsprechen.  Nun  aber  legen  wir  allen  unseren  folgendeo  Be* 
tracbtungen  die  Voraussetzung  zu  Grunde,  dass  wir  zu  der  An* 
nabme  berechtigt  sind,  dass  diese  Winkel,  wenn  wir  n  in's  Ud- 
endliche  wachsen  lassen,  immer  genauer  und  genauer  in  stetiger 
Folge  fortschreiten,  und  dass  ausserdem,  wie  auch  n  sich-Sndern 
möge,  die  Winkel  cd,  On  immer  dieselbe  Grösse  behalten,  in  wel- 
cher Rücksicht  wir  dieselben  im  Folgenden  auch  durch  cd,  Sl 
bezeichnen  werden,  wo  also  cd,  i^  von  n  nicht  abhfingen.  Die 
Werthe  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  durch 

bezeichneten  Grossen  werden  wir  im  Folgenden  fdr  die  einzelnen 
auf  einander  folgenden  Winkel  9  nach  der  Reihe  beziehungsweise 
durch 

Pl9       "«*       P%f      /\,...»      Pn\ 

Ai.    As,    As»    A4,..'t    A«; 

Fl»       rj,       Fj,      F4»...,       Vn 

bezeichnen. 

$.  5. 

Unter  den  im  vorhergebenden  Paragraphen  gemachten  Vor- 
aussetzungen wollen  wir  nun  zuerst  die  Summe 

^{(/'+A)-F} 

der  im  Allgemeinen  durch  (P+A) —  F  zu  bezeichoendeo  GrSasen 
einer  genauen  Betrachtung  unterwerfen,  indem  wir  insbesondere 
untersncheu  werden,  ob  diese  Summe  sich,  wenn  it  in's  Uoend- 
liche  wächst,  einer  bestimmten  Gränze  nähert,  und  welche«,  in- 
sofern dies  der  Fall  ist,  diese  Gränze  ist. 

Nach  §.  3.  ist: 

(Pi  +  Ai)—  Fl  =rÄsin4g){cos(<üi  — i^)— cos(ai  +  49){, 
(^.+  A,)  -  F,  =  rÄsin49{cos(<«,-ig))-cos(a^  +49)}, 
(Ps  +  As)  —  Fs  =  TRs\n\q>  {co8(ws— i9)  —  co8(w,  +  4g))}, 

U.      6.      W. 

(P«  + A«)—  F«=  rÄsin49{co8((»»--4g))— cos(W|i-i  +  l^)}; 
also,  wenn  man  addirt,  wie  man  folglich  übersieht: 
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folglich : 


"°äi 


sino»!  4-8iDafA-|*C({na>a  4-... -f  sin  ttifl.i    .     <P 

2 SIQ   -_ 

n  2» 


2«     f ^ + ^ 

Nun  ist  aber  der  absolote  Wertb  der  Smome 

eincüi  +  810(0,  + «in  iög  +  . . . -f  sin  «vn-i 

offenbar  niemals  grösser  als  it  —  1,  nnd  man  kann  also,  wenn  t 
eine  gewisse  positive  oder  negative,  absolut  genommen  die  Ein* 
beit  nicht  iiher8tei|;ende  Grosse  bezeichnet,  jederzeit 

sina>|  -f  sin oia-i- sin «^ •{*... 4- sin oifi^i  =  (n  —  I)e, 

folglich  nach  dem  Obigen: 

i>^''"^./.      ^      :    <»      cos(ai  +  ^)      cos(il-^l^) 

setzen.  Lässt  man  jetzt  n  in's  Unendlidie  wachsen,  30  nähern 
die  Grossen 

,,    r    .  *     ''^'^"+^    co»(a-^) 
(i-^)""'2;i'   — äT— '    — äi — 

sich  offenbar  sfimmtlich  der  Null;  also  nähert  anch  die  Grösse 
1  4>      cos(a,+  g)     co.(il-g) 

(1  -;?>*•""  äi Si —  + Jte — 

sich  der  Null;  nach  §•  1.  II.  nähert  die  Grosse 

86* 
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nnäz 


?~ 

2» 

sich  der  Einheit»  ond  die  Grosse  tRO  ist  constant;  also  nSbert 
sich»  wenn  n  in's  Unendliche  wächst»  off^bar  die  Summe 

der  Null  als  ihrer  Grftnze»  i^as  zu  dem  folgenden  Satze  führt : 

Lehrsatz. 
FCr  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  Ist 
Lim^{(P-f  A)-F}=:0. 


$*6. 

Femer  wollen  wir  untersuchen  ob  für  ein  in's  Unendliche 
wachsendes  n  auch  die  Summe  ^A  der  im  Allgemeinen  durch  ^ 
zu  bezeichnenden  Grossen  sich  einer  bestimmten  Grftnze  n&hert, 
und,  wenn  dies  der  Fall  ist,  zugleich  diese  Gränze  selbst  be* 
stimmen. 


Nach  {.  3.  ist: 


also: 


Ai  =  *r*  sin  (o  — idj  +~), 

O 

^,  =  ir«  sin{«|  —  1%  +  — ), 

As  =  4r«sin(o%- «%  +  —), 

u.    s*    w. 
All  =  4r*sin(i»iH.i  —  Ä  +  ^); 


^A 


O 

5=   ir*{co8((D—  a>|)+cos(»i— «a)+co8(i%— aj|)+..+cos(iön-i— a)}sin— 

+4r*{8in(a>— a>|)+8in(a),— itt|)+sin(a]^--«l)+..+8fn{«»--i--Ä)}cos— -» 
oder»  wenn  wir  der  Kfirze  wegen: 
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Q  =(cos(o)^cDi)4-cos(a>|--ca^'f  cos((o^--oj|)-f  ..-f  co8(fDH.i--- A)  Isin-—» 

0 

Q'  =  {sin(fl»-  0|)-f sio(0|  — co^-f  sin  (ob^— a|)-f --f  sin  (coa-i— A) }  co«-- 

setzen: 
Weil 

C08((D  —Ol)        S=  1— 28ini((D  — €9|)*, 
C08(0I|  — CO^       =  1— 28lDi(a>|— 0I^^ 

C08  (ffl^  —  0^)     =  1 — 28in  i((%  —  o^)* 

•  O»   8«    W. 

€08  ((Dii-1  —  A)  =  1 — 2  8!n  4  (»«.i  —  A)* 
i8t;  80  ist: 

n 

0 

— 2{8inKo>-fl^)*+8in|(oi  —  a^)*-f  •  ••  -f  «in  ji  (ttn-i  -  A)*}  sin  — 

sin  — 


fi 

0 

--2{sin^oH-oi|)^+8iDi(iDi--oi^H.*.-fsini(ahi-i---A)SJ8in-. 

Weil  die  fi  GrSssen 

0  0  0  0 

sin—,    sin—,    sin—,...,    sin  — 
n  ft  ft  it 

sSmihtlicb   einerlei  Vorieicben    haben,    so   ist   nacb   dem   Satze 
$.  1.  IIL: 

{sini(©—«,)«+sinl(ai|  — «,)•+. ..+8in4((D«-i-  Ä)«}  sin  — 

0  0 

=      sinKflo— *o)|)*8in — |-sin|(cO|  —  coa)*sin — \- 

It  fi 


0 
.  +  sin  Hohh-i — Ä)»  sin  — 
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s=      {sin — l-sln — |-8in — h...  +  «iii— } 

:=      it^sin  —  M{9\n  4(«— w^)*,  sin  4(c»i  —  o^*, . . . ,  sin  Hoht-i — ä)^ 

8in  — 
=      <P— ^ill{fiini(a)— CDj«    sini((»i-ca^V..,  «ini((D«-i— Ä)«}. 


Lässt  man  nun  it  in*s  Unendliche  wachsen,  so  ist  nach  dem  Satze 
§.  1.  IL: 

sin  — 

^^^ ^  =  *-       * 

n 

Ferner  nähern  nach  den  in  §.  4.  gemachten  Voraussetzungen  sich 
offenbar  die  Grossen 

sin i (cd — ©i)*,  sini(a)i— ©a)*,  sin^Ccoa — Wg)*—*  sini(wji-i— Ä)« 

sämmtiich  der  Null,  und  es  ist  also  augenscheinlich  auch 

Lim^{8in4(a)— G)i)*,  sini(G>|— oo^)*»'.«»  sin{((öa-i — Ä)*}=0. 

Weil  nun   O  eine  endliche  völlig   bestimmte  Grosse  ist,    so  ist 
nach  dem  Vorstehenden  offenbar  auch: 

O 
Llm.{sin4(a)-c»|)«+sini(a>4-coa)«+...+sini{ö)»-i— Ä)«}sin—  =  0. 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 

LimQ=  0^.1— 2.0,    also    LimQ=a>. 

Nach  dem  Obigen  ist: 

0'=  jsin(a)  -  Ol)  -|-siB(a»| — 009)i'sin(iO2— 08)-|-...-f  sin(o»«.i  —  Ä)}  cos—, 

und   folglich    fCr  ein  in's   Unendliche  wachsendes   n,  weil   unter 
dieser  Voraussetzung 

<P 
Lim  cos  —  =  1 
n 

ist: 
Lim  Q'  =  Lim  {sin  («—  ooi)  +  sin (cO|  —  not)  -f . •  •  -f  sin (o>ii~i  —  Sl)\ 
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insoferD  es  D&mlicb  eine  Gränze  tod 

8iD(a)— <Dt)  +  8iii(cD|  — 1%)  -f  •io(oa— ^  -f  •••  +  sId((0ii-4     A) 
wirklich  giebt.    Es  ist  abers 

sin  (» — 00|)-f  sin((»|  —  oos)  +  siD(na  —  Og)  +  •..  +  sio  (o>i»-.i  —  A) 

U.      8.      W. 

+  («.-i-Ä)     ^_^_^* 
und  haben  noo 

sämmtlicb  gleiche  VorzeicheD,  so  Ist  nach  dem  Satze  §.  1.  HL: 

sin  (od— lOi) -f  sin  (a)|  ^  iD^  +  siD  ((»2— »s) -f  •  •  «-f  si"  (^-1 '~''^) 

Ä        {{»—  «i)  +  («I  —  Wj)  +  ((»1  —  0)8)  + . ..  +  (»«-1  — Ä)} 

--(sin(a)— «i)     8in(io,  — (»a)     sin(oo2— «a,)         sin(a>m-i— «^)) 
X  Im  \ ff $    1: — »•••>  — ~;^ "o — I  * 

(        »—»1  ©4— ö^  CDs— 0)|  C0»-1 — W      ) 

also: 

sin  (w — »i)  +  sin  (»i  —  (»a)  -f  sin  ((»a—  «s)  +  • . .  +  sin  (»«-i  -—  ü) 

/       ox  M  («'"(«>— «>i)  sin(a)|— coa)  sip(a>a— (x^)      sin((o«-i— il)\ 
^  '      \    ö^— G)i  (»1— (»a  (»a— fl>8  »«-1— W     ) 

Wenn  nun  n  in's  Unendliche  wichst,  so  nähern  nach  den  in  $.  4. 
gemachten  Voraussetzungen  die  Grossen 

CO  — (»|,    iO|— a)|»    o)2"^^'***y  Wn—i— Ä 

sich  säramtricb  der  Null,  also  nach  dem  Satze  $.  1.  IL  die  Grössen 

sin(m — a)|)      sin(a)t— coa)      sin  (coa — <Pa)  sin  (con—i  —  ^) 

ö> — Wi  0| — GO^  ooa — »3  »«-1— Ä 


sich  sfimmtlich  der  Einheit,  und  es  ist  also  offenbar  auch: 


,.     ;m  f®'"("*""^i)    sin(o>|— <a»)    sin(c»a— Wg)        sln(oia.i— A) 

Liimilf  < » > »••! 

^     OD— l»l  Ck>|— -CD^  to^'-^to^  w«. 
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also  nach  dem  Obigen: 

Lim  {sio  (o»—  Oi)  -fsin  (oh  -^(»2)  +  sin  {^t — o^)  -f  ••  •  -|-sin(i»»-i — Sl)\ 

=  ((»— Ä).l  =  »-Ä, 
folglich  nach  dem  Obigen: 

Lim  Q*  =  flo—  A. 

Für  jetzt  gilt  dies  nur  nnter  der  Vorauseetzung,  dass  die  Grossen 

sftmmtlich  gleiche  Vorzeichen  haben,  oder  dass  die  Winkel 

stets  wachsen  oder  stets  abnehmen.  Wenn  aber  diese  Voraas- 
Setzung  nicht  erfüllt  ist,  so  wird  man  sich  doch  das  Intervall 
o>...<$2  immer  in  eine  endliche  Anzahl  von  Intervallen,  etwa  in 
die  vier  Intervalle 

a}*..oo  •    10  ••.00],    oO]*.*oo  •    00  •••M 

getheilt  denken  können.  In  deren  jedem  die  betreffenden  Winkel  ent- 
weder stets  wachsen  oder  stets  abnehmen,  also  die  in  Rede  stehende 
Voraussetzung  erffillt  ist.  Bezeichnen  wir  dann  die  Summen  der 
Sinus  in  diesen  einzelnen  Intervallen  beziehungsweise  durch 

*-",'  ^va'   ^nV   *V' 

SO  ist  nach  dem  vorher  Bewiesenen: 

Lim  5     o  =  »  —  Ä; 
folglich : 

LimS_   -fLImS        4- Lim 5        -fLiniiS     o  =  o>— A; 

also,  weil  offenbar 

Lim(5       -f5        -f5        -f 'S    o) 
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ist,  auch: 

uod  da  Dun  augeDscbeiDlich 
Lim  {8in(io—  a>i)  +  sin  (»i  —  a^)-f  siD  {m%  —  (ö|)  +  ..  .  +  (obi-i  —  Ä)} 

ist,  so  ist: 

Liin{slo(oi)-— cDi)-f  sin(oi>|  — a>2)-|-sin(oo^—  cd^ -(-... -f  sin  (coa-i—A)} 

=  (»— Ä. 
Hieroach  ist  also  jetzt  io  völliger  Allgemeinheit: 
Lim{siD(ai---«ait)+8iD(fl9i-~(ns)+slo((^^o>8)+*«-+0in(<»n-i~<A)} 

=  0)— Ä, 

uod  daher  nach  dem  Obigen  auch  in  vülliger  Allgemeinheit: 
LimQ'  =  (D— il. 

Weil  nun  nach  dem  Ohigen 

•    -sA  =  4r«(e+e') 

war,  so  ist  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n: 

Lim  27^1  =  ir>  Lim  (Q^QO  =  ^«^(LimQ+LimQ'), 
folglich  nach  dem  vorher  Bewiesenen: 

Lim  27A  =  ir«(a—  St^O)  *), 
was  zu  dem  folgenden  Satze  fuhrt: 

IfOhrsats. 
Für  ein  In's  Unendliche  wachsendes  n  ist: 
Lim ^A  =  ir*((o  -  A  -f  «). 


•)  Es  lag  nahe,  diece  Gleichang  aaf  eine  etwas  einfachere  und  kär- 
sere  Art  xa  beweisen,  was  aber  verschiedenen  Bedenken  unterlag,  wes- 
halb der  obigen  weitläufigeren  Darstellung  der  Vorsag  gegeben  warde. 
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§.7. 

Weil  offenbar 

Lim-2(P+  A)  =  l^im  2:P  +  Lim  2?^ 

ist,  iDSofern  es  nSmIich  eine  Gräoze  Lim2^P  wirklieb  giebt,  •<» 
ist  nach  §.  6. : 

Lim  -S(P+ A)  =  Lim-SP  +  4r»((ö—  Ä  +  «>), 

wo   es   dann   auch    die    durcb    diese  Formel    bestimmte    Gräoze 
LimZ(P-l-A)  wirklich  giebt.    Nach  §.5.  ist  aber: 

Lim2:{(P+A)-F}=0, 

und  giebt  es  nun  wirklich  die  Gränze  Lim  ^P,  nach  dem  Vorste- 
henden also  auch  wirklich  die  Gränze  Lim  27(P-f  A)«  ^^  kann  man 

Lim2?{(P+^)-.F}  =:Lim2:(P+A)-Lim2F 

setzen,  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  folglich: 

Lim  i:{P-\-  A)— Lim  2?  F  =  0, 
also: 

Lim-2;F  =  Lim-2:(P+A), 
folglich  nach  dem  Obigen: 

Lim  2:F=  Lim  2:P+ 4  r«(«-Ä+<P), 
was  zu  dem  folgenden  Satze  führt: 

Lehrsatz. 

Wenn  es  fär  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  die 
Gränze  Lim  HP  wirklich  giebt,  so  ist  für  ein  in's  Un- 
endliche wachsendes  n  jederzeit: 

Lim-2:F=  Lim-2;P+ir«(ö>— iß+a>). 

Ob  es  nun  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  die  Gräoze 
LimJ^P  wirklich  giebt,  ob  dieselbe  sich  vielleicht  durcb  ein  ge- 
wisses Verfahren  wirklich  bestimmen  lässt,  wodurch  natürlich 
auch  ihre  Existenz  von  selbst  nachgewiesen  sein  würde,  werden 
unsere  ferneren  Betrachtungen  zeigen. 

§.  8. 

Die  Theorie  des  Polarplanimeters,  zu  deren  Entwickelung  wir 
nun  übergehen  wollen,  setzt  voraus,  dass,  wenn  der  Pahrstift  den 
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Umfang  einer  Figor  durchläuft ,  wobei  der  Endpunkt  des  um  den 
Pol  «leb  bewegenden  Arms  immer  einen  Kreisbogen  oder  einen 
gansen  Kreis  beschreibt,  der  den  Fabrstift  tragende  Arm  in  seine 
successiven  Lagen  theils  durch  eine  Parallelbewegung,  thells 
durch  eine  drehende  Bewegung  übergeht.  Bei  der  ersten  dieser 
beiden  Bewegungen^  also  bei  der  Paratlelbewegung,  wird  sich,  wie 
auf  der  Stelle  erbellet,  auf  dem  Umfange  der  sich  drehenden 
Laufrolle  ein  Bogen  abwickeln,  welcher  dem  senkrechten  Abstände 
der  beiden  entsprechenden  äussersten  Lagen  des  durch  Parallel- 
bewegung sich  fortbewegt  habenden,  den  Fahrstift  tragenden 
Arms  Ton  einander  gleich  ist.  Dagegen  wird  sich  bei  der  zweiten 
Bewegung,  also  bei  der  drehenden  Bewegung,  ein  zwischen  den 
beiden  äussersten  Lagen  des  durch  Drehung  sich  fortbewegt 
habenden ,  den  Fabrstift  tragenden  Arms  liegender  Bogen  des 
Umfangs  der  sich  drehenden  Laufrolle  abwickeln,  welcher  zu 
einem  Kreise  geh5rt,  dessen  Halbmesser  der  Entfernung  des 
Mittelpunkts  der  Laufrolle  von  dem  Endpunkte  des  um  den  Pol 
sich  drehenden  Arms  gleich  ist.  Der  Umfang  der  Laufrolle  trägt 
eine  Theilong,  und  die  kleineren  oder  weiteren  Tbelle  der  durch 
die  unmittelbare  Theilung  des  Umfangs  der  Laufrolle  gegebenen 
Theile  werden  mittelst  eines  Nonius  abgelesen,  an  welchem  hin 
sich  der  drehende  Umfang  der  Läufrolle  bewegt.  Die  Bogen  der 
Rolle  werden  natürlich,  jenachdem  die  Bewegung  des  den  Fabr- 
stift tragenden  Arms  nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite 
hin  erfolgt,  nach  verschiedenen  Seiten  hin  sich  abwickeln,  und 
werden  selbst  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  Jenachdem  die 
entsprechenden,  von  dem  den  Fahrstift  tragenden  Arme  beschrie* 
beoen  Parallelogramme  und  gleichschenkligen  Dreiecke  oder  Sec> 
toren  nach  den  Im  Obigen  gegebenen  Bestimmungen  als  positiv 
oder  negativ  zu  betrachten  sind.  Abgelesen  wird  aber  die  Thei- 
lung der  Rolle  mittelst  des  Nonius  nur  zweimal«  nämlich  am  An- 
fange und  Ende  der  Bewegung  des  Fahrstifts,  und  die  Differenz 
der  beiden  Ablesungen  giebt  dann  offenbar  den  ganzen,  den  von 
dem  den  Fahrstift  tragenden  Arme  beschriebenen,  und  mit  ihren 
gehörigen  Vorzeichen  genommenen  Parallelogramme  und  Dreiecke 
oder  Sectoren  entsprechenden  abgewickelten  Bogen  des  Umfangs 
der  Rolle. 

Wir  wollen  jetzt.  Alles  in  einer  beliebigen  Maasseinheit  aus- 
gedrückt, die  Länge  des  den  Fahrstift  tragenden  Arms  durch  r, 
die  Länge  des  um  den  Pol  sich  bewegenden  Arms  durch  /2,  die 
Entfernung  des  Mittelpunkts  der  Rolle  von  dem  Endpunkte  des 
um  den  Pol  sich  bewegenden  Arms  durch  q  bezeichnen.  Der  In- 
halt der    umfahrenen  Figur   werde  durch  J  bezeichnet«     Ferner 
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seien,  in  derselben  Maasseiobeit  ansgedrCIckt,  die  beiden  abge- 
wiclcelteo  Bogen  des  Umfange  der  Rolle,  welche  der  Parallelbe- 
fregung  nnd  der  drehenden  Bewegung  des  den  Fahrstift  trage&dea 
Arms  entsprechen,  beziehnogs weise  S  und  6\  so  ist  offenbar: 

Lim  27P  =  r5*)    nnd    Limi'A  =  4.r.- =  ^. 

Wir  haben  nun  zwei  Fille  von  einander  sn  uoterschcideii 
n&mlich : 

Erstens:  Wenn  der  Pol  ausserhalb  der  umfahrenen  Figur 
angenommen  wird. 

Zweitens:  Wenn  der  Pol  innerhalb  der  umfahrenen  Figvr 
angenommen  wird. 

Jeden  dieser  beiden  Fälle  wollen  wir  jetzt  besonders  betrachtei. 

Erster    Fall. 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  der  eine  Theii  des  Umfangi 
der  umfahrenen  Figur  mit  einer  Bewegung  des  um  den  Pol  sieb 
drehenden  Arms  nach  der  positiven  Seite  hin,  der  andere  Tfaeii 
des  Umfange  der  umfahrenen  Figur  mit  einer  Bewegung  des  un 
den  Pol  sich  drehenden  Arms  nach  der  negativen  Seite  hin  um- 
fahren; und  unterscheiden  wir  nun  die  der  letzteren  Bewegung 
entsprechenden  Grossen  von  den  der  ersteren  Bewegung  ent- 
sprechenden Grdssen  durch  HinzufOgung  von  Sternchen  sn  den 
betreffenden  Grossen,  so  haben  wir  nach  $•  7.  offenbar  die  zw« 
Gleichungen : 

Lim -S  F  =  Lim -SP  +  ir«(a>— Ä  +  ©), 

Lim  2?  j^  =  Lim  ^i^ -f  ir<(  A— (D -f  ^) ; 
also: 

Lim  SV^UmSp=  Lim  2P  +  Lim  Sp^  \i^{9  +  i), 
wo  nun  aber  auf  der  Stelle  in  die  Augen  fliilt,  dass 

i  =  —  *,    also     ©  +  dJ  =  ©—  0  =  0, 
und  daher 

Lim  -S  F  +  Lim  sf:=:  Lim  SP  +  Lim  Zp 


*)  Man  vergleiche  den  Torhergehenden  Paragraphen  am  Ende. 
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ist.    Eben  so  leicht  übersieht  man  aber  auf  der  Steile,  dass  in 
diesem  Falle: ' 

J=Liiii2:F+Liiii2'l^, 

also  nach  Vorstehendem: 

Ist.    Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

Lim  EP  =r  rö.    Lim  Zp^^rh', 
also: 

J  =  rö +ro  =  r(5  +  ü). 
Ferner  ist  nach  §.6.: 

Lim -SA  =  4r«(c»  -  Ä  +  <P), 

Lim  ^A  =  irS(52  — (D4-  4^); 
also: 

Lim  ^A -f  Liim  ^A  =  i  r<(<P -f  <S) , 

folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

ist: 

Lim  2:  A  -f  Lim  2^  =  0. 
Nun  ist  aber,  wie  wir  oben  gesehen  haben: 

alao: 

Llm^A  +  Lim-rl  =  ^W  +  ö)  =  0, 
folglich: 

Daher  kann  man  nach  dem  Obigen  anch  setzen: 

J  =  rK5+S)+(«+6)}  =r{(5  +  «)  +  (o  +  ö)}, 
wo  offenbar 

(5  +  »)  +  (o  +  «) 
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die  ganse  Abwickelung  des  Umfanges  der  Rolle  ist,  welche ,  in 
der  zu  Grunde  gelegten  Maasseinbeit  ausgedruckt,  durch  die  Ab- 
lesung der  Rolle  erbalten  wird;  bezeichnen  wir  dieselbe  also 
durch  A»  so  ist: 

Zweiter    Fall. 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  der  Umfang  der  Figur  bloss 
mit  einer  Bewegung  des  um  den  Pol  sich  drehenden  Arms  nach 
der  positiven  Seite  hin  umfahren,  oder  kann  wenigstens  bloss  mit 
einer  Bewegung  des  um  den  Pol  sich  drehenden  Arms  nach 
dieser  Seite  hin  umfahren  werden,  so  dass  wir  also  In  diesem 
Falle  nach  $.7.  nur  die  eine  Gleichung: 

Lim  2?  F  =  Lim  2P^\r\m—  Ä  +  <P) 

haben;  offenl^ar  ist  aber  In  diesem  Falle: 

Ä  =  ©,     *  =  2w, 

also  nach  Vorstehendem: 

Lim  EV  =  Lim  SP  +  r««. 

Nach  §.  6.  ist  ferner : 

Lim  2:A  =  *r«(«  -  Ä  +  ^)  =  r««, 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  auch: 


Lim2A  =  ^ 


ist: 


•^  s=  r>«,    also    Q  =  2^n, 
Weil  nun  nach  dem  Obigen: 

ist,  so  ist: 

Lim  2:  F=:rc5 -fr*» 

=  r(5  +  ö— Ö)+f«« 
=  r(5  +  ö)+r«»— rö 
=  r(5  +  ö)+r»»— 2r^ff 
=  r(5+6)  +  (r«-2r^)«, 

folglich,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 


Digitized  by  VjOOQIC 


..^J 


\ 

elemenfar-mafhemni/scäer  EnMchelmiy,  415 

J  =  Lim  2?F+Ä«» 


ist: 


J  =  r  (ö  +  ö)  +  (ß*  +  r«— 2rp) «, 

alflOy  wenn  wieder  A  den  darch  die  Ablesung  der  Rolle  erhal- 
tenen, in  den  za  Grunde  gelegten  Maasstheilen  ausgedruckten 
Bogen  o  -f  ^  bezeichnet,  und 

wo  C  eine  Constante  bezeichnet,  gesetzt  wird: 

J  =  r  A  +  Cn. 
Setzte  man 

wo  auch  C  eine  Gonstante  bezeichnet,  so  wäre: 

J  =  rA  +  C', 

Wenn  wir  einen  der  unmittelbar  durch  die  Ablesung  des  No- 
nius  angegebenen  Theile  des  Urofangs  der  Rolle  als  Maassein- 
heit annehmen,  so  ist  A  die  unmittelbar  durch  die  Ablesung  des 
Nonius  erhaltene  vZahl,  und  also  eine  weitere  Reduction  der  Ab- 
lesung auf  eine  andere  Maasseinheit  nicht  erforderlich. 


8-  ö. 

Wir  wollen  jetzt  die  wirkliche  oder  lineare  Grosse  eines  Theils 
des  Umfangs  der  Rolle  durch  A,  die  wirkliche  oder  lineare  GrSsse 
eines  Theils  des  verjüngten  Maassstabes,  tiach  welchem  die  aus- 
zumossenden  Figuren  verzeichnet  sind,  durch  £,  die  entspre- 
chenden Flächeneinheiten  aber  durch  jf  und  L^  bezeichnen.  Mao 
habe  man  den  Inhalt  einer  beliebigen  Figur,  etwa  eines  Kreises, 
der  mit  besonderer  Genauigkeit  leicht  zu  verzeichnen  ist,  nach 
den  gewohnlichen  geometrischen  Methoden  durch  die  Flächen- 
einheit L^  ausgedrückt,  und  dadurch  für  den  Flächeninhalt  die 
Zahl  f»,  also  eigentlich  den  Ausdruck 

erhalten.  Dann  gebe  man  dem  den  Fahrstift  tragenden  Arme, 
dessen  Länge,  in  den  Maasstheilen  A  ausgedrückt  (§.  8,  am  Ende), 
r,  also  eigentlich  r.A  ist,  eine  solche  Länge,  dass,  wenn  man  — 
den  Pol  ausserhalb  der  in  Rede  stehenden  Figur  annehmend  — 
die  Figur  umfährt,  die  Rollenangabe  ^  ist;  so  ist  nach  dem  vor- 
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hergehenden  Paragraphen  der  Inhalt  der  Figur,  in  der  FIficheo- 
einheit  ^  ausgedrückt,  r^,  also  eigentlich 

und  wir  haben  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichang: 

f*  .Z'  ^=^r\ik ,  jfi> 
aus  welcher  sich 

ergiebt.  Umf&hrt  man  nun  mit  dem  auf  diese  Weise  eingerich- 
teten Instrumente  eine  beliebige  andere  Figur,  deren  Inhalt  i^ir 
durch  J  bezeichnen  wolleci»  so  ist  nach  dem  vorhergehenden 
Paragraphen : 

also,  wenn  man  den  vorstehenden  Ausdruck  von  r  einfuhrt: 

folglich : 

oder,  wenn  man  die  von'  der  Rolle  abgelesene  Zahl  A  unmittelbar 
auf  die  Flächeneinheit  £'  bezieht: 

J=  A, 

so  dass  also  jetzt  die  abgelesene  Zahl  ohne  Weiteres  den  in  der 
Flächeneinheit  des  verjüngten  Maassstabes  ausgedrückten  Flächen- 
inhalt jeder  mit  ausserhalb  angenommenem  Pol  umfahrenen  Figur 
giebt  Hat  man  nun  ferner  eine  beliebige  Figur  von  dem  Flächen- 
inhalte J  mit  innerhalb  angenommenem  Pol  umfahren,  so  ist  nach 
dem  vorhergehenden  Paragraphen  der  in  der  Flächeneinheit 
jt*  ausgedruckte  Flächeninhalt: 

J  =  rA  +  C, 
oder  eigentlich: 

also  nach  dem  Obigen: 
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Ij 


oder«  wenu 

man 

C^C'.f, 

setzt: 

Jz^A.U+Ci.L^. 

oder  kürzer: 

J=:A  +  C,, 

wenn  man  nur  die  Zahl  A+  Ci  auf  die  Fläcbeneipheit  L^  des 
veijSngten  Maassstabes  bezieht.  Berechnet  man  jetzt  nach  den 
gewohnlichen  geometrischen  Metboden  den  Flächeninhalt  einer 
leicht  zu  construirenden  Figur «  etwa  eines  Kreises,  und  findet 
dafilr,  in  der  Flächeneinheit  L^  des  verjüngten  Maassstabes  aus- 
gedrückt» die  Zahl  F,  umf&hrt  diese  Figur  dann  mit  innerhalb 
angenommenem  Pol,  und  findet  als  Rollenangabe  die  Zahl  Fi,  so 
ist  nach  dem  Obigen: 

F  =  Fi  +  Ci. 
folglich : 

wodurch  die  Constante  Ci  für  afle  Flächenmessungen  mit  inner- 
halb abgenommenem  Pol  ein  (Oralle  Mal  bestimmt  Ist,  natürlich 
mit  Bezug  auf  den  verjüngten  Maassstab,  mittelst  welches  die 
ausznroessenden  Figuren  verzeichnet  sind.  Für  jeden  besonderen 
verjüngten  Maassstab  wird  auch  der  den  Fahrstift  tragende  Arm 
des  Instruments  eine  besondere  Länge  erhalten. 


8.  10. 

V/äve  der  Ehibmesser  der  Rolle,  dessen  wirkliche  oder 
lineare  Groisse  wir  durch  )t  bezeichnen  wollen,  bekannt,  und  ent- 
hielte /  Maasstheile  L  des  verjungten  Maassstabes ,  so  dass  also 

«  =  /.£ 

wäre,  so  wäre  der  Umfang  der  Rolle: 

Theil  LI.  27 
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Enthält  der  UmfaDg  der  Rolle  X  Maasstheile  A^   so  ist  de 
wirklicbe  oder  lineare  Grösse  l.A,  folglich  nach  Vorsteheodam : 

also: 

A^2tn 

Hat  man  nun  eine  Figur  J'  mit  ausserhalb  angenommenem 
Pol  umfahren  und  die  Rollenaogabe  A'  erhalten»  so  ist  nach  $.8. 
bekanntlich : 

Berechnet  man  aber  den  Inhalt  dieser   Figur  geometrisch    oach 
dem  veijfingten  Maassstabe»  und  findet: 


J'sp'.I.«. 

so  ist: 

rA'.^  =  ,t'.A«, 

also: 

folgiicb 

nach  dem 

Obigen: 

*  —  t . 

Eigentlich  ist  die  wirkliche  oder  lineare  Grosse  des  den  Fahrstift 
tragenden  Arms  hiernach: 

oder   io   der  Maasseinheit  L   des   veijOngten  Maassstabes  ans» 
gedrfickt : 


A''4/»««*Z/ 


also  nach  dem  Obigen: 
also : 
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Nach  §.  8.  ist  allgemein : 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 


oder: 


folglich : 


J=^.A.L^ 


Macht  man  nun  den»  den  Fahratift  tragenden  Arm  so  lang,  dass 
A'  =  ft'  ist«  80  ist: 

J=A.£«, 

oder»  wenn  wir  nur  die  Ablesung  A  auf  die  Flächeneinheit  L^  be- 
zieftwn,  kürzer: 

J  =  A, 

wie  wir  schon  im  vorhergebenden  Paragraphen  gefunden  haben. 
Wenn  aber  A^  =  f»'  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  der  in  der 
Maasseinheit  L  ausgedruckte»  den  Fahrstift  tragende  Arm: 

und  80  lang  muss  man  also  den  Artn,  weicher  den 'Fahrstift  trägt, 
machen,  damit  A'  =  fi'  sei,  die  Rolle  also  den  in  der  FlSchen- 
eiubeit  L^  ausgedrückten  Flücheoinhalt  der  umfahrenen  Figur  un- 
mittelbar  angebe. 

FSr  A'  =  fi'  ist  nach  dem  Obigen : 

Hat  man  die  Figur  J  mit  innerhalb  angenommenem  tpol  um- 

27  • 
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fahren,  so  ist,  in  Bezug  anf  die  Flächeneinheit  I?^     wie    im  vor- 
hergehenden Paragraphen : 

und  die  Constante  Cj  wird  wie  dort  bestimmt. 

§.  II. 

Wir  wollen  uns  nun  noch  vorlegen  die  folgende 

A  u  f  1^  a  b  e. 

Man  soll  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts  so  be- 
stimmen, dass  bei  einer  Verjüngung  von  -  in  tfeiof 
auf  die  wirkliche  Maasseinheit  M  jede  Maasseinbei' 
A  des  Umfangs  der  Rolle  der  Flächeneinheit  JV^  ent- 
spricht. 

Auflosung. 
Well  für  A'  =  l  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe 

werden  soll,  so  ist  wegen  der  aus  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen bekannten  Formel 

offenbar  yJ  =  1,  also  A'  =r  ^\  folglich : 


'=A^' 

und  daher  die  Länge 

des  Arms  des  Fahrs 

.A^k,j^. 

Der  Umfang  der  Roll« 

i  ist 

X.A 

oder    2/».L, 

also: 

X.A  =  'iln.L. 

und  folglich : 
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und    die  Läoge  des  Arms  des  Fatirstifts   ist  nach  dem  Vorher- 
gehendeo : 

Nun  ist  aber -Dach  der  Bedingnng  der  Aufgabe: 

£  =  -.J!f, 
also  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts: 

Ist  die  Länge  des  Halbmessers  der  Rolle,  In  der  Maasseio- 
heit  M  ausgedruckt,  t.ü/,  so  ist: 

l.L=zt.M, 
also: 

folglich  Izsat,  und  daher  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts: 

Ist  nun,   für  eine  andere  Maasseinheit  il#',   die  Länge  des 
Halbmessers  der  Rolle  t\]0^;  so  ist 

also: 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehendeo  die  Länge  des  Arms  des 
Fahrstifts: 

also,  wenn  man  M=k.JU^  setzt,  die  Länge  des  Arms  des  Fahr- 
stifts: 

IX,  k^    i 
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UaDäjos  in  seineiD  Lebrbuche  der  praktischen  Geo- 
metrie. S.  482.  giebt  das  folgende  Beispiel: 

I 

„Es  soll  der  Inhalt  der  Figur  so  aosgedrückt  werden,  dass  na<^ 
dem  grosseren  der  bei   dem  vormaligen  Hannoverschen  Ltaad«»- 

Oekonomie  -  Collegium  angewandten   Maassstabe  von  w>|«>q  o  Ver- 
jüngung jede  Ablesung  sqn  iqqö  ^^^  Cmfanges  der  Rolle    eine 
Quadratrnthe  darstellt" 
Hier  ist  also: 

«  =  2133,3 

und   für  den  gebrauchten  Planimeter  war  nach  der  Angabe    Ton 
Hunäus: 

;i=1000,    2t' =  19,6««. 

Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ist: 

il/=lo,     ilf'=;l"«". 

Ferner  ist  nach  der  Angabe  von  Hunäus: 

1'  s=  0,29209«  =B  292,09«« 

und  fofglicb,  die  Ruthe  zu  16  Fuss: 

10  =  16.292,09«^, 
also : 

)fe  =  16.292,09. 

Folglich    ist  nach  der  obigen  Formel   die  Länge  des  Arms   des 
Fahrstifts,  in  Millimetern  ausgedrückt: 

16« .  292,09«        1000 


'    2133,3«      •19,6.3,14 
oder : 


/l6.m09V  .  19.6.3.14  _  -g^ 
V   2133.3  )  '      lUOO      ~  ^^'^ 

ganz  wie  a.  a.  O. 
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Allgemeine    analytische   Theorie   der   Function   n{x) 
and  über  eingebildete  Dreiecke  and  Vierecke. 

Von 
dem  Herausgeber. 


filiileltanK. 

Ich  darf  wohl  bei  deneo,  welche  dieser  Abhandlung  einige 
Aufmerksamkeit  schenken  werden,  eine  allgemeine  Kenntniss  der 
ursprünglich  durch  die  uralte  Schwierigkeit^  welche  seit  des 
Eudrdes  Zeiten  die  Georoeter  in  der  Theorie  der  Parallelen 
gefunden  haben,  veranlassten  neueren  Untersuchungen  von  Gauss, 
Lobatsqhewsky  und  Bolyai  voraussetaen«  und  kann  mich  daher 
weiterer  Erörterungen  über  diese  sehr  verdienstlichen  und  interes- 
santen Arbeiten  und  Ansichten  enthalten ,  die  sich  übrigens  auch 
auf  zweckentsprechende  Weise  in  hier  gebotener  Kürze  nicht 
würden  geben  lassen.  Jedenfalls  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  diese 
mit  der  Theorie  der  Parallelen  in  Verbindung  gebrachten  Unter- 
suchungen and  Betrachtungen  für  den  in  der  mit  logischer  Strenge 
und  Consequenz  überall  einherschreitenden  euclidischen  Geometrie 
gebildeten  und  erwachsenen  Jünger  der  Wissenschaft  gewistser- 
massen  etwas  Mysteriöses  haben,  wozu  noch  kommt,  dass  die- 
selben gewiss  noch  sehr  der  weiteren  Ausbildung  und  Verdeut- 
lichung bedürfen,  um  allgemeineren  Eingang,  als  dies  bis  jetzt 
der  Kall  Ist,  finden  zu  können ,  weshalb  ich  es  auch  keineswegs 
billigen  kann,  wenn  von,  denselben  schon  jetzt  in  einer  nach  meiner 
Meinung  sehr  voreiligen  Weise  auf  dem  von  den  oben  ge- 
nannten Mathematikern   betretenen  Wege  für  die  Lehr- 
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buch  er  der  Geometrie  nnd  den  geometrischen  Elementar  nuterricht 
Gebrauch  gemacht  wird,   wie   dies  wenigstens    in  einem    öfters 
genannten,   und  wegen  dieses  Gebrauchs   hin  und   wieder   selbi^t 
gerühmten  Lehrbuche    bereits    geschehen  Ist,  wogegen  ich   mich. 
wie  schon  gesagt,    in   der  bestimmtesten   Weise   erklären    muss. 
Um  jedoch  nicht  missverstanden  zu' werden,  darf  ich  zu  beraerken 
nicht  unterlassen,   dass   ich    es  nicht  bloss  für  ganz  aogemessetit 
sondern  seihst  für  sehr  lehrreich  halte,  wenn  die  Theorie  der  Pa- 
rallelen in  den  Lehrbüchern  der  Geometrie  künftighin  in  der  Dicht 
den  geringsten  Zweifel,  nicht  die  geringste  Dunkelheit  lassendeo 
Weise  —  welche  aber  streng  genommen  mit  den  eigentlichen 
Ansichten  der  oben  genannten  Geometer  gar  nichts  zu  thun  bat, 
wenn  auch  als  durch  dieselben  veranlasst  angesehen  werden    kano 
—  behandelt  wird,  wie  ich  In  meiner  Abhandlung:  „Geber   den 
neuesten  Stand  der   Frage  von  der  Theorie  der  Paral- 
lelen" in  diesem  Archiv.  Tbl.  XLVU.  Nr.  XXIV.  S.  307.   ge- 
zeigt habe;  ja  dass  ich  selbst  wünsche,  dass  diese  Entwickelung 
der   Parallolentheorie    in    den    geometrischen    Elementarunterricht 
Eingang  Guden  möge,  glaube  ich   dadurch  am  Deutlichsten    und 
Bestimmtesten  an  den  Tag  gelegt  zu  haben,  dass  ich  dieselbe  in 
die  so  eben  erschienene  seebste  Auflage  meines  „Lehrbuchs 
der  ebenen  Geometrie.   Brandenburg  a.  d.  H.  ]870.'Vwenn 
auch  vorläufig  nur  in  der  Form  eines  „Anhangs.  S.  60  —  S.  76." 
aufgenommen  und  mit  aller  Strenge  und  Deutlichkeit  für  deu  Ge 
brauch  zum  Unterrichte  darzustellen  gesucht  habe. 

Unbedingt  ist  es  ein  sehr   grosses,  nicht  genug  anzuerken- 
nendes Verdienst  von  E.  Beltrami,   zuerst  in   einigen  sehr  be- 
merkenswerthen  Abhandlungen  gezeigt  zu  haben,  dass  diese  ganze 
Thef»rie  von  ihrer  geometrischen  Seite,  in  der  Auffassungs- 
weise von  Gauss,  Loba tschewsky  nnd    Bolyai,   nur  richtig 
verstanden   und   in   ihrer   eigentlichen  Bedeutung   gehörig   aufge- 
fasst  und  gewürdigt  werden  kann  durch   gewisse  Untersuchungen 
über  die  krum  men  Flächen  im  Allgemeinen,  ohne  welche 
Alles   unklar   bleibt,   und   der  Gefahr   ganz  unrichtigen  Verständ- 
nisses   und    ganz   schiefer   Auffassung   unterliegt,   was  auch   den 
becsten  Beweis  «lafür   liefert,   dass  e8  im  höchsten  Grade  bedenk- 
lich und  gefährlich  ist,  ja  nur   zu  leicht  zur  Verwirrung  der  An- 
fänger führen  kann,  wenn  man  von  dieser  neueren  Paralielentheorie 
für  den  geometrischen  Unterricht  auf  Schulen   in  anderer  als  der 
von  mir  in  meinen  oben  genannten  Schriften  gezeigten  Weise  Ge- 
brauch machen  zu  dürfen  glaubt,  welche  meine  eigene  Ansicht  in 
den  gegen  mich  ausgesprochenen  Ansichten  einer  grossen  Anzahl  der 
ausgezeichnetsten  mathematiscben  Lehrer  eine  mir  sehr  werthvolle 
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UnterstiltzuDg  findet.  Wer  6ich  —  vorlSafig  ohne  alle  tiefer  gehenden 
analyti:«cb-geometriachen  Entwickelungen  -*  eine  recht  deutliche  Ein- 
sieht in  die  eigentliche  Natur  dieses  aus  geometrischemGesichts- 
punkte  betrachteten  Gegenstandes  verschaffen  will,  den  kann 
ich  auf  nichts  Besseres  verweisen,  als  auf  die  ,>Note  sur  Tim« 
possibilit^  de  d^niontrer  par  une  construction  plane 
le  principe  de  la  th^orie  des  paralleles  d i t Postalatiim 
d'SucUfle.  Par  J.  Hoüel,  Profe'sseur  ä  ia  Facult^  des 
sciences  de  Bordeaux.  (Extrait  des  Proc^s  -  verbaux 
des  s^ances  de  la  Soci<$t^  des  Sciences  physiques  et 
naturelles  de  Bordeaux,  8<$ance  du  30  Decembre  1869), 
\m  sich  alles  hier  zur  Sprache  Kommende  mit  tiefer  Einsicht  und 
daraus  entspringender  ungemeiner  Klarheit  entivickelt  und  dar- 
gestellt findet.  —  So  viel  hier  Ober  die  geometrische  Seite  dieses 
wichtigen  und  interessanten  Gegenstandes;  lange  Beschäftigung 
gerade  auch  mit  dieser  ^elte  desselben  wird  mir  hoffentlich  spSter- 
bin  Gelegenheit  geben,  meine  betreffenden  Untersuchungen,  die  — 
so  wie  nach  meiner  Meinung  dieser  ganze  Gegenstand  überhaupt 
—  zur  Zeit  noch  mehrfach  der  Klärung  und  allseitigen  von  allen 
ZweifeJD  freien  Begründung  bedürfen,  in  dieser  Zeitschrift  in  ver* 
schiedenen  Abhandlungen  mitzutheilen. 

Neben  seiner  geometrischen  Auffassung  giebt  dieser  Gegen- 
stand aber  auch  Veranlassung  zu  durchaus  nicht  aus  den  Gränzen 
der  gewuhnlichen  Analysis  heraustretenden,  für  und  durch  sich 
selbst  verständlichen  selbststandigen  rein-analyti lachen  Unter- 
suchungen und  Entwickelungen,  welche  zu  verschiedenen  fiir  sich 
interessanten  rein-analytischen  Resultaten  führen.  Dieser, 
wie  .ich  glaube,  in  mehrfacher  Röcksicht  in  eigenthfimlicher  und 
selbstständiger  Weise  durchgeführten  Untersuchung,  bei  der  ich 
mich  jedoch  bemühet  habe,  eine  möglichste  Uebereiustimroung  mit 
den  namentlich  von  Lobatschewsky  tbeilweise  schon  gefundenen 
Resultaten  zu  erzielen,  weshalb  ich  auch  absichtlich  von  der  von 
demselben  gebrauchten  Bezeichnung  nicht  abgewichen  bin,  ist  die 
vorliegende  Abhandlung  gewidmet,  welche  ich  unter  verschiedenen 
hierher  gehörenden  Abbandlungen  jetzt  zuerst  veröffentliche,  weil 
ich  immer  der  Meinung  gewesen  bin,  dass  es  zweckmässig  sein 
mochte,  diese  für  sich  bestehenden  rein  -  analytischen  Unter- 
suchungen zuerst  möglichst  zu  erledigen,  bevor  man  sich  zu  den 
betreffenden  geometrischen  Untersuchungen  wendet.  Deshalb 
lasse  ich  mich  für  jetzt  anch  auf  einen  Nachweis  der  zwischen 
diesen  beiden  Seiten  unseres  Gegenstandes  bestehenden  Bezie- 
hungen hier  gar  nicht  ein,  indem  ich  es  —  wie  gesagt  —  hier 
vorläufig  nur  mit  einer  ganz  für  sich  bestehenden  rein-analytischen 
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UotersuchuDg  za  thun  babeo  will,  und  bemerke  daher  zum  Scblnss 
dieser  £inleituDg  nqr  nocb  aosdriicklich  uod  in  der  be- 
stimmtesten Weise,  dass,  wenn  im  Folgenden  von  imagi« 
nUren  oder  •—  wie  leb  lieber  sagen  mochte  —  eingebildeten 
Dreiecken,  Vierecken  q.  s.  w.  die  Red^  sein  wird,  man  darin  ja 
nicht  in  ein  gewisses  mysteriöses  Dunkel  gehüllte  geometrische 
Gebilde  suchen  darf,  indem  schwerlich  ein  Mathematiker  grosseren 
Abscheu  als  ich  vor  mysteriösen  Dingen  in  seiner  ganzen  Wissen- 
schaft haben  k^np,.  weil  mir  stets  vollständige  Klarheit  und  Bestimmt- 
heit am  Höchsten  gestanden  und  gegolten  hat;  die  obigen  Ausdrficke 
sind  nichts  weiter,  und  sollen  nichts  weiter  sein,  als  möglichst 
kurze  Bezeichnungen  für  gewisse' rein  •analytische  Beziehnngeo, 
deren  völlig  klare  und  bestimmte  Auffassung  gewiss  für  Nie- 
manden mit  der  geringsteh  Schwierigkeit  verknüpft  sein  wird. 
Hiermit  glaube  ich  den  Gesichtspunkt,  welchen  man  bei  Bear- 
tbeilung  dieser  Abhandlung  lediglich  festzuhalten  hat»  nach  meinem 
Wunsche  völlig  deutlich  dargelegt  zu  haben ,  und  hoffe  bald  anf 
die  oben  besprochene  geometrische  Seite  dieses  Gegenstandes 
zurückzukommen. 


Erstes  Kapitel. 

Die  Fanction  n(x)  im  Allgemeinen. 


Die  Untersuchung,    mit  welcher   wir   uns   biör   beschäftigen 
werden,  betrifft  die  beiden  Functionen 

und 


wo  e  seine  bekannte  Bedeutung  bat;  wir  wollen  diese  beiden 
Functionen  der  Kürze  wegen  beziehungsweise  durch  tpiop)  und 
'^(x)  bezeichnen,  und  werden  also: 

setzen. 

Weil  bekanntlich  für  jedes  x 
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ist,    8o  ist  filr  jedes  positiTe  x  offenbar  auch   e*  stets  positiv; 
ferner  ist  klar«  dass 

c*  =  1    oder    e*  >  1 

ist,  jenachdeiD 

o;  =  0    oder    o:  >  0 

ist.     Weil  nun 

1 

ist,  so  ist  auch  für  jedes  negative  x  stets  e*  positiv,  und  es  ist 
io  diesem  Falle  offenbar 

c'  =  1    oder    e*  <  1, 
jenachdem 

a:  =  0    oder    a?  <  0 

ist.  Hieraus  sieht  man,  dass  ^-i-e-*  stets  positiv  und  grosser 
als  die  Einheit  ist,  so  dass  also  von  einer  Unterbrechung  der 
Stetigkeit  der  Fünctionea  q>{x)  und  ^(^)»  wenn  man  sich  x  ron 
— X  bis  +^  stetig  Terändern  lässt,  gar  keine  Rede  sein  kam. 

Weil 

q?(a:)  = 


ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  q>{x)  stets  positiv. 
Weil  ferner  nach  dem  Obigen  offenbar 

e+«  =  +00 ,    C-«  =  0 

ist,  so  ist  klar,  dass 

y(— QO)=rO,     9(  +  oo)  =  0 

ist  Endlich  ist  offenbar  ^(O)  =  1,  und  auf  folgende  Art  lässt 
sich  leicht  zeigen,  dass  nur  fär  o;  =  0  die  Function  tp{x):=z\ 
werden  kann.    Aus 

folgt  nämlich 
also: 
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(e*  +  6-')«  =  4, 

e^x  ^  g-«*_  2€«c-*  =  0, 

folglich : 

e*  =  e-*,    c**  =  e-'  c*  =  1 

and  daher  2j;  =  U,  o;  ==  0>  so  dass  also  j?=0  der  einzige  IVerth 
von  X  ist,  ßir  weichen  9  (or)  =:  1  wird. 

Durch  Differentiation  der  Function  fp{x)  erhält  man  leicht: 

woraus  sich  nach  dem  Obigen  ergiebt,  dass  q>'(x)  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  x  negativ  oder  positiv  ist;  fü'r  ar=0  ist 
q)'(0)=:0.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  man  sich  x  von 
—00  bis  4-^  stetig  verändern  lässt,  (p{x)  zuerst  vt>n  0  bis  1  stets 
wächst,  und  dann  von  1  bis  0  stets  abnimmt;  den  grössten  Wertli 
1  erhält  fp{x)  fär  a?=L 

Weil 

2  2 


y(^)  =  .xj,.->x'     9?(-a:)  =  ; 


ist,  so  ist  allgemein: 
2).    .    .    .\    .    .    .    .      q>{x)=zip(^x). 
Aus  der  Gleichung 


^(a?)  = 


c*  +  e-* 


ergiebt  sich  mittelst  des  Obigen  leicht,  dass  '(/^(ar)  für  negative 
und  positive  x  beziehungsweise  stets  negativ  und  positiv  ist 
Ferner  ist  offenbarip(0)  =  0,  und  auf  folgende  Art  lässt  sich  leicht 
zeigen,  dass  nur  fiir  ar  =  0  die  Function  tp(a:)  =  0  werden  kann. 
Aus 

folgt  nämlich: 

c'—  e-*  =  0,     e^'  —  e^  e-'  =  e«J^  —  1  =  0,     e**  =  1 ; 
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also  2d;  SS  0,  x^O;  woraus  sich  ergiebt,  dass  x  =  0  der  einzige 
Wertb  von  x  ist,  fOr  welcben  ^(x)  =  0  wird. 

Nach  dem  Obigen  ist,  wie  man  leicbt  findet: 

i+^('')  =  :^+^s  =  e-'ieß  +  e-')' 

also  offenbar: 

l+^(_Qe)  =  0,    l--tf;(+Qo)  =  0; 
folglich: 

Dnrch  Differentiation  der  Function  ^(o:)  erhält  man  leicht: 

^ ,.  ,      8'f'(^) _  (€'  +  €'')(€' +  e-')^(e'^e-')(e''^e-*) 
*  W  =  "8^- (e*  +  6-')« 

ivoraus  sich  ergiebt »  dass  der  Differentialquotient  if^'(d:)  stets  po- 
sitiv ist.  Wenn  man  sich  also  x  von  —od  bis  -f-^^o  stetig  ver* 
ändern  lässt,  so  wird  ^f(x)  von  — l  durch  0  hindurch  bis  +1 
stets  wachsen;  den  Werth  0  erhält  '^(a:)  ffir  ^  =  0. 

Weil 

ist«  so  ist  allgemein : 

3) ifix)  =  —  if;(— o?).     . 

Sehr  leicht  findet  man: 

also  allgemein: 
4) J9Wl*  +  {i/^(*)}»=l. 
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§.2. 

In  dem  vorhergehenden  Paragraphen  haben  wir  gesehen»  dass, 
wenn  man  sich  x  von  •— X)  bis  -f  od  stetig  verändern  iässt,  die 
Function  g>(x)  zuerst  stetig  von  0  bis  -f  j  wächst,  dann  stetig 
von  -1-1  bis  0  abnimmt;  dagegen  die  Function  ^(x)  von  ^1 
durch  0  hindurch  bift  ^1  stetig  wächst;  ausserdem  ist  allgemein: 

Es  wird  also  offenbar  immer  einen  als  eine  Function  von  x  zu 
betrachtenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Längeneinheit  als 
Halbmesser  beschriebenen  Kreise  geben  mtiasen,  dessen  Sinus 
ond  Cosinus  beziehungsweise  die  Functionen  ip(x)  und  ilf(x)  sind, 
und  dieser  Kreisbogen  wird  offenbar»  wenn  man  sich  x  von  —od 
bis  -|-Q0  stetig  verändern  lässt»  von  n  bis  0  stetig  abnehmen^ 
oder,  wenn  man  sich  x  von  +qd  bis  — x  stetig  verändern  lässt, 
von  0  bis  tt  stetig  wachsen  müssen,  insofern  man  denselben  stets 
als  positiv  und  nicht  grosser  als  n  annimmt.  Diesen  als  eine 
stets  positive  und  die  halbe  Peripherie  n  nicht  überschreitende 
Function  von  x  betrachteten  Kreisbogen  wollen  wir  im  Folgenden 
durch  n(x)  bezeichnen,  und  haben  also  nach  dem  Vorhergehenden 
die  beiden  Gleichungen: 

5).   .   .  sinn(.r)  =  ^^— ,     cos n(ar)  =  ^ ^ ^^^ ; 

wo  also,  wenn  man  sich  x  von  — cd  bis  -f  oo  stetig  verändern 
lässt,  sini7(a:)  zuerst  stetig  von  0  bis  -f  1  wächst,  dann  steüg 
von  -f  1  bis  0  abnimmt;  dagegen  cos 27(0?)  von  — 1  durch  0  hin- 
durch bis  -fl  stetig  wächst;  indem  der  Kreisbogen  27 (:r)  von  k 
bis  0  stetig  abnimmt.  Die  Function  sini7(:r)  ist  stets  positiv, 
dagegen  ist  cosi7(;r)  positiv  oder  negativ,  jenachdem  x  positiv 
oder  negativ  ist. 

Rficksichtlich  der  analytischen  Bestimmung  von  i7(ar)  ist  Fol- 
gendes zu  bemerken. 

Setzen  wir  der  Kurze  wegen: 

_  2  1    1    /      2      \* 

6) 5(^)  =  ___  +  -.-.|__-j 

U^   1    / 2 \' 

■•■2.4.6'7'Ve'+«-V 
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wo  offenbar  o  (o;)  =  c5  (—  x)  Ist,  so  ist  bekanntlich 

2 
Arcsin^jq7^=  o(a:), 

und  die  Reihe  aaf  der  rechteu  Seite  der  Gleichung  6)  convergirt, 

2  *  2 

weil  —r-, nicht  grCsaer  als  die  Eiobait  ist   Weil  aber  -r-j 

e* -f- €"*  e*-f-c~** 

positiv  ist,  so  liegt  bekanntlich  i^{x)  zwischen  0  und  \n.    Man 

kann  also,  weil 

ist>  offenbar 

n(a?)  =  5(a:) 

setzen.    Weil  aber 

sin{;s — id{x)]  =  sino(4P) 

ist,  und  n{x)  nur  zwischen  0  und  n  liegen  soll,  so  kann  man 
offenbar  auch 

nix)=  »  — ö(ar) 

setzen.  Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  cos  n(ar)  positiv  oder 
negativ  Ist,  jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist,  so  wird  man 
offenbar 

mx)  =  ö  (x)    oder    n(x)  =  w—  S  (a:) 

zu  setzen  haben,  jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist;  und  es 
kann  also  auf  diese  Weise  n(x)  immer  sicher  bestimmt  werden. 

Ist  also  X  positiv,  so  ist: 

mx)  =  q(x),    n{—x)  =  Jü  -  5(a:); 
also: 

n{x)+n{^n)  =  n; 

ist  X  negativ,  so  ist: 

n(x)  =  «  —  ö  (x),     II(— 0?)  =  ö  (ar) ; 

also  wieder: 

daher  ist  immer: 
7) n(ar)+n(— ar)  =  «. 
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Ffir  j?  =  y  ist  natürlich  biernacfa 

n{x)  =  uii,). 

Weil  wegen  der  Formein  6) 

sin  11(0)  =  1,    cos  IT(0)  =  0 
ist«  und  27(ar)  zwischen  0  nnd  n  liegt»  so  ist: 
8) n(0)  =  J». 

§.3. 
Es  ist 

*«n.,l77^^^«  ~  8inin(:r)« _  l-cos2I(^)*) 
tangin(a;)«  =  ^^^^^QW  "=  H-  cos  ZI(^)     * 

also,  wenn  man  für  cosi7(a:)  seinen  Werth  aus  5)  einführt ,  wie 
man.  mittelst  Richter  Rechnuog  findet: 

tang4il(a:)«  =  ?|^=ij-^. 

Ist  nun  X  positiv,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

ir(a:)  =  5(ar), 

wo  S(;r)  zwischen  0  und  \n  liegt;  also  liegt  \n{x)  zwischen  O 
und  ^n^  es  ist  folglich  tangiZ7(j:)  positiv,  und  daher  nach  dem 
Obigen : 

tangi  n{x)  =  €-*. 

Wenn  x  negativ  ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

IHx)  =  »  —  5(0?), 
also: 

in(x)  =  iin^Q(x)i 

und  es  liegt  folglich,  weil  id(x)  zwischen  0  und  in  liegt,  offenbar 


*)  Alle  Fonctiontzeichen,  irie  n(x)  selbst,  sowie  ferner  sio /Z(x), 
Uingin(x)  u.  dergl.,  sind  hier,  wie  loimer,  als  einfache  untreiui- 
bare  Zeichen  zu  betrachten,  nnd  dann  auch  die  Potenzbezeichnongen 
/r(;r)«,  sinJ7(a;)«,  tang^ÜC^r)»  u.  der^i.  für  diese  Functionen  nicht 
misszuverstehen ,  gegenüber  den  weitläufigeren  Bezeichnungen  {H(x)\», 
{•ian(x)]^f  \tangin(x)}»y  o.  s.  w.  oder  den  nach  meiner  oft  aasge- 
sprochenen Ansicht  nicht  zu  billigenden  Bezeichnungen  Xr"(J^),  sln«>/Zi(:r), 
tang«lJT(;r). 
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auch  in{x)  zwiacben  0  und  ^tt,  so  dass  alao  wieder  taog  iil(x) 
positiv»  QDd  daher  nach  dem  Obigen  aach  jetzt 

tang4I7(a:)  =  e-» 

ist    Folglich  ist  allgemein: 

9) tang4II(a?)  =  e-*. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

tang  4  II(»)"  =  (c-*)"  =  «-»', 

folglich,  weil  nach  9) 

tangiI7(ita:)  =  e-«* 
ist: 

10) tangii7(ar)«=  tanglll(iiar). 

Nach  9)  ist: 

11) ar  =  -/tangiil(a:), 

mittelst  welcher  Formel  man  x  aus  n{x)  berechnen  kann. 

Aus  U(x)  =  n{y)  folgt  nach  vorstehender  Formel  x=z  y. 

Wenn  x  positiv  und  folglich  e"*  nicht  grosser  als  1  ist,  so 
ist  wegen  9)  nach  einer  bekannten  Reihe: 

iI7(Ä)  =  r-*— J«-3'+ie-5x  _|e-7*  + .. ., 

also: 

n(x)  =  2(6-*— ie-S'+J«-»'— i<r-7'  +  ....). 

wo  ilHx)  zwischen  0  und  in,  also  n(x)  zwischen  0  und  in 
liegt.  Wenn  x  negativ  und  folglich  e*  nicht  grSsser  als  1  ist,  so 
ist  ganz  auf  ähnliche  Weise: 

also: 

wo  in(^x)  zwischen  0  und  in,  also  n(^x)  zwischen  0  und  in 
liegt;  und  weil  nun  nach  7):« 

n(ar)  +  n(— ar)  =  « 
ist,  so  ist 

n(a;)  =  «— IZ(— o:), 
TheU  LL  28 
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Also  Dach  Vorstebendem : 


9.  4. 

Wir   wollen   jetzt   verschiedene   für   ansere    ferneren    Unter- 
suchungen wichtige  Relationen  entwickeln. 

Weil  nach  5): 

2  2  2 

cos  n(x)  =  TS-TT^ »     CO«  I7(— o:)  =  -— 


ist,  so  ist: 

12)...  sin n(  —  ar)  =  sin2I(a;),    cosII(— ar)  =  —  cosI7(a:) 

oder : 

13) . . .  sin  n{x)  -  sin  n(-^x)  =  0,  cos  n{x)  +  cos  n(— ar)  =  0. 

Also  ist: 

14) . . .  tang  il(— a:)  =  —  Ung  n(x),  cot  il(— jr)  =:  —  cot  2I(ar). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  S)  ergiebt  sich  sogleich: 

^ 2 ^       l4-cosi7(jr) 

^^  ^^'-  gin  n(a:)  *     «-'  *=  l  -  cosU^ ' 

and  bestimmt  man    nun  aus  diesen  beiden   Gleichungen  e*  and 
€"'9  so  erhält  man: 

il  +  cos  n{x)         sin  nix)  ,  -^, 

«*    =     alnilCr)     =  ÜI^i^cF)  = '^*»  »^<*' 
sinn(jr)  1  — co8l7(x)      ,       .„.  . 

^"^  =HcosJI(^)  =     slDiZCr)     =  ♦"«  W*)- 

Nach  5)  ist: 

2  2 

und  weil  nun  nach  15): 
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_Hco8i7(a:)    l+coai7(y)      l~co8n(jr)    1— co8lZ(y) 
e'eSf+e  'e-y^    8inn(x)    '    8inil(y)     +    sionc^r)    '     8iiii7(y) 


ist,  80  i8t: 


_^     1  +  C08  n(x)  cos  J7(y) 
sin  !!(«)  sin  il(y) 


.    _,     .     ,  8inn(j:)8lnII(«) 

sin  n(x  +  y)  =  r"! ttT-^j^ Trr\' 

^     '  ^'       1  -f  cos  n{x)  cos  i7(y) 


Ferner  ist  nacb  6): 

und  weil  nnn  nach  15): 

^    •  __Hco8£Z(ar)    Hco8JI(y)  _  1— C08ri(a:)    1— cosIZ(^ 
ß'ey— e-'e-f—    gi„ij(ar)    '     sinn(y)  sinn(a-)     *     «inn(y) 


ist,  so  ist: 


e(^8^{x)-^  cos  g(y) 
""^   siÄ  il(j?)  sin  n(y) 


cosn(ar)  +  cosn(y) 
cos  JI(a:  +y)  =  i  +  coslI(:r)cosn(7)- 


Also  iat: 

,  8inn(a;)sing(y) 

16).   .   . 

J  C08g(x)+C08n(y) 

(co8ZI(^+y)  =  i^e.sn(x)cosn(^)- 

Setzt   man   hierin  — y  fQr  y,  so  erhSlt  man  mit  Rficksicht 
auf  12): 

/  .    „,  .  sin  12 (;«) sin  il(y) 

^  *        ^'        l--cosiI(x)cosIZ(y) 

17).    .    . 

I  c«s2I(a:)— cosHCy) 

f  cos  ii(a:  —y)  =  -, ^7— r m^\' 

V  ^        ^'        l  —  cos  il(a:)  cos  n(y) 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner : 

„,     .     V  8inI7(a;)8iniJ(y)* 

taogn(^  +  y)  =  eo^iI(^)  +  co8n(^ ' 

18)  .   .   ,     <  

coBP(j:)  +  co8g(y) 
cotn(^+y)=    ,i„n(:r)sinP(y) 

28* 
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und: 


19) 


•der: 


aing(a:)aiDiI(y) 
|tang  mx-s)  =  eo5n(*)-co«n(y) ' 

cosn(a;)— 4;<wn(5f) 

coin(«-3f)  =  .i„n(x)«iDn(y) 


f tang n(,+,)  =  cotn(a:)       cot  n"(y) ' 
20) .  .  .     }  ••°  ^(»)      ■*"  ^(*) 

TT/    J.   A       cotg(j?)  .    cotg(y) 


aod: 


/tangil(:r-.y)  =  eot  n(:r)  _  cot  ü (yT 
21).   .   .      )  »innCy)        sin  21  (a:) 

I       .rrr  ^       cotn(ar)        cot  £Z(y) 

I    cot  n(x — y)  =  -r— rfT^ .     rr/    C  • 

Far  xzsy  erhält  man  ans  dem  Vorhergehenden  sogleich: 
Uiczar;  -  l  +  co8n(a?)«""  1  +  C08ll(ar)«' 


Lami 


22). 


und: 


23)... 


,        „^  .           2co8n(a:) 
C08i7(2dr)  =  T-T ^-vä 

^  ^      ^         i  +  C08  17(0?)* 


[tangn(2a:)  =|^J^^  =  i  sin  i7(o;)  tang  2I(x), 


*7T/a  X      2cosiJ(a:)       2cotg(ar) 

C0ti7(20r)  =      .      TT/     \«    =        .       TT/     \    ' 

^     ^       8inn(j;)'         sinii(a;) 


Also  ist: 


•    nf  ._l-cosJiao:)« 

sin  ii(a?)  =  i— ; TT/i   \%» 

^  '       1  +  cos  il(ia:)* 


woraus  man  leicht: 


cosn(4.:)«  =  j-p^jj^5^, 


und  hieraus  ferner: 
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findet;  folglich  ist: 

^  t    TT/1  X  4/"  2sin n(x) 

\  ^"  ^  1   l-|'8iDl7(jr) 


24) 


und: 


25) 


r       TT/1  X       .  iAl— «i"flr(ar) 

fco«n(4*)=^VrMfirnöo 


weon  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  Aimmt«  jenachdero  x 
positiv  oder  negativ  iat. 

Ee  ist  aacfa: 

cosxi(ia:;-±Y  {l  +  8ini2(;r)}«"- *  if     l-sinll(*)> 

""*!   {l+8inn(a?)}«""*T        cos2I(ar)«      ' 
also  offenbar  allgemein: 
Qa\  TT/i  X  cosI7(ar)  1— sin 27(0?) 

28)   .    .    .   COSiJ(|j?)=S,    .     .     TT/    v=  rr/    X      * 

^  ^"  '       1 -f  8in  i7(o7)         COS  17(0?) 

9.  5. 

Dorch  Differentiation  erhält  man: 

8sing(^)_  8n(a:) 

— 5^— =cosn(or)-g^. 

Nan  ist  aber: 

slnll(a?)  =  2(e«  +  e-»)-*. 


also: 


2  6*  — g-^ 
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folglich : 

27).,.. -^^^^-^  =  —  sin  17(0?) C08n(a:)  =  —  isiB  2i2(a^), 

und  ivenn  man  dies  mit  dem  Obigeo  vergleicht: 
OCX  8i2(a:)  .    „, 

also: 

8»il(a?)           8»-»8in2I(a:) 
^^ ~äS^ 8:r-*      • 

Aas 

cos  I7(ar)«  +sin  IZ(a?)«  =  1 

ergiebt  sich: 

folglich  Dach  dem  Vorhergehenden: 

„.     8  cos  17  (jr) 
cosIZ(a?)  — ^^~  —  «in  n(a?)«cos  ZZ(^)  =  0, 

also : 

30) g^^=.sinII(:F)«, 

was  sich  auch  durch  Differentiation  aus  der  Gleichung 

leicht  ergiebt,  indem  hiernach 
dco8i7(a:) 

+  (6*  +  e-')-i(e*  +  e-') 

=  '  -  (S^^)*=  1  -  cos  n(a:)«  =  sin  n(;r)« 

ist«  wie  vorher  in  30). 

Weil 

--,  ,      sin  n(x)  ^  008  Uix) 

ist,  so  ist: 
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_,     S  sin  21(0:)        .    _,  ,8 cos  21(4:) 

8jr        ""  cos2I(a:)«  ' 

.  8cosg(j:)      ^^.^,  .88inn(^) 

8a:        ""  sin  27  (a?)«  * 

ilso  nach  27)  und  30): 

8tang2I(ar)       •—  sin  ir(x)  cos  n{xy^  —  sin  n(x)* 


ß 


bx  cos  27(0?)" 

8  cot  2I(o:)       sin  2I(or)»  +  sin  2J(a:)  cos  2I(o:)* , 
dx       ""  sinn(ar)«  ' 


folglich  offenbar: 


31) 


8taDg2I(or)  sin  22 (x)  _     tang2I(o:)     8cot2I(o:)  I 

8x  cos  2I(o:)* ""      cos  22(or/  8or      .  "^  sin  22  (o:)' 

Den  Differentialqaotieoten  von  cot  27(or)  findet  man  auch  leicht 
aus  dem  Differentiaiquotienten  von  tanß27(o!r)  mittelst  der  Gleichung 

tang2I(o:)  cot  21(0?)  =  1. 


Zweites  Kapitel. 

Das  imagin&re  oder  eingebildete  Dreieck. 

§.  6. 

Es  seien  a,  6,  c  drei  beliebige  GrOs^en  und  A,  B,  C  drei 
beliebige  zwischen  0  und  180^  liegende  Winkel,  so  dass 

0<^<180o,    0<Ä<180o.    0<C<180o 

ist,  und  daher  die  Sinus  sin^l,  sin  iE?,  sinC  dieser  drei  Winkel 
positiv  sind  und  nicht  verschwinden. 

Nimmt  man  nun  von  den  sechs  GrOssen  a,  6»  c;  A,  B,  C 
etwa  die  drei  letzten.  A^  B^  C  als  gegeben  an,  so  bestimme  man, 
insofern  dies  möglich  ist,  was  wir  f&r  jetzt  annehmen,  aber  nachher 
D&ber  untersuchen  wollen,  die  GrOsse  a  mittelst  der  Formel: 
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32).' "»g(«)  =  co.J+co«l?cosC' 

und  hierauf  6,  c  mittelst  der  Formelo : 
33)...  tangn(6)  =  ^taDgn(a),  tangJ7(c)=^taogI7(«). 

was  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer   mog^licA    ist: 
dann  hat  man  die  Gleichungen: 

34) . . .  sin  A  tang  U(a)  =  sin  B tang n(6)  =  sin  Ctang i7(e>. 
Hiernach  ist  nun: 

tang  II(a)  =  ^  tang  21(6),  tang  U{a)  =  |g^  tang  Zr(c) ; 
also: 

.:„  nin\^  ~     ^'^"ggW' sing«sinil(6)« 

smii  w    -  i  +  tangil(a)«  ~  sin ^« cos il (6)«  +  sin ^ sin  iJ(6)»* 

«in  n^.x»  -      tangil(a)« sinC«sinn(c)« . 

sm  II ya)   -  ^  ^  ^^^^  ^^^j,  —  ^.^  ^,^^^  ^^^^,  ^  ^.^  p, ^j^  ^^^j, , 

folglich,  weil  nach  32) 

.  ,         D       g^      sinBsinC 

COSil  +C0S-öC0St/ =  — ; — TT,   X 

sin  ii(a) 

ist: 

/       ^  .         D       /^x«      sinC«{8ini4«cosn(6)«  +  sinB«sioZT(6)^ 
(cos^  +  cosßcosC)«  =  ^ sin  11(6)« ^ — ' 

/       ^  .         D      ^xa       «in  Ä«{ sin  ^«  cos  2I(c)« + sin  C«sin  nicf\ . 

(cos  /l  -f  cos  J3  cos  C)^  = ^ i-VfV^« -^ ' 

'  sm  il(c)* 

al^o: 

(co8^+co8£?co8C)«sinn(6)«=sinC*{8inJ«+(cosi4«-cosJB«)siniJ(6>«f, 

(cos  A  \  cos  ßcos  C)*sin  iT(c)'=8in  fi*{8in  ^•+(cos2l*— cos  C*)sin  Ilfc)*} ; 

und  hieraus : 

{(co8-4+cosßco8C)«— (cosi^a— C08Ä«)sinC«}sinn(6)«=sinC«sinJ*, 

{(cos^-|-cos^cosC)*~(cos^*-cosC3)sinfi>}sinZ7(e)*=sio^Hiii^; 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

(cos  Ä*  +  2co8  A  cos  B  co8C+  cosC*  cos  JP)  8in  17(6)' = sin  C  sin  i^» 

(cos  C-f  2coSif<cos  AcosC-|-co82|ScosiB*)sin  i7(c)*=:sinilVml^; 
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folglich : 

(cofl  B  +  cos  Cco8  i<)«8in  I7(6)«  =  sin  C*8in  A^, 

(cos  C  -f  cos  ^  cos  B)^s\n  II{e)^  =  sin  il'sin  S*. 

Da  nun  bekanntlich  sini7(6),  sini7(c)  und  auch  die  Producfe 
«loCsin^,  sin  il  sin  JB  stets  positiv  sind,  so  lassen  sich  ans  diesen 
Gleichungen  die  Gleichungen 

(cosiB  -l- cos  Ccos^)  sin  17(6)  ==  sin  Csiuil, 

(cos  C  -f  cos  Ä  cobB)  sin  i7(c)  =  sin  A  sin  B 

nur  schliessen,  wenn 

cosiB-f  cos  Ccos^  >  0, 

cosC-fcosilcosJB  >  0 

ist;  ferner  lässt  sich  sini7(a)  oder  a  mittelst  der  Gleichung 

•    rrr  \  siniBsin  C 

*'"  ^<«>  =  cos^^i-cos^cosC 

nur  dann  bestimmen,  wenn 

cos  A  +  cobB  cos  C  r^  sin  i?sin  C 

und  also  auch 

cos  A  +  cos  i?cos  O  0 
ist. 

Wir  wollen  daher  jetzt  annehmen,  dass 

coB-A  -f  cos  Acos  C  >  0, 

cosA-f  cosCcosil  >  0, 

cosC-f  cosilcosi?  >  0 
und 

cos  il  4- cos  A  cos  C  rj  sin  i?  sin  C 

sei,  und  untersuchen,  was  sich  hieraus  schliessen  lässt 

Wenn  man  je  zwei  der  drei  ersten  Beziehungen  durch  Ad- 
dition mit  einander  verbindet,  so  erhfilt  man: 

(cos  A'^cosB)(l  +  co»C)  >  0, 

(cosJB-f  oosO(1  -f  cos^)  >  0, 

(cos  C  +  eoBA)(l+  cos  B)>0; 
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oder: 

(co9  A  +  cos  B)  cosiC*  >  0, 

(cofiß  +  co«C)co«J4«  Jy  0, 

(co«  C  +  cos  i< )  cos ii?«  >  0; 

folglich,  weil  nnter  den  gemachten  Voraiissetzungen  offenbar  keiner 
der  drei  Cosinusse 


verschwindet: 


also; 


cos  lA^    cos  \B^    cos  \C 

COSil-f  cosiB  >  0, 
cosiS-l-cosO  0, 
cpsC-^  qobA  >  0; 


cosK^  +  Ä)coa4(.l-^Ä)>0, 
cosJ(Ä+  q)cosi(ß- C)  >  0, 
cosi(C+2l)cosi(C— ^)  >  0. 
Weil  nun  aber  offenbar 

-90«<i(.l-Ä)<+90o, 
-90o<i(ß-C)  <  +900, 

-90o<i(c-^)<  +goo 

ist,  und  folglich 

cösi(i4-Ä),    co84(Ä-C),    cosi(C-il) 
positiv  sind  und  nicht  verschwinden^  so  ist: 

cosi(J  +  /?)>0,    cosJ(ÄfC)>0,    cosJ(C+2l)>0; 
also,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar 
0  <  J(i4  +  Ä)<  180O, 

0<4(C  +  2<)  <!8eo 


ist,  jedenfalls: 


0<4{/?  +  C)  <90o. 
0<4(C  +  ^)<90«; 
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folglich: 

0  <  Ä+  C  <  180O, 

Nun  i«t  aber  nach  den  gemachten  Voraoasetzungen : 
cos  A+eoa  Bcob  C  Z^  sin Bsin  C, 


also: 


folglich : 


cosil-f  cosiBeosC — sin  Asm  C  ^  0; 
cosJ.-f  cos(8  4-C)^0, 

cos  (Ä  +  C)  ^  —  COSil 


oder : 


cos  (Ä+ C)  ^  cos(180O— J); 
wornus  sichy  weil 

0<Ä  +  C<18üo,    0  <  1800—^  <  180» 
isty  unmittelbar 

also: 

J  +  B  +  C=18(y> 

ergiebt,  welche  Bedingung  also  aus  den  gemachten  Voraussetzungen 
mit  aller  Strenge  folgt. 

Jetzt  wollen  wir  aber  untersuchen,  ob  umgekehrt,  wenn 

2<  +  Ä  +  C~180o 

ist,  daraus  alle  oben  gemachten  Voraussetzuqgen  folgen,  natürlich 
immer  unter  der  Annahme,  dass,  wie  früher: 

0  <  i<  <  180»,    0  <  »  <  180»,    0  <  C  <  180» 

sei 

Aus 
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«  N 

folgt: 

B+C  =  180O-J, 

ii  +  Ä=180«-C; 
und  es  Ut  abo,  weil 

0  <  \W>—Ä  <  180», 
0<  180«-Ä<180«, 
0<I80»— C<180» 


ist,  offenbar  anch: 


Weil  nan  hierDach: 


nnd 


so  wie 


0<i?  +  C<180«>, 
0  <€+.!<  ISO», 
0<^-M;<180(>. 

0<i?  +  C<180o. 
0<C+J  <180o, 
0<il  •!-/;<  180» 

0<180»-il  <180», 
0<180»— Ä<180», 
0<180o-C<180« 


i?+ C  :^  180»-.!, 

C+il  ^  180»— Ä, 

4  +  Ä  =  1800— C 
ist;  so  ist  offenbar: 

co8(Ä+  C)  ^  cos(180»— J) . 

cos  (C  -VA)  ^  co8(180»-  B), 

eoB{A  +  B)  J  cos(180»— C); 
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cos  (B+C)T^  — cosil, 
cos  (C+  A)'r  — cosfi, 
cos  (J  +  Ä)  r^"  —cos  C; 

co8A  +  eoB(B+C)^0, 
cosB-f  cos  (C  +  A)^  0, 
cosC-f-cos(^l-fiB)^0; 

cos  A  H-  cos  B  cos  C  —sin  S  alnCZ^  0, 
tosB  -f  cps  C  cos  J  •—  sin  Csin  A'TOy 
tosC-i-coBA  cosB — sinJsinA  IT'O; 


und  hieraus: 


cos  J-|-cos£cosC^  siuffsinC, 


cos£-|-cosCcosil  ^  sinCsini^y 
cos  C-|-  cos  A  cos  B^  siuA  sio  B; 

folglich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch: 

cosJ-fcosJBcosO  0, 

cosi7-|-cosCcosil  >  0, 

cos  C-fcos il  cos  ß  >  0; 

wodurch  wir  also  wiederum  zu  den  Voraussetzungen,  von  denen 
frfiber  ausgegangen  wurde»  gelangt  sind« 

Deberhaupt  ergieht  sich  nun  hieraus»  dass 
il  +  Ä  +  C^18(K>, 
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natarlich  immer  voraasgesetzt»  dass 

0<.4<I80«, 
0<i?<180«, 

sei^  die  nothwendige  Bedingung  ist,  welche  erfallt  sein  muss, 
wenn  aus  den  ala  bekannt  angenommeoen  Winkeln  A,  B,  C  sich 
a,  b,  c  sollen  so  bestimmen  lassen ,  dass 

.    _,  _  siniffsioC 

sm  n(a)  = 3-7 ö y^ 

^  '       cos  A  +  cos  B  cos  6 

oder 

(cos  A  \  cos  B  cos  C)  sin  i7(a)  =  sin  B  sin  C 

und 

sin/ltangI7(a)  =s  sin  ff  tang  17(6)  =  sinCtang//(c), 

und  dann,  als  Folge  hieraus,  auch 

(cos  B  -f  cos  Ccos  i4)  sin  17(6)  =  sin  C  sin  A^ 

(cos  C  -f  cos  A  cos  £)  sin  i7(c)  =  sin  A  sin  A 
ist 

Es  werden  sich  also  hiernach  die  sechs  Gr5ssen 

Oy  6,  c;     Aj  By  C 

immer  so  bestimmt  annehmen  lassen,  dass 

0<A<\S09, 

0<B<  180«, 

0  <  C  <  180<> 
und 

A+B+c'^iW 

ist,  und  dass  die  sechs  Gleichungen: 

sin  A  tang  7I(a)  =  sin  Atang  77(6), 
sin^tangI7(6)  =  sin  C  tang  n(<0, 
sin  Ctang 77 (c)  ^  sin^  tang 77(a) ; 

(cos  A + cos  £  cos  6^)  sin  77  (a)  =  sin  B  sin  C, 
(cos  B-t-  oos  C  cos  A)  sin  77(6)  =  sjn  C  sin  ^, 
(cos  C-|-  cos  A  cos  JB)  sin  77(c)  =  sin  A  sin  B 

vollständig  erfiillt  sind. 


36) 
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Wir  frolleo  nun  sehen,  welche  weiteren  Folgerungen  sich  aus 
diesen  sechs  Gleichungen,  die  als  die  eigentliche  Grundlage  aller 
unserer  folgenden  Untersuchungen  zu  betrachten  sind,  ziehen  lassen. 


ö.  7. 

Nach  den  drei  letzten  Gleichungen  in  35)  ist: 

cos  A  -f  cos  g cos  C  sin  Uja)  ^  sinÄ 
cos  B  +  cos  Ccos  A  '  sin  27(6)  ""  sin  A ' 

und  da  nun  nach  den  drei  ersten  Gleichungen  in  35) 

sin  Uja)      sin  ß   co8  tl(a) 


ist,  so  ist: 


sin  11(6)  ""  sin /l   cos  27(6) 
cos  A  +  cos  B  cos  C   cos  IZ(a) 


cos B  +  cos Ccos  A  '  cosIUb) 
also  hat  man  Qherhaupt  die  Relationen: 


=  1; 


I(cos  A  +  cos  B  cos  C)  cos  i7(a) 
=:  (cos  B  +  cos  Ccos  A)  cos  11(6) 
=  (cos  C  +  cos  A  cos  £0  cos  n(c)y 
aus  denen  sich  leicht: 

/         j  __  cos  B  cos  27(6)  —  cos  Ccos  27(c) 
I    ^*  cos  Äcos  27  (c)—  cos  Ccos  27(6) ' 

.|7N  1        ö      cosCcos27(c)  — cos^cos27(a) 

]  cos  C  cos  27  (a)  —  cos  A  cos  27  (c) 

f    ^ cos  A  cos  27(fl)  -^  cos  ^cos  27(6)  ^ 

\  cos  «-  —  cos  /4  cos  27(6)  -  cos  ß  cos  I2(ö)  ' 

und  hieraus  ferner:* 

.  ^  _   (coai^--cosC«){cos  27(6)»*- cos  27(c)«} 
'"   "^     {cosifcos27(c)— oosCcos27(6)}«   ' 

38)....  }  B\nß*=z      (c<>«^'*-cQ«^^(co«^(g)''-cog^(Q)*} 
{cos  C  cos  27(a) — cos  J  cos  27  (c)}  *   ' 


.  ^>  _   (cos  ^»—  cos  JB^  {cos  n(a]^'^ cos  n(6)»} 
""     {cos  A  cos  27(6) — cos  B  cos  I7(a)}» 


oder : 
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l    :    ^  _  _  (ein  ^  ■-  sin  C^  (ein  Ujö)*^  «Id  27(c)«} 
L  aiDil   -  {co8Äco8lI(c)— co«Ccoair(6))*      ' 

39)....  I  flinjr^       (sinC«-sin^«){8inIZ(cr)«--  sian(a)*} 
]  {co8Cco8i7(a) — co8^G08l7(e)}*      * 

.    „_      (8in  il«— sin  B^  {sId  n(a)«  -  sin g(&)«} 

8IDt    -—  {c08ilC08n(6)  — C08ÄC08n(a)}« 

ergiebt. 

§.8. 
Ao8  der  ersten  der  drei  letzten  Gleicbongen  in  35)  folgt: 

.      sin  ß  sin  C—  cos  B  cos  C  sin  I7(a) 
Sin  i7(a) 

also  ist,  wie  man  leicht  findet: 

«.         ^        A        •    ^  sin  Ä  cos  C+ cos  Ä  ein  C  sin  n(a) 
cos^  +  cos  Ccos ii  =  sin  €7 .    jj.  . ^^-^ , 

^  .  .        o        .    «  cos  Ä  sin  C+  sin  Ä  cos  C  sin  i7(a) 

cos  €;+  cos  A cos  ß  =  sm  £ =— ht-^^ ^-^  ; 

8ini7(a) 

folglich: 

coeg  +  cosCcos^  _^  sin  C  sin  gcos Cj-  cos g sin Csin  11  (a) 
cos  C+  cosil  cosÄ  ""  sin  B  *  cos  ff  sin  C  +  sin  £f  cos  Csin  n(a)  * 

non  Ist  aber  ferner  nach  35): 

cos  B  i-  cos  C  cos  A   siii  77(6) sin  C 

cos  C+  cos  il  cos  B '  sin  il(c)       sirTB ' 

also  offeohar: 

sing(&)   sin  B  cos  C+cos  B  sin  C  sin  n(fl) 
sin  i7(c) '  eo8  B sin  C-f  sin  B  cos  C sin  I7(a)  '^  '' 

Daher  hat  man  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen: 

sin  n(a)    sin  ^  cos  g  4-  cos  A  sin  gsing(c) 


sin  17(6)  *  cos  ^1  sin  g 4- sin  A  cos  gsin  27(o) 


=  1, 


^Qv  I  sin  27(6)   sin  B  cos  C + cos  B sin  Csin  17(a) . 

^  sin  n(c?)  "  cosgsin  C+  sinficos  Csin i7(o) ""    ' 

sin  17 (c)   sin  Ccos  A  -f  cos  Csin  A  sin  17(6)  __  .  ^ 
8in  i7(a) '  cos  Csin  A  +  sin  Ccos  A  sin  IZ  (6)  ""    ' 

aus  denen  sich  leicht: 
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41) 

.    _  ain  B  cos  Cwn  21(6)  —  cos  B  sin  Cam  IIjc) 

sin  ii(o)  _  -  ^^^ g^^^  p g.^  ^^^j  _  gj^  ^ ^^  ^^.j^  ^^^j , 

.    ^  ,   _^      sin  Ct»n  A  sin  I7(c) — cos  C  sin  ^  ain  !!(«), 
cos  Csin  ^  sio  n{c)  —  sin  C  cos  A  sin  I7(a) ' 

•    TT(  \—     *'"  ^  *•''**  ^  »in  iT(a)  —  cos  .4  sin  ^  sin  i7(6) 
sin /i(c)  -  -cos  JsinÄBinil(a)— sin  JcosÄ8inI7(6)' 

und  hieraus  ferner: 

42) 

r„-nr„^>-  sin  (B  ~  C)«{6in  P(6)'-sin  n(c)«} 

cosi^W   —  —  |cosi?sinCsinn(6)— sinÄco8C8inJ7(c)}«' 

cos  nrÄ)«  -  -        «»n  (C- ^«{sin  n(c)'-sin  P(«)«} 

cos     w   —       j^^^  p^jjj  ^  ^.^  ^^^^  _  ^.^  ^^^^  ^  ^.^  jy ^^^ja . 

o«.  TTr.^«  -  _         sin  JA  -r  g)»J8in  P(a)«-sin  HCA)«}        . 
cosuw    -       {co8^sioBsinn(fl)-sin/4cosBsinII(6)}«' 
oder: 

43) 

_    ^_        sin(g— C)«{cosn(6)«-cosi7(c)^ 
cosü(o)  _  {cos  B sin  Csin  n(6)- sin B cos  C sin  21{c)}«* 

cos  n(6)«  =        '>^^iC-Anconn{e)*-coan{a)'>^ 

^  {cos  Csin  il  sin  ir(c) — 8inCco8^8iDi7(a)}*' 

c««77^/.^«  -        «1n(^-B)*{co8n(a)«~cosn(6)«} 
^  '   -  jcosJsioBsinnC«)— sin  JcosB8iniI(6)}« 

ergiebt. 

§.9. 

Nach  35)  Ut: 

(cos  A  -f  cos  B  cos  O  sin  i7(a)  :z  sin  iSsin  C« 

(cos  B  ■{■  cos  Ccos  Ä)  sin  17(6)  =  sin  Csin  A ; 

also»  wenn  man  ans  diesen  beiden  Gleichungen  cosA  eliminirt, 
und  dann  durch  sinC  dividirt: 

cos  A  sin  C  sin  27 (a)  sin  i7(A)  =  sin  Asin  77(6)— sin  A  cos  Csin  77(a), 

folglich : 

Theil  LI.  99 
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BioB  = ^^^^^^ ^'a.Dl7(a). 

Weil  DttD  aber  nach  36) 

sin  A  tang  i7(a)  =  sin  B  tang  n(b) 
ist,  80  erh&it  man  offenbar  die  Gleichung: 

8inilcosn(6)  =  (8inilcosC-|-co8ilaiDC8iDZ7(6)}co8i7(a), 
and.  hieraua  ferner: 

♦  >i  —    C08  n  (b)  —  C08  C  cos  n(a) 
^*  "*  "       sin  Csin  n(b)  cos  n{a)       ' 

also  überhaupt  die  Gleichungen: 

j      cos  il(ft)  —  cos  Ceos  n{a) 
^^^"^  "^     sin  Csin  il(6)  cos  i7(a)^ 

_  coa  P(c) — cos  B cos  fl(o) 
""     sin  Ä  sin  II(c)  cos  n(a)    * 


44) 


IcotÄ-    rip^g|„ij(e.)cosn(6) 

cos  n(a) — cos  Ccos  JI(6) 

•"   sin  Csin  II(c)  cos  11(6)    ' 

^ cos  n(a)  —  cos  ig  cos  g(c) 

cotC—    ein  Ä  sin  2j(a)  cos  n(c) 

cos  IZ(6)  —  cos  A  cos  g(c) 

""     sin  il  sin  27(6)  cos  27(c)    ' 


$.10. 

Nach  40)  ist: 

sinlZ(c)   cos  ^sin  C-t-  sin  B  cos  C  sin  n(a) 
sinn(6) '  sin  £  cos  C  -|-  cos  J?sin  Csin  27 (a) 

also: 


=  1, 


-  ^  sinÄ    cosC    .    __,  . 

8in27(c)   '^•^bC'^^;^^'"^^^^ 

sin27(6)'   sioÄ  cos  C  .    .    „,  ,    ""  *' 

-7— 7>  • ö  +  «">  27(a) 

sinC  cosß  ^  ^ 


und  folglich  nach  35): 
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-     tang  n(c)  .  eng  C 

aittg(c)   ^  '*'  tang  g(6)  ^'°  ^^^"^ '  coa  B  _ 
«iDn(6)'  tang g(c)  CO«  CT  -  *' 

also,  irie  man  hieraus  leicht  findet: 

008  C  _  tangg(&)    sin  n{c)  —  sin  i7(g)  sin  n{b) 
cos  Ä  ""  tang  n(c)  *  sin  n(6)— sin 2I(a)8in  /7(c?)* 

Non  ist  aber  nach  37): 

_  cos  gcos  g(fe)  —  cos  Ccos  njc) 
^^^^  ""  cosÄcosn(c)— cosCco«i7(A)' 


also: 


_  _  _  £^ 

cos  il(6)  -  ^^^  cos  IZ  (c) 
cos^  — 


cos  2I(c)  —  ^^  cos  n{b) 

and  man  erhält  nun,  wenn  man  in  diese  Foni^  J  den  vorhergehenden 
Ausdruck  von  cos  C:  cos  £  einfuhrt  und  der  Kürze  wegen 

Z  =      {sin  n{b)  -  sin  n(a)  sin  12(c) }  cos  n{b)^  sin  J2(c) 

-  {sin  Il{c)  —  sin  iI(o)  sin  27(ft) }  sin  ZI(6)  cos  n{cf, 

N  ==      {sin  ir(6) — sin  IT(a)  sin  Tlic)  \  cos  ir(6)  sin  n(c)  cos  lT(c) 

-  {sin  0(c)  --  sio  n(a)  sin  n(b)\  sin  17(6)  cos  n(6)  cos  n(c) 

setzt,  leicht: 

C0B^I=:2|^- 

Femer  findet  man  ohne  alle  Schwierigkeit: 

Z  =      sin  n{b)  sin  n(c)  { cos  n(«)« — cos  i7(c)«} 

—  sin  n  (a)  {cos  n(6)«sin  n(c)«— sin  n(A)«cos  n(c)^\ 
=  {sin  n{b)  sin  i7(c)  — Isin  il(a) }  {cos  n{b)^ — cos  n(c)*} 
=  {sin  2I(«r)  -  sin  17(6)  sin  n(c)}  {sin  n(6)«  -  sin  n(c)*} 

und 

2V  =  sin  27(a)  cos  17(6)  cos ir(c)  {sin  27(6)*—  sin  27(c)«}, 

so  dass  also  nach  dem  Vorhergehenden: 

_  sin  I7(a)— siti  i7(6)  sin  i7(c) 
cosi«—   8inn(a)cosn(6)cosn(c) 

29» 
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i«t,  und  wir  daher  fiberhaupt  die  folgenden  Formeln  haben: 

_  gin  Jl(fl) — f»in  il(6)  sin  g(c) 
,  CO82I—  ejn  2I(a)  coa  n(A)  CO«  il(c)   * 

*  sin  n(6)— 8inn(c)slni7(q) 

45)  .   .   .     <  cos^  -   sin  17(6) cos n(c)co8i7(a)   ' 

sin  n{c)  —  sin  g(g)  sin  27(6) 
cos  C  —    ^.^  ^^^^  ^^g  ^^^j  ^^g  jj^^j  . 

$.  IL 

Wenn  man  die  Formeln  36),  44),  45),  nämlich  fiberhaupt  das 
System  der  Formeln: 

46) 

sin  ^tangI7(a)  =  sin£tangi7(6), 

sinJBtangn(6)  =  sin  Ctangn(c), 

sin  Ctang  U{c)  :=  sin  A  tang  27 (o) ; 

(cos  A  -f  cos  B  cos  C)  sin  i7(a)  =  sin  B  sin  C 

(cos  B  '\-  cos  Ccos  A)  sin  27(6)  =  sin  Csin  il, 

(cos  C  -f  cos  il  cos  B)  sin  27(c)  =  sin  ^4  sin  ^ ; 

cos 27 (6) — cos  Ccos  27(c)       cos  27(c)  —  cosgco8  27(a) 


coti4  = 


sin  Csin  27(6)  cos  27 (a)      ~     sin  B  sin  27 (c)  cos  I7(a) 


^  cos  27  (c)  —  cos  A  cos  27(6)  _  cos  27  (n)  —  cos  C  cos  27(6) 
cotÄ  —  -gin ^ gin ii(c)cos 27(6)      "^     sin  Csin  n(a) cos 27(6)     ^ 

_  cos  27 (o) — cos  B  cos  27(c) cos  27(6)  —  cos  A  coa  27(c) , 

cotC—     ginÄsinn(ci)cos27(c)     ""     sin -4  sin  27(6)  cos  2I(c)     * 

sin  n(a)  -  sin  27(6)  sin  Uje) 
cosA^   sin  27(a)  cos  27(6)  cos  n(c)  ' 

sin  27(6)  —  sin  27(c)  sin  27(a) 
cos/fs    8inn(a)cosn(c)cos27(a)  ' 

sin  27(c)  —  sin  27(o)  sin  27(6) 
cosC—    gin  n(c)co8n(a)  cos  n(6) 

überblickt,  so  ist  eine  gerrisse  Analuf>ie  dieser  Formeln  mit  deo 
Grandformeln  der  ebenen  und  noch  mehr  der  sphärischen  Trigo« 
nometrie  nicht  zu  verkennen,   und  es  scheint  eine  weitere  Ver- 
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folgüDg  des  sieb  biieraos  ergebenden  Gesichtspanktes  sieb  in 
mehrfacber  Beziebang  sebr  zu  empfehlen«  Deshalb  wollen  wir 
voD  jetzt  an  ein  System  von  sechs  Grössen 

a,  by  c;    A,  B,  C 

ivelcbe  den  Gleichungen  46)  genügen  oder  durch  welche  diese 
Gleichungen  erfOlit  werden,  ein  imaginäres  oder  eingebil- 
detes Dreieck  nennen,  und  es  sollen  la,  b,  c  die  Seiten*), 
dagegen  A,  B,  C  die  diesen  ^Seiten  gegenüberstehenden  Winkel 
dieses  Imaginären  oder  eingebildeten  Dreiecks  genannt  werden, 
wodurch  — -  wenn  auch  andere  Vortheile  dadurch  nicht  erreicht 
werden  sollten  —  doch  jedenfalls  eine  leichte  und  bestimmte  Aus- 
drucksweise ermuglicht  werden  wird,  was  für  das  Folgende  von 
besonderer  Bedeutung  ist  Wir  werden  daher  im  Folgenden  auch 
von  gleichseitigen,  glelchsehertkligen ,  rechtwinkligen  u.  s.  w.  ima- 
ginären  oder  eingebildeten  Dreiecken  sprechen,  was  nach  dem 
vorher  Gesagten  ohne  alle  weitere  Erläuterung  jerständlich  sein 
wird.  Es  versteht  «ich  von  selbst,  dass  alle  früher  gemachten 
Voraussetzungen  auch  im  Folgenden  stets  festgehalten  werden 
müssen,  in  welcher  Beziehung  wir  besonders  auf  die  Bedingungen 
oder  Voraussetzungen 

0  <  ^  <  180«, 

0  <  Ä  <  180», 

0  <  C  <  I8(y> 
und 

il  +  Ä  +  C^180o 
nochmals  aufmerksam  machen  wollen. 


§.  12. 
Wegen  der  Bedingung 

J  +  Ä+C^180o 

kann  jedes  imaginir«  oder  eingebildete  Dreieck  höchstens  einen 
rechten  Winkel  haben,  und  setzen  wir  also  ^=90®,  so  erbalten 


*)  E«  itt  wohl  kaum  die  bestiiidere  Ueiuerkung  oochig,  das«  a,  b,  C 
hier  darchaui  nar  aU  reine  Zahlen  anfiufasten  sind,  und  also  aurh  in 
diesem  Sinne  der  Ausdruck  ,iSeiten^*  zu  nehmen  ist,  wobei  Weiteres 
noch  vorbehalten  wird. 


Digitized  by  VjOOQIC 


454  Grunert:  Aii§emeine  analytische  Theorie  der  F$uwttan  J7(jr) 

wir  fflr  das  imaginäre  oder  eingebildete  rechtwinklige  Dreieck  aus 
den  Formeln  46)  die  folgenden  Formeins 

47) 

tang  2I(a)  =  sin  Ätang  n(6), 

sinBtang  17(6)  =  sin  CtangHCc)» 

tang  i7(a)  =  sin  Ctang  I7(c) ; 

sin  n(a)  «3  tang JBtang  C, 

sin  C  =  cos  Bbib  n(b), 

sin  B  SS  cos  Csin  17 (c) ; 

.  cos  17(6)  =  cos  Ccos  n(a),  cos  17(c)  ss  cos  B  cos  Z7(a) , 

♦  »  —  cot  i7(c)  ^  cos  II(a)  —  cos  C  cos  17(6) 
^®*^  —  cosI7(6)  ""  ~«STSSnoS)7Sii7(S)  • 

-, cos  77(a)  —  cos  B  cos  J7(c)  _  cot  17(6) , 

cotC—    »in/^sini7(a)cosI7(c)    ""  ces27(c)* 

sinI7(a)  =  sinI7(6)sinI7(c), 

_  sin  n(6)  —  sin  i7(c)sin  i7(a)  _  cosg(c) 
cosf^-  8|„j7(6)cos77(c)cos27(a)   ""cosi7(a)* 

^  _  sin  I7(c)"--sin  £r(a)sin  J7(6)  _  cos  17(6) 
~"   sin  17(c)  cos  17(a)  cos  17(6)    ""  cos  17(fl)* 

Anmerkung*  In  dem  Falle  A+  B+  (7=  180^,  welcher  ja 
hier  nicht  aasgeschlossen  ist,  ist«  well  A  =  90^  ist«  B-t  C  =s  W^, 
also  oflfenbar 

cos  Ä*  +  cos  C  =  1, 

und  folglich  nach  vorstehenden  Formeln: 

cos  n(6)«     cos£r(c)*_ 
cosl7(a)«  ■''  cosn(a)«  ""  *' 
also 

cos  17(a)*  Ä  cos  17(6)«  +  cos  ll(c)". 
Mitn  bedenke  nun  aber«  dass  in  diesem  Falle 
tangirtangCsl« 
sin  C  =  cos  Bs  sin  B  s=  cos  C; 
also  nach  dem  zweiten  Systeme  der  vorstehenden  Formeln: 


Digitizedby  VjOOQIC  j 

.Li. 


und  üöer  eingettldete  ürtUcke  und  Yiereche.  455 

sin  17  (a)  =  sin  17(6)  =  sin  n{c)  ss  1» 
folglich: 

cos  17  (a)  =  cos  77(6)  =  cos  I7(c)  =  0 

ist.  Weitere  Betrachtangen  hierflber  setzen  wir  jetzt  bei  Seite^ 
i^ollteD  Vorstehendes  aber  nicht  unbemerkt  lassen,  auch  um  einige 
Vorsicht  bei  diesen  Gegenständen  zu  empfehlen. 

Nach  Vorstehendem  haben  wir  die  Gleichung 

sinC=cosi?sinn(6). 

Nehmen  wir  nun  an,  dass,  indem  b  ungeSndert  bleibt,  B  sich 
der  Gränze  Null  nähert,  so  wird  sin  C  sich  der  Gränze  sin  77(6) 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  oder  es  wird: 

sin  77(6)  sLImsinC 
sein. 

Wir  wollen  nun  einmal  setzen,  dass 

slnC  =  sinn(6) 

sei,  so  wird  sich,  da  sowohl,  wenn  ArcC  den  den  Winkel  C 
messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Längeneinheit  als  Halb* 
messer  beschriebenen  Kreise  bezeichnet,  ArcC  als  auch  17(6) 
zwischen  0  und  n  liegt,  aus  der  obigen  Gleichung  nur  schliessen 
lassen,  dass 

Are  C=n(6)    oder    AtcCäw— n(6) 

sei.    Bekanntlich  ist  Immer 

Arcif  -|-  Are JB  +  ArcCT  «t, 

also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

Arcil  =  l9r 


Ist: 


immer 
weil  niemals 


ArciB-|- ArcC  ^  4«, 


ArcC<l9s, 


Arc£r=:0 
sein  kann,  da  ja  bekanntlich  immer 

0  <  £  <;  18Q«> 
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sein  mass.     Ist  nun 

n{b)  <  \n    also    9S— i7(6)  >  \n, 

so  kano  man  nar 

ArcC=  mb) 
setzen;  ist  dagegen 

^(Ä)  >  4»    also    «—11(6)  <  i«, 

80  kann  man  nur 

Are  C=»—n(6) 

setaen;  wollte  man  noch 

n{b)  =  in 

annehmen,  so  würde  ans  der  Gleichong 

sin  C  =  sin  27(A)  =  1 
offenbar 

ArcC=l» 

folgen»  was  unzulässig  ist,  da  ja  nach  dem  Obigen  Immer 

ArcC<iff 
ist. 

Offenbar  wird  nun  aus  der  Gleichung 

LimsinC=  sin  17(6), 
jenachdem 

n{b)  <\n    oder    17(6)  >  4» 

ist,  auch  beziehungsweise  zu  folgern  sein: 

Lim  Are  C  =  Uiß)    oder    Lim  Are  C  =  » — Uifi)  *). 


•)  Ich  erinnere  hierbei  an  Lobatscheweky's  „Angle  de  pt- 
ralUlisme''  (m.  a.  £tude8  g^om^triqaei  aar  la  Theorie  dei 
parallölea  par  N.  J.-Lobatschevsky;  tradait  de  l'Allenaod 
par  J.  Hoüel.  Paria.  1866.  Nr.  16.  p.  4.).  Bei  Bolyai  findet 
aich  dieser  Winkel  anch,  aber  ohne  besondere  Benennung  (ni.  s.  Lt 
aeience  absolae  de  l'espace,  indepcndante  de  la  T^rite  od 
faasaete  de  rAzidme  \I  d'Enclide,  par  Jean  Bolyai;  (tra- 
dait par  J.  Houel).    Paria.     1868.    p.  87.). 
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5.  13. 

Betrachten  wir  jetit  das  gleichschenklige  imaginäre  oder  ein- 
gebildete Dreieck»  In  welchem  6  =  c  ist»  so  ist  nach  46): 

p_      1  — sinn(a)  _      1— sini7(fl) 

^*^ •"  cos  n{a) cos n(b)  *      c®»  ^  —  cos n(c)co8 n(b)  • 

also  cosB^cosCy  and  folglich»  weil  alle  Winkel  zwischen  0  und 
180^  liegen»  fi=  C.  Daher  sind  im  gleichschenkligen  imaginären 
oder  eingebildeten  Dreieck  die  Winkel  an  der  Grundlinie  einander 
f^leich»  und  im  gleichseitigen  imaginären  oder  eingebildeten  Dreieck 
aind  folglich  alle  drei  Winkel  unter  einander  gleich. 

Umgekehrt  folgt  aus  der  Gleichung 

sin  £  tang  17(6)  =  sin  Ctang  I7(c) 

In  46)  «Br  B=  C  unmittelbar 

tangn(A)  =  tangn(c)» 

also»  weil  17(6)  and  i7(c)  zwischen  0  und  n  liegen: 

i7(6)  =  i7(c), 

folglich  6=:c»  so  dass  also  in  jedem  imaginären  oder  eingebil- 
deten Dreiecke  mit  zwei  gleichen  Winkeln  die  diesen  Winkeln 
gegenOberstehenden  Seiten  einander  gleich  sind;  also  ist  ein  gleich* 
winkliges  imaginäres  oder  eingebildetes  Dreieck  auch  jederzeit 
ein  gleichseitigei^. 


Aus  den  Formeln  46)  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  auch: 
folglich : 


sinJ7(a)  — sini7(6)* 
^^^^  ""    sin n(a) cos  17(6)«    " 


oder: 


1     ,,,.      B'inn(6)«{l-sing(«)} 
I— cosü  -      ^ij^n^a)coBn(b)* 


2slni^  =  tangII(6).^j^>. 


Nun  ist  aber  nach  22): 


also: 
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1  -t- cwg(la)«- «JD n(|a)« _  2coa n(ia)« 
I -«iDil(a)  =  l^co>ir(ia)>  ~  l+iMsmia)*' 

und  folglich: 

6ID  n{a)  810  ii(4a)*  ^"  ^ 

also  Dach  dem  Obigen : 

BiniA^  =  cot  nHa)^tangnib)\ 
oder: 

taDgi7(6)>  =  8inl^«taDgi7(ia)« 

Nach  23)  ist: 

taog  n(d)  =  iam  i7(ia)  tang  n(ia), 

und  ee  haben  also,  weil  ainllda)  stets  positiT  ist,  taDgi7(i«) 
und  taogI7(a)  gleiche  Vorzeichen;  wegen  der  Glelchang 

sin  A  tang  n(a)  =  sin  ^tang  17(6) 

haben  aber  tangn(a)  und  tangi7(6)  gleiche  Vorzeichen;  also 
haben  auch  tangn(j^)  und  tang  0(6)  gleiche  Vorzeicheoi  ond  es 
folgt  daher  aus  der  Gleichung 

tang  17(6)*  =  sin  i^l' tang  I7(ia)* 

die  Gleichung: 

48) täng27(6)  =  sin  1^  tang  I7(^). 

Im  gleichseitigen  imaginären  oder  eingebildeten  Dreiecke  ist 
a  =  6,  also  nach  der  vorstehenden  Formel: 

tangn(a)  =  sin  1^1  tang  HOa), 
alsoy  weil 

tang  n{a)  =:  isin  11  (ia)  tang  27(ia) 
ist: 

49) sini7(ia)s::2sinlJ. 

Die  Betrachtung  des  gleichschenkligen  und  gleichseitigen  ima- 
ginären oder  eingebildeten  Dreiecks  wollen  wir  jetzt  nicht  weiter 
ausfahren. 

§.14. 

Es  lassen  sich  noch  viele  andere  merkwOrdige  Relationen 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  des  Imaginären  oder  eingebil* 
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deten  Dreieck»  entwickeln,  Aber  die  wir,  ohne  dieaeii  Cregeoetand 
zu  erecbupCtn  die  Absicht  sa  baben,  jetet  noch  EInigee  sagen 
wollen. 

Nacb  37)  ist: 

cos  B  cos  JI(6)  —  coa  Ccoa  Uje) 
^®* "*  "*  cos^cos  n(c)  —  cos  C cos n(by 

und  folglich,  wie  man  leicbt  findet: 

^  .        »       #>      CO«  Äsift  C"cos  11(6) —cos  Csia  g*cos  nje) 

cos  iß  +  cos  /»cos  C  =5 n TT/  \ 7>~~I — rfTTv » 

'  cos  J9  COS  n{0) — COS  C  COS  II{Ö) 

.     (cosg«— COS  C«)cosi7(c)      . 
cos  Ä  +  cos  Ccos^  =  cos  BcosHCc)- cos  Ccos  17(6) ' 

weil  nun  nacb  30) 

(cos  A  +  cos  B  cos  C)  cos  i7(a)  =  (cos  ß  -f  cos  Ccos  A)  cos  17(6) 

ist,  so  ist: 

-_,  .  (cos  JB«  — |cos  C)  cos  17(6)  cos  77(c) 

cos77(a)  =  eosÄsinC*cos77(6)-cosCsioÄ«cosI7(c)- 

Nacb  46)  ist: 

sin  J?  sin  17(6)  cos  77(c)  =  sin  Ccos  27(6)  sin  i7(c) , 
also: 

sin  B«sinG(6)«cosn(c)«  =  sin  C*cosI7(6)*sln  n(c)*, 

folgllcb,  wenn  niaa  auf  beiden  Seiten  cosi7(6)*cosI7(c)*  addirt: 

cosl7(c)«{coa  n(6)*+sinfi*sinn(6)«) 
re  cos  n(6)*  {cos  n(c)« +sln  C«  sin  II(c)»}, 

cos  n(c)«{sin  B»-f  cos  JB^cos  77(6)^ 

=  cos  n(6)^{  sin  C«  +  cos  C*cos  77(c)«} ; 
also: 

8lnC»cos77(6)«— sinÄ^os77(c)^— (cosÄ*  -  cosC*)cos27(6)^osi7(e)« 

und  hierans: 

cosßcosC8inC*cosi7(6)*— Gos£co8Csinfi*oosI7(c)*  \  __q 
—  cos  B  cos  C  (cos  B^  —  cos  C*)  cos  77(6)«  cos  77  (c)*  /  "" 

Weil  nun  offenbar  identisch 

(cosJB*— cosC»— cosfi*sinC*+sinJB*cosC«)co8n(6)cosI7(c)  =  0 

ist,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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(confis— cos  C*— coftÄ*  Bin  C*  +  sin  ß»  co«  C*)  cos  IZ(6)  cos  ü  (c) 
==      cos if  cos Csin  C*cos  17(6)*-- cos  i9cos  Csin  A^cos U{e)^ 
—  cos  Äcos  C(cos  ß*—  cos  C*)  cos  n(6)«  cos  n(c)*, 

und  hieraus  feruer: 

(cosßs— cosC'){l  -f  cos  i?cos  Ccos  27(6)  cos  I7(e)}cosi7(6}  cos /7(c) 
=      cos  B sin  C* cos  17(6) {cos  B  cos  i7(c)  -f  cos  Ccos  I7(6)( 
—cos  Csin  ß*cos  I7(c){co8  ßcos  17 (c)  -f-  cos  C  cos  77(6)} 
=      {cos  Bsin  C^cos  17(6)  —  cos  Csin  B^cos  I7(c)} 
X  {cos  Äcos  77(c)  +  cos  Ccos  17(6)} , 

also: 

(cos  g*— cos  C*)  cos  77(6)  cos  II{c) 

cosßsio  C* cos  17(6) —cos  Csin B^cos 77(c) 

cos  B  cos  77(c)  +  cos  C  cos  17(6) 

""  1  +  cos  B  cos  C  cos  TZ  (6)  cos  17 (c) ' 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

cos  gcos  77(c)  +  cos  Ccos  17(6) 
cos  I7(a)  —  I  ^  cos  Ä  cos  C  cos  n(6)  cos  77 (c) ' 

und  mit  geh5riger  Vertauschung  der  Zeichen  hat  man  also  die 
folgenden  Gleichungen: 

cos  B  cos  II{c)  +  cos  Ccos  77  (6) 

!cos  i7(a)  —  i^cosBcosCcos  IT  (6)  cos  77(c) ' 
rrfk\        COS  Ccos  77 (ii)  4  cos  A  cos  77(c) 
cos 77(6)  -  ]  ^  cosCcos^  cos  77 (c) cos 77 (a) ' 
_   €os  Ä  COS  27  (6)  +  cos  Jg  cos  77(a) 
cos27(c)  —  j  _j_  ^^^^  ^^g  ^  cos  77(a)  cos  27(6)* 


§.  15. 


Nach  46)  ist: 


51).... 


1            A        TTiL^        n,  X       sinn(6)sin77(c) 
l-cos-icos77(6)cosn(c)=: ^\^n{a) " 


1  —  cos  Bcos  77  (c)  cos  77  (a)  = 


8in27(c)sin77(a) 
sin  27(6)        ' 


I  ^        rw,  .        «/.x       sin  27(fl) sin  27(6) 

l— cos  Ccos  77(a)  cos  77(6)  = tu  \        > 

^  ^  ^  sin  77  (c) 
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also  dureh  Mnltiplicatioo: 

{ 1  —  coAil  cos  17(6)  co8i7(c) }  { 1  — cosJBco8i7(e)  co8i7(a)}  sssio  n(c)% 
{ l — co8Äcoair(c)co8lI(a)|  { 1 — cos  Cco»JI(a)  co8ir(6)}  =siD  ir(a)« 
{ i — co8Ccosi7(o)  co8n(6)}  {I^cob'A  cosZ7<A)  cosl7(e)}  =3aiiiir(6)*; 
und  hieraus  ferner: 

{ 1  —  cos  il  cos  i7(6)  cos  I7(e)}*{  1  —  cos  £  cos  27(c)  cos  n(a)}* 

x:  { l  —  cos  Ccos  ir(a)cos  i7(6)}« 
=  sin  n(a)«8in  II(6)«sin  IJ(c)*, 
also»  weil  bekanotlicb 

8inil(a),    siDn(6),    sinUCc) 
und  offenbar  auch 

1  —  cos  A  cos  n(b)  cos  n(c)f 
1  —  cos  iB  cos  n(e)  cos  n(a), 
1 — cos  Ccos  i7(a)  cos  17(6) 
lauter  positive  Grössen,  sij^id : 

ß3) 
{ I  — cosilcos  ri(6)  cos  n(e)\  { 1 — cos  i^cos  77  (c)  co8  77  (a)} 
X  { 1  -  cos  C  cos  77  (fl)  cos  n(b)\ 
=  sin  77(a)sin  77(6)  sin  n(c). 

Durch   Entwickeinng   der  Producte   in  52)  erhält  man  sehr 
leicht  die  folgenden  Gleichungen: 

64) 

cos  77(6)  .  co8  77(c)         cos77(a)  „,  ^       „,,^       „,  ,     ^ 

cos77(c)  .  co877(o)         cos  77(6)  _,  ,       „^^^       „,  ^     „ 
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§.  10. 

Am  der  aas  46)  bekannten  Gleichung 

_  ein  n(a)  —  sin  Hjb)  «in  Djc) 
^^^-  8iiiJri(a)cosiI(6>cosJI(c) 

erbilt  man»  wenn  der  Kflne  wegen: 

55).,..  G  =  V  {1— g.^  jj^^j,  -  ginn(6)«'"8inn(c)« 

2 
■*■  sin  JI(a)  Sil)  n(6)8in  JT(c)  ^ 

oder  auch 

55*).....  G  =  v{2(l  +  ^))(l+s^-(f,)(l+S^)) 

""^*  +sinn(a)  +  sin  12(6) """IS^irW^  * 
geseilt  wird: 

sin  il«  SS  C?tangn(6)*tang  n(c)*. 

Weil  nun  aber  wegen  der  aus  46)  belcannten  Gleichung 

sin  B  tang  i7(6)  =  sin  Ctang  n(c) 

offenbar  tang  27(6)  und  tang22(c)  gleiche  Vorseichen  'babea»  also 
das  Product  tang 22(6)  tang27(c)  positiv  ist»  und  auch  sinil  po* 
sitiv  ist;  so  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 

isin  A  =  Cr  tang  12(6)  tang  n(c), 
sin  B  =  6  tang  22(c)  tang  n{a), 
sin  C=G tang n(ä) tang  12(6). 

§.  17. 

Nach  46)  ist: 

.    1^ cos  A  -f  cos  ^co«  C 

sinnTo)  ""         sin  A sin  C         * 

und  folglich,  wie  man,  weil 
ist,  hieraus  leicht  findet: 
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„^  ^.           1 — cosil^  —  cosB* — coBC^^icoBÄcosBeosC 
cotn(«)«  = si„/^,iaC> 

also: 

cotI7(o)*  1  —  cQg  ii* — cos  ^  —  cos  C* — 2cogi<co8  gcoB  C 

"ito2«"=*~  BinAHluB^BiuC*  ' 

folglich  fiberbaupt: 

cot  n(g)«      cot  JI(6)»  _  cot  n(c)« 
^'^ siDil«     ""     sioÄ«    —    sinC« 

iTCosii* — cosg* — cosC*— 2cogilcosBcosC 
— ""  B\nA*B\nB*B\nC* 

Weil  Bun»  wie  scboo  frfiber  bemerkt  worden  ist»  die  GrOssen 
ULngn(a),  tang  11(6)9  taDgIZ(o)«  und  daber  aach  cotlZ(a),  cotn(6)9 
coti7(c)  gleiche  Vorzeichen  hallen,  so  ist: 

cot  71  (g)  _  cotJT(6)  _  cotn(c) 
^^ ^    sinil     —    sinA    "    sinC    ' 

was  wieder  aaf  die  drei  ersten  Gleichungen  in  46)  snrückführt: 

Leicht  erhält  man  auch  die  folgenden  Formeln: 

. tanggtangC cosil 

sinn(a)      "■       eosJBcosC 


1 


■  tangCtangii cosg 

sin  JI(Ä)  "~  cos  C  cos  A ' 

I     [toPg^faPg^  cosC     , 

1    sin  n(c)     *^  ""  coSilcosÄ* 


und  bieraas: 


59) 

tanggtangC^        tangCtangii  _       1 
*  *         sin  n(a)     « *  *  sin  JI(6)     '  "  cos  C«' 

j.      tangCtangii  tangiJtangg    _       1 

^•""     sinn(6)    /**  sin /I(c)     '  ""  cos^** 

tangiitangjg  tanggtaogC    _       1 

^*""      sin n(c)     ^^*""      sinn(a)     '  ""  cosB«' 

Entwickelt   man  die  Prodacte  aof  den  linken  Seiten  dieser 
Gleichlingen,  so  erhftlt  man  die  Gleichnngen: 
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60) 

sin  n(ä)  taogil  +B\n  n(6)  tang  A-f  sin  n(a)  sin  n(6)  tang  C\_^ 

—  tangil  tangfitangC  /"" 

sin n(b) tang B  +  sin n(c) tang C-h sin JT(6) sin n(c) imgA  \_q 

—  tangil  tang  JB  tang  C  § 

sin i7(c) tang C -f sin i7(o) tang A -^ sin i7(c) sin i7(a>tang B  ^_^ 

•^tangil  tang  B  tang  C  § 

Durch  Multiplication  erbftit  man  ans  den  Gleicbongen  S9)  die 
Gleichungen : 

tanggtangC*  ^      tangCtangil  •        tang^Ütangi?  * 
^*""    ßinil(a)    '^  sinn(6)    ^  ^*         8in^(c)    * 


cos  J*  cos  A*C08  C*  ' 

Im  spitzwinicligen  imaginären  oder  eingebildeten  Dreieck  sind 
die  Winkel  A,  B,  C  sämmtlich  spitz»  ihre  Cosinus  also  sämmtlich 
positiv,  folglich  die  Grossen 

cosil  cosB  coaC 


cos  B  cos  C  '     cos  C  cos  A  *    cos  A  cos  B 

gleichfalls  sämmtlich  positiv.  Im  stumpfvi  inkligen  imaginären  oder 
eingebildeten  Dreieck  ist  von  den  Winkeln  A,  ß,  C  der  eine 
stumpf,  die  beiden  anderen  sind  spitz,  und  die  Grossen 

cosA  cobB  cosC 

cos  B  cos  C*'    cos  C  cos  i^'     cos  A  cos  B 

sind  also  offenbar  sämmtlich  negativ.  Wegen  der  aus  dem  Obigeo 
bekannten  Gleichungen: 

1      tang  g  tang  C cosJ 

""      sin  md)  *"  CO»  B  cos  C* 

tang  Ctang  A  cosg 

sin  17(6)       "^       cos  C  cos  ^ ' 

1      tang  ^  tang  B  ^  cosC 

*~      sin  n(c)      "~       cos  A  cos  B 

sind  folglich  die  Grossen 

.      tang  g  tang  C     -     tang  C  tang  il  tang  il  tang  B 

*  »ini7(ii)     '    ^"^     sinn(6)     '     ^""     sinn(c) 
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im  spitzwinkligen  Dreieck  0ämnitlich  negativ,  im  sdmipiwinkligeD 
Dreieck  säramtlich  positiv ,  so  dass  also  das  Product 


tang/?tangC 


\  ji      tangCtang^^  j        tangJtangg) 

1  y^  s\Bn(b)   j  r""  sioncc)    ] 


im  spitzfvinkligen  Dreieck  fiegatrv,  im  stumpwinkligen  Dreieck  po- 
sitiv  ist;  aod  4a  nun  das  Product 

cos  A  cos  B  cos  C 

im  spitzwinkligen  Dreieck  positiv,  im  stumpfwinkligen  Dreieck  ne- 
gativ ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Obigen  offenbar  die  Gleichung: 

61) 

(         tanggtangC)  (        tangCtangJ)  (        taag^tangig^ 
\*  sinil(a)      n  sin  12(6)      }\  sinn(c)      { 

1 


cos  A  cos  ß  cos  C  * 

§.18. 
Nach  56)  ist: 

BhaA  =  Gtangi7(6)tangi7(c), 
sin  ß=:  G  tang  n(c)  tang  n(a), 
sinC  =:  GtiingZ7(a)tangn(6); 

und  die  Ausdrucke  von 

cosil,    cosi9,    cosC 

in  46)  kaan  mw  Huf  folgetde  Art  darstellen: 

cosB  =  taDgn(c)tangII(a)  {^^^A___  __^J  , 

cosC  =  tang 27(o)tang 21(6)  { ,;„ n(^)\in  P(6)  "  SiÄ(^} ' 

Also  ist: 

Theil  LI.  30 
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ain(B  +  C)  —  sioi^cos  C+  cosBainC 

=      G  tang  n(a)^  tang  n(b)  tang  I7(c) 

^  \  sin  iJ(a)  sin  11(6)  ""  aln  II(c)  ) 
•f  6r tang  n(a)3tang n(6)  tang n(c) 

^  \  sin  illc)  sin  n(a)  ""  sin  11(6)  ) 
und  folglich: 

sio(Ä+  C)  =  €?  lang  n(a)«  tang  n(6)  tang  I2(c) 

^(iÜTÖO^""*)  \sinn(6)"*"  sin II(c))" 

Aas  der  Gleichung 

.  .         o        ^      sinÄsin  C 

cos  A  +  cos  Jl  cos  C  = .     rr/   v 

'  6iaii(a) 

ergiebt  sich  leicht; 

cos -4  +  cos(Ä  +  C)  =  sin^sInC  \   .   jj,  v—- 1  ?  • 
also: 

cos(B+C)  =  —  coflJ  +  8inBsioC|^T^^  — 1>. 
and  folglich  nach  dem  Obigen: 

cos(B+C) 
=  -  cos^  +  G«tangn(a)«tangII(6)tangn(c){^j;^^- 

Also  ist  nun: 

co8(il  +  B+C)  =  co8ilcos(B  +  C)— slnilsin(B+  C) 
=  -  cosilH(»^*tangn(a)«tangn(6)tangn(c)|^j^j~^-l}  cos  A 
—  G  tang  n(a)2tangn(6)  tang  n(c) 

^\äSr5(S)"^M  (ii^n(6)  +  SSn(^}®*"^' 

folglich»    wenn  man    für  cosil  und    sinil  Ihre  Werthe    aus  dem 
Obigen  einführt: 
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cos(il-f  B-f  C) 
=  —  co8i4«+G«taDgJT{«;«tangJI(6)«tangiI(c)« 

^  \8iDl7(a)  "■  *)   (S^Dir(6)8iDl2(c)  ""  SiTlfC^) 
-  e«  taog  n(a)^  tang  n(6)«  tang  n{c)^ 

^  \ainn(a)""M  WitTä)  +  ^ST^j' 
also: 

2co8i(^  +  Ä+C)« 
=  sin  ^«+  6?«  tang  il(a)«  tang  n(6)«  tang  n(c)« 

^  i8iDn(fl)'~M  \8in 21(6) sin  II(c)  ""  ^iiTST^! 
—  G«  tang  II(a)«  tang  n(6)«  tang  II(c)* 

woraus  sich  endlich,  weil 

sin^«=  G«tang  n(6)«  tang  n(c)* 

=  G«  tang  n(a)»tang  11(6)«  tang  n(c)«.  cot  n(a)« 

=  G«tangII(ci)«tangn(6)«tangiI(c)«  {^C^  "  ^  ] 
=  6'«tangn(a)«tangIJ(6)«tangZI(c)* 

^  Jsin II(a)"~''!  \siniI(a)"*"M 
ist: 

2co84(il  +  B+C)2 
=       G«tang2I(a)-tangiI(6)«tangn(c)>{^^-l}  {^+l} 
+  G«  tang  n(a)«tang  n(b)^  tang  U^cy^ 

^  ( sin  il(a)~"*l  ( sin  il{6)  sin  i7(c)  "^  sin  n(a)) 
-  6?«  tang  n(a)*  tang  n(6)«  tang  n(c)« 

^  \^iiSn(^)'~M  (shinöS)  "*"  SirB(7)r 

also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

2cosi(il  +  Ä  +  C)* 
=  G«  tang  n  (o)«tang  il  (6)«  tang  il(c)« 

^  { sin iI(a)""M  l8inn(6)'"M  \Sirn(^'"S 

30* 
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ergiebt.    Setzen  mr  nun 

80  ist 

co&l(A  +  B  +  C)  =  sinj^, 

und  folglich: 

62) 

GtangJI(a)tangn(6)tangn(c) 
8inl^  =  dfc ;^j^^ 

^V    isinnCa)""*)  \sinn(6)7*)  {sSBÖc)""^' 

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  das 
Prodact 

tang  J7(a)  tang  17(6)  tang  n(c) 

positiv  oder  negativ  ist,  indem  ßiniJ  offenbar  immer  positiv  ist 
Wir  wissen,  dass 

tang  n(a),    tang  17(6),    tang/7(c) 

Immer  gleiche  Vorzeichen  haben»  und  aus  der  Formel 

rrf  X       sin  27 (ar) 
tang  nix)  =  ; ^ - 

oder: 

tangn(a:)  =  ^j^_-j 

erheilet  auf  der  Stelle,  dass  tangI7(:r)  positiv  oder  negativ  ist, 
jenachdem  x  positiv  oder  negativ  Ist.  Wir  können  also  sagen, 
dass  man  in  der  Formel  62)  das  obere  oder  untere  2ieicbeo 
nehmen  muss,  jenachdem 

tangir(a),    tangn(6),    tangJ7(c) 

s&mmtlich  positiv  oder  negativ  sind«  oder  auch  jenachdem  die 
Grössen  a,  b,  c  sämmtlich  positiv  oder  negativ  sind. 
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Drittes  Kapitel. 

Weitere  Betrachtung  des  imagin&ren  oder  eingebildeten  Dreiecks. 

§.  19. 

Wir  nrollen  jetzt  untersuchen,  ob  zwischen  dem  imaginären 
oder  eingebildeten   Dreiecke,  in  dem  aus  dem  Obigen  l>ekannten 
Sinne,  und  dem  wirklichen  oder  realen  Dreiecke  gewisse  Analogien* 
Statt  finden,  und  stellen  in  dieser  Beziehung  zuerst  die  folgende 
Betrachtung  an. 

Wenn  man  in  der  Seite  AB  eines  wirklichen  Dreiecks  ABC 
einen  Punkt  D  annimmt,  so  dass  also  die  Summe  der  Strecken 
AD  und  BD  der  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  gleich  ist,  und 
dann  die  Linie  CD  zieht:  so  entstehen  zwei  Dreiecke  ACD  und 
BCD,  welche  die  Seite  CD  mit  einander  gemein  haben,  und  die 
zu  dem  Dreiecke  ABC  in  den  folgenden  Beziehungen  stehen. 
Der  Winkel  CAD  des  Dreiecks  ACD  ist  dem  Winkel  A  des 
Dreiecks  il^C  gleich,  der  Winkel  CBD  des  Dreiecks  BCD  ist 
dem  Winkel  B  des  Dreiecks  ABC  gleich;  die  Summe  der  Winkel 
ADC  und  BDC  der  beiden  Dreiecke  ACD  und  BCD  beträgt 
1800;  die  Summe  der  Winkel  ACD  und  BCD  der  beiden  Dreiecke 
ACD  und  BCD  ist  dem  Winkel  C  des  Dreiecks  ABC  gleich. 

Wenn  man  ferner  In  der  Verlängerung  der  Seite  AB  eines 
wirklichen  Dreiecks  ABCf  etwa  fiber  B  hinaus,  einen  Punkt  D 
annimmt,  so  dass  also  die  Differenz  der  Strecken  AD  und  BD 
der  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  gleich  ist,  und  dann  die  Linie 
CD  zieht:  so  entstehen  zwei  Dreiecke  ACD  und  BCD,  welche 
die  Seite  CD  mit  einander  gemein  haben,  und  die  zu  dem  Dreiecke 
ABC  in  den  folgenden  Beziehungen  stehen.  Der  Winkel  CAD 
des  Dreiecks  ACD  ist  dem  Winkel  A  des  Dreiecks  ABC  gleich, 
der  Winkel  Ci?/>  des  Dreiecks  BCD  ergänzt  den  Winkel  B 
des  Dreiecks  ABC  zu  180^;  die  Winkel  ADC  und  BDC  der 
beiden  Dreiecke  ACD  und  BCD  sind  einander  gleich;  die  Dif- 
ferenz der  Winkel  ACD  und  BCD  der  beiden  Dreiecke  ACD 
und  BCD  ist  dem  Winkel  C  des  Dreiecks  ^aC'gleich. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  bei  einer  gewissen,  nachher  besonders 
anzugebenden  Auffassungsweise  ähnliche  Beziehungen  auch  für 
das  imaginäre  oder  eingebildete  Dreieck  gelten,  was  wir  jetzt 
untersuchen  wollen. 
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§.20. 

Die  Seiteo  und  Winkel  eines  imaginären  oder  eingebildeten 
Dreiecks  seien  wie  gewöhnlich  a«  6,  c  und  A,  B,  C.  Wir  denken 
uns  nun  zwei  andere  imaginäre  oder  eingebildete  Dreiecke.  Das 
erste  habe  die  Selten  b  und  x,  welche  den  Winkel  A  einscblies- 
sen;  dem  Winkel  A  stehe  die  Seite  y,  der  Seite  6  stehe  der 
Winkel  m,  der  Seite  as  stehe  der  Winkel  o  gegenüber.  Das 
zweite  Dreieck  habe  die  Seiten  a  und  a/^  welche  den  Winkel  B 
einschliessQn ;  dem  Winkel  B  stehe  die  Seite,  y,  der  Seite  a 
stehe  der  Winkel  m\  der  Seite  a:'  stehe  der  Winkel  c5'  gegen- 
über. Wenn  nun  zwischen  der  Seite  c  des  -  gegebenen  Dreiecks 
und  den  Seiten  x  und  x'  der  beiden  anderen  Dreiecke  die  Be- 
ziehung 

a:  +  a:'  =  c 
Statt  findet,  so  fragt  sich»  ob  wie  bei'm  wirklichen  Dreiecke: 

y=zy\     »  + Ol' =  1800.     (5  +  <^'=:C 
ist,  welche  Frage  wir  jetzt  beantworten  wollen. 
Nach  46)  ist: 


ferner  ist: 


.    „,  ^  sinn(^)siniT(ar) 

sin  ii  (3^;  -  j  _  ^^^  j^^^j  ^^^  ^^^j  ^^^  ^ , 


.    „.  ,.  _  sinn(q)sinn(arO 

Bininy  )  -  1  _ cos n(a) cos n(x')  cos B ' 


also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

x'  =  c — X 


ist: 


.    „,  ,.  sin 27(a) sin II (c—a:) 

sin n(tl')  Ä  I rT/\    — ttT ^r i> « 

^^  '       1  —cos 27(fl)  cos  rZ(c  — ar) cos B 


und  weil  nun  nach  17): 

.•  rr.         .  sin  I7(c)  sin  27(ar) 

sinIJ(c— .r)  =  Tj j=f7-\ ttT^  • 

"^  ^       1  —  cos  ii(c)  cos  il(:t;) 

__ .  .        cos  n(c) — cos  n(x) 

cos  2I(C  —  a?)  =  :| ij,    . =~^ 

'       J  —  cos  ii(c)  cos  n(x) 
wi,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersieht: 
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.     — .  , gjn  n(ä)^m  g(c)  8in  11  (x) 

»»»  "  ^*  ^""1— cofin(c)cosn(ar)-co8n(a){cosII(c)— cos22(jr)lco8Ä' 

Soll  nan 


«in  II(y)  =  sin  i7(/) 


sein,  so  IIIU68 


Bin  17(6)  sin  27(j?) 
1  —  cos  n(6)  cos  i2(j:)  cos  -/4 

BIP  n(a)  sin  iJ(c)  sin  n(3r) 

"^  1 — cos  n  (c)  cos  JI  (x)  —  cos  n(fl)  { cos  2I(c)  —  cos  n(a:)}  cos  B ' 

also: 

810 17(6){1 — cos  n(c)  cos  ir(a:)— cos  27(fl)  [cos  il(c)— cos  IZ(ar)]cosÄj 
=  sin  J7(a)  sin  ir(c)  { 1  —  cos  27(6)  cos  n(ai)  cos  J } 

oder: 

sin  27(6)  —  sin  n(ä)  sin  i7(c; — cos  n(a)  sin  77(6)  cos  27(c)  cos  B 
=  {sin  n(6)  cos  n(c)  —  sin  J7(a)  cos  17(6)  sin  27(c)  cos  A\        _,  , 

?  cos  xi(^) 

-cos  12  (a)  sin  27(6)  cos  Ä  ) 

sein.    Nun  ist  aber  nach  46): 

# 
j^  sin  27(fl)^  sin  27(6)sin  27 (c) 
cos^-.  sin  n(fl)  cos  n(6)  cos  n(c)   ' 

_  sin  27(6)— sin  27(c)  sin  27  (g) 
coB/^—  ginn(6)cos27(c)cosn(«)   ' 

woraus  sich  auf  der  Stelle  ergiebt,  dass  der  Tbeii  auf  der  linken 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung  verschwindet.  Der  Factor  von 
cos  27(0?)  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist: 

•    TT/Ax        rr/ N      sin  27(a)  --  sin  27(6)  sin  27 (c)   .    __,  . 
sin  27(6)  cos  n{c) ii^njcj ^  ®^"  ^^^^ 

sin  n(6)  —sin  Hje)  sin  n(a) 
cos  27  (c)  ' 

und  verschwindet  folglich»  weil  offenbar 

sin  27(6)  cos  n(c)«  -  sin  27(ii)  sin  n(e)  +  sin  27(6)  sin  n{c)*  \^ 
— sin27(6)-fsin27(c)sin27(a)  ) 

ist,  ebenfalls.  Also  ist  die  obige  Gleichung  identisch  erfüllt«  und 
es  ist  folglich  in  der  That 
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l8ioi7(y)=:8iDl7(yO, 
wo  sieb  nun  fragt,  was  sich  aus  dieser  Gleichung  schliessen  lässt. 

Nach  46)  ist  für  jedes  imaginäre  eder  eingebildete  Dreieck : 

siniltangn(a)  =  sinÄtangI7(fl)  =  sinCtangil(c), 

und  es  haben  also^   weil  die  Winkel  A^  B^  C  zwischen  0   und 
180^  liegen,  offenbar 

tang27(a),    taiign(6),    twgn(c) 

gleiche  Vorzeichen;  nach  §.  2.  sind 

8ini7(a),    sini7(6)^    8ini7(c) 

sämmtlicb  positiv,  also  haben 

cosi7(a),    co8n(6),    co8l7(c) 

sämmtlich  gleiche  Vorzeichen ;  nach  §.  2.  haben  aber 

cosI7(o),    cos  27(6),    cosir(c) 

beziehungsweise  mit  X 

fl,    b,    c     ^ 
gleiche  Vorzeichen;  also  haben  a,  6,  c  gleiche  Vorzeichen. 

Da  dies  hiernach  von  jedem  Imaginären  "^  oder  eingebildeten 
Dreieck  allgemein  gilt,  so  haben  auch  b,  y  umd  a,  y\  folglich, 
weil  a,  b  gleiche  Vorzeichen  haben,  auch  y,  y'  gUaiche  Vorzeichen. 

W^il  nun  nach  5) 

ist,  so  ist,  weil 

sinn(,y)=:g»nll(y') 
ist: 

ev  +  e-y  s=  ey'  +  c-»'. 


also: 


eil        €»""   eVeV 


und    Wäre    nun .  nicht   y=:y',    al^o    nicht   e» « «y,    also    nie 
«»— «^'  =  0,  60  wäre 


Digitized  by  VjOOQIC 


unä  über  efnpedildeie  Dreiecke  und  Vierecke.  473 

&eyss  ev+y  =:  1, 

folglich  y-fy  =0»  aod  es  müssten  also  y,  y'  ungleiche  Vor- 
seichen haben,  was  gegen  das  Obige,  wonach  y,  y'  gleiche  Vor- 
zeichen haben >  streitet;  daher  ist  es  falsch,  dass  nicht  y  =^  y' 
wäre,  und  es  ist  also  yssy',  wie  bei  jedem  wirklichen  Dreiecke. 

Ferner  ist  nach  46): 


und 


sin  J7(6)  —  sin  I7(ar)  sin  J7(y) 
sin  n(b)  cos  n(x)  cos  n(y) 


i  —  sin  n(a)  —  sin  n(x')  sin  Hjy*) 
cositt  ^    Bin  n(a)  coa  n(x')  cos  n(y')   * 


also,  weil  nach  dem  Obigen 

x' =  c— a?,    y'=y 
ist: 

,  __  sin  ■Zl(a)  —  sin  n(c  —  x)  sin  Ujy) 
^^*®  ~  sin  n(a)  cosU  (tf -or)  cosi7(^) ' 

also,  wenn  man   für   sin  i7(c — oc)  und   cosIJ(c— j?)  wieder   ihre 
obigen  Ausdrücke  einfährt: 


sin  n(ä)  —  sin  n{a)  cos  JI(c)  coh  11  (x)  —  sinn(c)sin  il(ar)sinil(y) 

sin  IHa)  { cos  iI(c)--cosiI(a:) }  cos  n(y)  * 

Soll  nun  coso»  =  —  coso'  sein,  so  muss 

sin  g(6)  —  sin  11  (x)  sin  g(y)  _ 
si  n  n(b)  cos  II(x)  cos  n(y) 
sin  n{a)  — sin  n(ä)  cos  n(c)  cos  n(x)  —  sin  il(c)  sin  n{x)  sin  IZ(y) 
""  sin  n(a)  {cos  ir(c)  —  cos  n(x)]  cos  12(y)  • 

also: 

sin  il(a){sin  27(*)— sin  n(x)B\n  n(y)}  {cos  IZ(c) —cos  n(x)] 
=  -  sin  27(6)  codlT{j:){  sin  n(fl)  — sin  II(a)  cos  il(c)  cos  il(ar)  \ 

— sin  n(c)  sin  Il(ar)  sin  n(y)  ]  ' 

also,  wie  man  hieraus  sehr  leicht  findet: 

«in  n(ü)  cos  I7(o)  {sin  n(y)  —  sin  17(6)  sin  D  (x)  \ 
==5  cos  J7(^)sin  n(^){sin  n(ii)  -  sin  ir(6)sin  ll(c)} 
oder: 
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Nach  46)  ist: 

sin  A  fang  IT (jf)  =  sin  cotang  U{b), 

sinil  tangi7(a)  =  sin  Ctangi7(c); 

also  offenbar: 

tang  il(y)  _  tang  II{a)  tang  JI(6) 
sin  OD  sin  Ctang  J7(c)      * 

und  folglich: 

sin  C  fang  il(c)  cot  (5  +  5') 
_  sin  n{x)  sin  27(3:0  —  sin  Uja)  sin  27  (/>)  { 1  +  co«  il(a:)  cos  g(j/)  { 
""  cos  27(a) cos  27(ä){cos  27(a:)  +  cos  27(a:')} 

also,  weil  nach  16): 

.    «r     .     »V  sin27(jr)8in27(ar')  .    „,  ^ 

^     '      '        1+ COS  77(x)  COS  27(0?')  ^' 

•    rr*        TT/  ^     */-  .  -M       sin n(c)— sin  n(q)8in n(6) 

sin  Ctang  Ii(c)  cot  (ö  +  o')  = y^r^-r „.A  — FttV  » 

*•     ^  -^       "^      ■       '^        cos27(a)cos22(6)cos27(c) 


ist: 


folglich 

also  nach  46)  : 
folglich: 
Weil  nun 


,    ^     ^,-.  .  -,.       sin27(c)— 8in27(a)8in27(6) 

sin  Ccot(ö  +  O')  = ^r\ rr/i/»     rr/\     ' 

^  '        cos27(a)cos27(6)8in27(c) 


sin  Ccot((d  +  W)  =  cos  C, 
cot(Qf  c5')  =  cotC. 


il  +  o  +  ö"^  180^ 
ß  +  »'  +  5'^180 


ist,  so  ist: 


il  +Ä+ö)  +  a)'  +  5  +  5'^360<>. 


und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

»  +  «'=:  180« 
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ist: 

^+Ä  +  5  +  5'^1800; 

also  liegt,  eben  so  wie  bekanntlich  C,   auch  o-f  ^'  zwiscben  0 
und  180®,  und  aus  der  Gleichaog 

cot  (5  + 5')  =  cot  C 
folgt  also: 

5  +  5'  =  C, 

ganz  eben  so  wie  bei'm  wirklichen  Dreiecke« 

§.21. 

Die  Seiten  und  Winkel  eines  imagin&ren  oder  eingebildeten 
Dreiecks  seien  wieder  a,  6,  r  and  A,  B,  C  Wir  denken  \ids 
zwei  andere  imaginäre  oder  eingebildete  Dreiecke.  Das  erste 
habe  die  Seiten  h  und  x^  welche  den  Winkel  A  einschliessen; 
dem  Winkel  A  stehe  die  Seite  y^  der  Seite  6  stehe  der  Winkel 
CO,  der  Seite  x  stehe  der  Winkel  o  gegenüber«  Das  zweite 
Dreieck  habe  die  Seiten  a  und  x\  welche  den  Winkel  180® — B 
einschliessen;  dem  Winkel  180® — B  stehe  die  Seite  y\  der  Seite 
a  stehe  der  Winkel  »^  der  Seite  x'  stehe  der  Winkel  o'  gegen- 
über. Wenn  nun  zwischen  der  Seite  c  des  gegebenen  Dreiecks 
und  den  Seiten  x  und  x'  der  beiden  anderen  Dreiecke  die  Be* 
Ziehung 

x—x'^c 

Statt  findet,  so  fragt  es  sich,  ob  wie  bei'm  wirklichen  Dreiecke: 

y^y\    o>s=:o>^    5  — ö'äC 

ist,  welche  Frage  wir  jetzt  beantworten  wollen. 

Nach  46)  ist: 

ainJJ(6)sinir(j?)  . 

sinii^y;  —  1— cosIICÄ)cosI7(a:)cosil' 

.    ^,  ,. sin  n(a)  sin  g(j;0 

sin  U(y  }  —  i_eosn(«)cosi2(.T')cos(l80®'-Ä)' 


ferner  ist: 


also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

a:'  =  j?  —  c 
ist: 
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•    Tjf  '\^^ sin  n(g)  sin  J7(j? — c) 

sin  U{y)^  I  ^  co8iI(d)  cosnCa:  -  c)cos  ß  * 

ond  folglich,  weil  nach  12): 

sin  n(af  —  c)  =  sin  n(c  —  a:),  cos  n(x — c)  =  —  cos  n(e-^ae:^ 

ist: 

sin  n(fi^)  -  8inn(a)sinn(/;-a:) 

sin  li^  ;  —  I  — cosil(a)  cos  ir(c-a;)  cos  ß' 

Man  bat  also  jetzt  fiir  sin  n(if)  und  sin  n(y')  ganz  dieselben  Aus- 
drGcke  wie  im  vorhergebenden  Paragraphen^  and  scbliesst  daraos 
ferner  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  dort,  dass  y  =  y'  ist. 

Ferner  ist  nach  46): 

sin  77(6)  —  sin  n(jr)  sin  LLjy) 

f  "^   sin  17(6)  cos  i7(a:)  cos  n(^) 

und 

,  _  sin  g(fl)  -  sin  n(x')sm  UjyT) 
cosco  —  sin  27(0)  cos  i7(a?')  cos  n(yb  ' 
% 
also,  weil  nach  dem  Obigen: 

x'—x  —  Cy    y'=y 
ist; 

, sin  n(a)  —  alnn(x^  c)sin  i7(y) 

sinIZ(a)cosi7(j; — c)cosI7(^) 

und  folglich,  weil 

sini7(ar — c)  =  sinir(c — x),  coBi7(j;  —  c)  =  —  cos  17 (c  —  o?) 

ist: 

,  _       sin  77(0)  —  sin  J7(c  —  ar)sin  i7(y) 
coso  -        sin  n(a) cos I7(c—a:) cos II(y)  " 

Man  bat  also  jetzt  Iflr  cos  cd  und  cosco^  mit  dem  einzigen  Unter- 
schiede, dass  vor  dem  Ausdrucke  von  cosoo'  das  MinuszeicheD 
steht,  ganz  dieselben  AusdrOcke  wie  im  vorhergehenden  Para- 
graphen, und  man  erbSit  daher  offenbar,  wenn  coso  =  cos  cd'  sein 
soll,  genau  dieselbe  Bedingungsgleichung  wie  im  vorhergebenden 
Paragraphen,  deren  Richtigkeit  dann  ferner  ganz  eben  so  wie  dort 
gerechtfertigt  wird.  Es  ist  folglich  wirklich  coso)  =  co80}^  also, 
weil  wie  in  jedem  imaginären  oder  eingebildeten  Dreieck  oa  und 
o>'  zwischen  0  und  180^  liegen,  m  =5  ca'. 

Endlich  ist  nach  46): 
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cosJI(y) — cosa>.co8ir(a;) 

cot  Cd  = ; TT/    \ — = — rrt    \ —  » 

Sin  o  cos  n{x)  s\\\  n{y) 

,  — .       cos  n(v') — cos  «'  cos  il(ar') 
siD  co'  COS  n(x')  8in  FI  (y') 

also,  weil  nach  dem  Vorbergeheodeo: 

y'  =  y ,     cos  n(y')  =  cos  n<y),    sin  n(y')  =  sin  n(y) ; 


ist: 

_       cos  21  (y)  —  cos  m  cos  ir(a:) 

COtO  =s  : TTT — T": — inFT — C* 

Sin  CO  cos  n  {x)  sin  ii(  jf) 

_,       cos  n(t/)  —  cos  (D  cos  n(a?') 
C0tft)^  =  -  .      ^^     rr,    l^    ■    rr/ \    ' 
sin  CO  cos  il(^')  sin  ii(y) 

Hieraos  ergiebt  sieb  leicbt: 

-.-vfTv'      ^  »Tv       COS  iJ(y)  {cos  n(x)  -  cos  ir(:gO) 

COl  O   —  COl  GJ  ^  — ; 7=»; — ^ fr/ — K — '• — rr/    \* 

Sin  (0  COS  n  (x)  COS  Ii  (x')  sin  ii(y) 

Ferner  ist: 

coto  coto'-f  1 

!j  cos  my)'^  cos  o  cos  U  (ar) }  { cos  n(y)  —  cos  cd  cos  il  (x')  j  ^ 
-f  sin  a>^  cos  n(x)  cos  ir(a:0  sin  ir(y)*  ) 

sin  flo^cos  n(x)  cos  Il(«')  sin  iT(y)* 

Den  Zähler  dieses  Bruches  bringt  man   leicbt  aof  den  folgenden 
Ausdruck: 

— sin  ir(y)«  { 1 — cos  n(x)  cos  n{x') } 

+  { 1  —  cos  wcos  II(j;}co8  n(y) } { 1  —  cos  wcos  /7(ar') cos n(y)\. 

Nun  ist  aber  nach  46): 

sin  11(6)  —  sin  11(0:)  sin  Hjy) 
cos«-  sin 22(6) cos i2(:r) cos il(y)   ' 

,      sin2J(a)  — sinn(arOsinn(yO. 
^^^^  "  Bmn(a)coan{x')coaIHy')  * 

also  nach  dem  Obigen: 

sin  21(6) — sin  n(x)  sin  2T(y) 

sin  21(6)  cos  27(0?)  cos  27  (y) 

_  sin  27(o)  -  sin  27(ar0sin  n(y) , 
^^^^-  sin27(a)cos27(ar')cosn(y)* 
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folglich: 

.1                     TT,  ^        -m  ^       «In  21  (:r)  810  ir(v) 
l-co8a)co8lJ(a;)co8ir(y)  = ^Ju{f>)        ' 

^.   /x        TT,  V       810  21(3?') sin  ^(y) 
1  -  cos  »  cos  n(x')  cos  U{y)  =  ^i„iJ(^)     ^    5 

daher  ist  der  obige  Zähler: 

.    TT/  X*  8inn(a)8iDir(6){l-cos27(ar)co82I(ar')}-8inn(a:)8iDn(dr0 

-*'"^(2r)*- 810  27(a) sin  2i(6r ' 

also: 

cot€5coto'-f  1 
_  _^  sin 2I(a) sin Il{b)\\'-^ coa 2I(ar) cos Tl{x') }  —  «in Il(x) gin  i7( a:') 
sio  (o'sin  22(fl) sin  Jl(b)  cos  22 (or) cos  22 (o:') 

Folglich  ist,  wie  man  sogleich  abersieht: 


cotocoto'-f  1 


cot(o^a>0=  eotä>-^cot5 
8in22(a)sin22(6){l— co822(ar)co822(ar0}-sin22(A)sin2J(j;')  tang2J(y) 
8in22(a)sio22(6){cosn(a;)— cos22(a;')}  '     sijy  o> 

Nach  46)  ist: 

siUiltangHC^)  =  siniotang22(6), 

sin  A  taog  22  (a)  =  sin  Ctang  22(c) ; 

also  offenbar: 

tang n(y)  _  tangn(fl)  tang27W 
sin  09  sin  C  tang  22 (c)      ' 

und  felglich: 

sin  Ctang  22(c)  cot  (5  —  5') 
_  sin  U{x)  sin  U{x*)  —  sin  U{a)  sin  27(6)  { 1  -  coa  22(ar)  cos  2J  {x')  \ 
""  cos  n(fl)  cos  u\b)  {cos  IL{x)  — co»  22(a;')} 

also,  weil  nach  17): 

,    „^  -  «in 22(ar) sin  22(j:')  .    ^,  . 

8  n  22(ar— jp')  =  i Wt-; W-K  =  «»«  ^(<?)* 

^  ^       1  —  cos  22(0?)  cos  22(0?')  ^  ' 


cos 
ist: 


„,  ,^        cos22(or)  — co8  22(a;0  -.,  . 

^  ^       1— cos22(a:)cos22(a;') 


^         „  _      _,        8io2I(c)— 8in22(Ä)sin27(6) 

sin  Ctang 22(c)cot(ö-.ö  )  =  ee8n(a) cos  22(6) cos  22(c)  ^ 
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folglich: 

•in  Ccot(o  -o  )  =  e„g23r(„)e„  iI(A).lnn(c)  ' 

aUo  Dach  46):  *     . 

sin  C  cot(c5  —  5')  =  cos  C, 
folglich:  ^ 

cot  (5  — 30  —  cotC, 

Weil  Doo 

• 

il  +  Ä  +  C"Tl80ö, 

'id'  +  {180o-B)  +  5'  =  180o 
oder  nach  dem  ObigeD: 


ist,  so  ist: 


also: 


i4  +  »+C^180«, 

»+ (1800- Ä)  +  ö>'^  1800 


il  +  ca  +  180o+C+5'^360o, 


il  +  cD  +  C  +  5'^180o, 


und  folglich: 

C+ö'  <  1800. 
Weil  ferner 

0  <  5  <  180O,    0  <  5'  <  180« 
ist,  so  ist  offenbar 

—  180o<S-5'<  +  180o, 
und  ans  der  Gleichnng 

cot(3— 5')  =  cotC 
folgt  also,  wie  man  sogleich  fibersieht« 

entweder    5—5'=  C    oder    5—5'  =  C  — 1800; 
aus  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  würde  aber  folgen: 

C+ 5' =  1800  +  5, 

Theü  LL  31 
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also 

C+ö'  >  18Ü0. 

was  gegen  das  Obige  streitet;  daher  kann  nur 

5  —  5'  =  C 
sein. 

§.22- 
In  dem  in  §.  20.  betrachteten  Falle  haben  wir  die  Gleichung: 

sin  n(a)  cos  n(c)  { sin  n(y)  —  sin  il(6)  «in  n(;r) } 
=  cos  n(a:)  sin  n(y)  {sin  n(a)  —  sin  n{b)  sin  n(c) } 

gefanden.    Setzen  wir  nun  in  diesem  Falle  0=0)'  =  {Hy*,  so  ist 
nach  47): 

sin  11(6)  =  sin n(a:) sin  11  (y) ,     also    sin  n(y)  =    .    j-,.  ■ 

und  folglich  nach  dem  Obigen: 

sin  n(a)  cos  Uic)  { ^^J  -  sin  71(6)  sin  n(a:) } 
=  cos  nix)  ^^y^  {sin  77(a)  -sin  n(6) sin  n(c) }, 

woraus  man  leicht: 

_,  ^       siniT(a)  — 8iniI(6)sinIZ(c) 

cos ii(a:)  = T  -rf'/~r rrr\ » 

"^   ^  sinii(a)cü8ii(c) 

und  hieraus  ferner: 

•    nr  v^       8'P  g(a)^cos  njc)^—  {sin  n(<i)  ~  sin  n(6)  sin  iJ(c)l' 
sinil(a:)    —  "sin  ri(a)'^cos2I(c)« 

ableitet.     Also  ist  nach  dem  Obigen: 

.  ^ sin  I7(a)gsin  27(6)« cos  g(c)* 

sm  n(3^)    —  ^.^  ^j^^a  cos  i7(c)-'^—  { sin  n(a)  -  sin  11(0)  sin  n( c)|*' 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 

_  sin7I(a)»cosn(6)«co8lI(c)«— {sinil(a)— sinn(6)sing(c)i* 
cos ii(y)  -  sini2(a)*cosIZ(c)«— {sioIZ(a)— sinn(6)sinn(c)}*  * 
also : 

cot  ii(y)  —  slnIZ(a)«8inIZ(6)«cos2J(c)« 

und  hieraus  ferner: 
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cotll(c)«cotil(y)« 
_  sin  n(fl)«co8n(6)*co8/I(c)«--  {sin7J(a)— 8mn(6)8inn(c)}* 
""  8inn(a)«8mn(6)«8inil(c)? 

Nach  46}  ist: 


_  Bin  il(c)—8in  II (fl)  sin  17(6) 
*^^®^  ""    cos  n(«)  cos  11(6)  sin  II(c)  ' 


also: 


sin 


^^  _  co8lI(q)«co8n(6)«sinII(c)*— {sinll(c)--8inl7(a)8inll(6)}* 
^  cosn(a)«co8lI(6)«8inn(c)» 

und  folglich^  wie  man  leicht  findet: 

•    r^  -  ^'"  ^(g)^co8n(6)^co8lI(c)*—  {sinn(fl)--sinll(6)sin n(c)]^ 
*'"^    "^  cosn(a)«co8n(6)*«inII(c)« 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  ergiebt  sich  auf  der 
Stelle: 

cot  n(c)«  cot  n(y)«  =  cot  il(a)«  cot  n(6)«sin  C«»     , 

Bekanntlich  haben 

cot  I7(a),     cot  11(6),     cot  n(c) 

gleiche  Vorzeichen,  und  aocb 

cot  n(a),     cot  II(y) 

haben  gleiche  Vorzeichen;  also  haben 

cotn(a),    cotn(6),     cot  II(c),    cotir(y) 

gleiche  Vorzeichen,  und  sin  C  ist  positiv;  daher  ist: 

cot  II(c)  cot  n(^)  =  cot  II(a)  cot  n(6)  ein  C, 

welche  sehr  bemerkenswerthe  Gleichung  offenbar  auch  eine  Ana- 
logie mit  einer  anderen  bekannten  Gleichung  bei'm  wirklichen 
Dreieck  enthält 

Ganz  dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  den  in  §.  21.  betrach* 
teten  Fall,  und  die  Ableitung  derselben  ist  von  der  vorhergehenden 
nicht  im  Geringsten  verschieden. 

Oeber  die  vorstehende  Gleichung  ist  nun  aber  noch  zu  be- 
roerken>  dass  nach  5d) 

sio  C  =  Cr  tang  n(a)  tong  H  (6) 

ist,  wenn  wie  in  55)  und  55*)  der  Kurze  wegen: 

31  • 
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1  1  I 


G  =  V\\- 


sinI7(a)>      sin  11(6)«      siaiZ(c)* 


2 

^  8inn(a)sin 
ode 


■*■  8inn(a)slnl2(6)einil(c)^ 


1  1  I       2 

"" ^^  +  sin il(a)  "^81^^(5)  + «in  JI(<r)^' 

gesetzt  wird.    Also  ist  nach  der  in  Rede  steheoden  Gleicbnog: 

cot  il(c)  cot  I7(y)  =  G. 

Bezeichnen  wir  daher  jetzt  die. Grosse  y^  welche  za  der  Grosse 
c  in  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Beziehung  steht,  darcb  Ac» 
und  die  Grossen,  welche  zu  a  und  h  in  derselben  Beziehung  stehen 
wie  hc  zu  c,  beziehungsweise  durch  ha  und  hh\  so  Ist,  weil  G 
eine  aus  a,  b,  c  ganz  symmetrisch  gebildete  Grosse -ist: 

C0tn(ö)C0tir(Äa)  =  cot  n(6)  cot  II(Ä4)  =  cot  il(c)  cot  ir(Ao)  =  6\ 

so  dass  also  die  Producte: 

cot  IZ(a)  cot  n(Äa),    cotI2(Ä)cotn(A6),     cotn(c)cotn(Äe) 

einander  gleich  oder  constant  sind,  worin  man  wieder  eine  leiciit 
ersichtliche  Analogie  mit  dem  wirklichen  Dreiecke  erkennen  wird. 


§.23. 

Wenn  in  dem  »n  §.  20.  betrachteten  Falle  c5  =  c5'  =  j[C  ist, 
so  ist  cot  (3  =  cot  o',  und  folglich,  weil 

*—  _  cos n(y)  —  cos m cos II(x) 
~     sincocosi7(a:)sinI2(y)     ' 

^  _,       cos  n(y)  —  cos  od'  cos  n(ar') 

COtCi)    =:  ; -fri — Tr~' — tt/   \ — 

sm  (0  cos  n(x')  sin  my) 


ist: 


cos  tl(y)  —  cos  «  cos  n  (a:)      cos  n(y)  —  cos  co*  cos  tl(x') 
cos  n(a:)  ^  cosn(»') 


oder: 


also: 


cos  n(v)  cos  n(if)  , 

n^  —  cos  CD  =  fn^  —cos  «', 

cos  27  (a:)  cos  ii(ar') 
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C08  n(y)       8lnn(6)— 8ID  n(ar)8m2I(y) 
cos  17(ar)        8iu  17(6)  co8  i7(a:)  co8  Uiy) 

_  co8g(^)  ^  sin  i7(o)  —  8in  i7(a?0  «'»  ^(y) 
""  co8l7(arO        sin  i7(a)  cos  n(^}  cos  i7(y)  ' 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

8in  n(ar) sio  n{x') 

sin  21  (6)  cos  iT(j;)      sin  27  (a)  cos  21  {x') 

Ferner  ist  nach  46): 

-       sin  n(;g)  -  sin  21(6)  sin  n{y) 
co8  27(6)sio27(a;)cos27(y) 

_,  _  sio  U{x') — sin  2J(a)sin  27(y) 
^**®^   ""   cos22(a)8inn(a:')cosn(y)   * 

also,  weil  cosc5  =  coso'  ist: 

sin  2Ifa)  ->  sin  2J(6)  sin  2J(y)  _  sin  ZTlarQ — sin  ü(g)  sin  n(y) 
cos  n(6)  sin  2I(ar)  "~  cos  n(a)  sin  ir(x')  ' 

woraus  mau  leicht: 

.    -     . {cos  2J(g) — cos  27(6)}  sin  21  (j:)  sin 27(ar0 

erhält;  and  wir  haben  daher  nach  dem  Obigen  die  Gleichung: 

sin  27(a?) sin  n(x')  J        1 1         \ 

sin  27(6)  cos27(ä)       sin27(rt)cos27(a:')  ""  (cos  27(:c)       cos  27 (ar')) 

{cos 27(ff)  —cos  27(6)}  sin  27(ar)  sin  n(x') 

cos  27(a)  sin  27(6)  sin  27(ar') — sin  27(a)  cos 27(6)  sin  27(a:) 
oder  : 

sin  27(fl)  sin  27(a;)  cos  27(a:')  —  sin  27(6)  cos  27  (a:)  sin  27(a;') 
=  sin  J7(a)  sin  27(6)  { cos  ir(a;0 —cos  27(ar) } 

{ cos77(fl)  —  cos  27(6)}  sin  27^)  sin27(a?0 

^  cos  77(a)  sin  27(6)  sin  ^(ä:')  -  sin  n(a)  cos  n(6)sin27(a:)' 

ans  welcher  man  nach  einigen  Redoctionen  leicht  die  Gleichung: 

sinn(a)  cosn(6)  sin  n(a:)cosI2(arO  { sinn(6)sifi27(a:0 — sinI2(a)sinn(^)} 

cos27(o)8inI2(6)co827(a:)sinI2(a?'){sinn(6)sinn(ar')— »>nn(a)8inn(j:)}, 
also  die  Gleichung: 
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s\Bll(ä)co6n(b)sinn(s)cosn(a:')  =co8l7(a)  8ion(6)  cos  J7(ar)  slnLUx' . 

oder  die  Gleichang: 

taDgn(ö)tangI7(a;)  =  tangIJ(6)tangiI(a:'), 

oder  die  Proportion: 

taug  n(a) :  tang  17(6)  =  tang  n(x') ;  tang  n(x) 

ableitet,  in  welcher  man  auch  sogleich  eine  Analogie  mit  einem 
bekannten  Satze  von  dem  wirklichen  Dreieck  erkennen  wird. 


§,24. 

Wir  denken  nns,  alle  Grossen  jetzt  als  positiv  voraa^setzend. 
ein  gleichschenkliges  imaginäres  oder  eingebildetes  Dreieck;   der 

27t 

Winkel  an   der  Spitze   dieses   Dreiecks  sei    — ,    die    denselbei 

einschliess*enden  einander  gleichen  Schenkel  seien  r,  und  s  sei  die 
Grundlinie;  die  nach  §.  13.  einander  gleichen  Winkel,  oder  viel- 
mehr die  diese  Winkel  messenden  Bogen  in  einem  mit  der  Läogei 
einheit  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  seien  Sl, 


Dies  vorausgesetzt,  ist  nach  46}  offenbar: 

.    rr/x                smn(r)* 
sm  2I(f)  = 2^. 

1  —  cos  II(r)*  cos  — 


1  —  cosiI(r)*cos  — 
~  sl^~(r)«         ' 

27t 

i — cos  il(r)*  cos sin  27  (r)* 

"^  ~  süTrfCr)^ 

=  .'    rr)  xg  (1  -  cos  — )  =  2cot  UM^  sin  -     , 
siu  n(r)^  ^  n^  ^ '         n 

und  folglich,  weil  alle  Grossen  als  positiv  vorausgesetzt  worden 
sind»  weshalb  also 

cot  n(r)     und    «!•— c-*«. 


also  nach 

5): 

«•  +  e 
2 

^« 

1 

sin 

n(M) 

iolglich : 

2 

-1  = 

«•  + 

2  ~ 

—  2 
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7t 

natürlich    auch    sin  ~  ,. positive  Grüssen  sind: 

63) eotin(r)6in-=i^^^=^'. 

welche  Gleichung  wir  aacb  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen 
können : 

sin-             ^i«  — «-!• 
Ö4) 9K  cot  i7  (r)  • 5=  n 5 • 

n 

Wenn  wir  uns  nun  eine  Reihe  von  n  solchen  Dreiecken  wie 
das  vorher  betrachtete  gleichschenklige  Dreieck  denken,  so  ist 
ns  die  Summe  der  Grundlinien  dieser  Dreiecke,  und  mr  wollen 
jetzt  untersuchen,  ob  diese  Summe  sich,  wenn  n  in's  Unendliche 
wächst,  einer  bestimmten  Gränze  nähert,  und  weiches  —  insofern 
dies  der  Fall  ist  —  diese  Gränze  ist. 

Wir  schicken  dieser  Untersuchung  die  folgende  allgemeine  ana- 
lytische Bemerkung  voraus. 

Bekanntlich  ist  allgemein  für  jedes  xi 


-e-'      j      >  +  f 


0?    '    ar*    ,     x^      .     a?* 


+  10+  1  «  5  + 


=  4 


1.2^  1.2.3^  l..,4 


1       .      X       x'^         x^  x^ 

[  -^*  +  T""  1:2 +1:2:3  ""T7T4+' 


-  I   ^  1.2.3^  I...5^  1...7^-  •' 

und  da  nun,  wenn  x  sich  der  Null  nähert,  offenbar  auch 

2 

sich  der  Null   nähert,  so  nähert  unter   derselben  Voraussetzung 
auch 

1  +  J.2.3+  1...5+  1...7  +  -- 

sich  der  Null.    Jedes  Glied  der  Reibe 

x^  X*  x^  x^  . 

1.2.3'     1...5*     1...7'     1...9"  ' 

ist,  wenigstens  dann,  wenn  x  kleiner  als  die  Einheit  geworden 
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ist,  kleiner  als  das  darüber  stehende  Glied  der  Forberf^heodea 

Reihe,  und  es  wird  also  olTeobar,  wenn  x  sich  der  Nail   oSfaert, 
auch 

j?*  jr*  x^  x^ 

1.2.3  + 1...5+  rT:7  + 1...9+ ••• 

sich  der  Noil  nähern. 

Weil  nach  dem  Obigen: 

2        —    1    +    1.2.3    +     1...5     +     1...7     +•••• 

ist,  so  ist: 

m  ns   /«*\*  ns   /»*\* 

ejs^e-i'        2  2'V2ny       .     irA2ny 

"       2        ""     1  +         1:2:3        +         1...5  + 

/my  /nsY  /w£Y 

-.i(n»){l+     12.3      +     1...5     +      1...7     +— ^- 

Nach  der  Gleichung  64)  nähert  sich,  wenn  n  ih*s  Uoendlicbt 
wächst,  die  Grösse 

n~j— 

offenbar  der  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze 

sin  - 
TT  cot  IT  (r).  Lim =  7rcotZ7(r).l  =  «cotI7(r), 

n 
und  es  nähert  sich  also  unter  derselben  Voraussetzung  auch 

i(m){l  +  ~j-53~+-j~g— .+  -j--y~+....} 

der  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze  9rcotI7(r),  Woraus  sich 
ergiebt,  dass,  wenn  n  in's  Unendliche  wächst,  die  Summe  ns  nicht 
in's  Unendliche  wachsen  kann,  weil,  wenn  dies  der  Fall  wäre, 
offenbar  auch 

/nsy       /^V       ^^Y 

»(«*){!+  ,23  +nr:5   +   1...7  +  • -^ 
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in*8  Uoendlicbe  wachsen  würde,  was  gegen  das  Obige  streitet. 
W^l  also  fu  nicht  io's  Unendliche  wächst,  wenn  n  in's  Unend- 
liche wächst,  80  nähert  sich  ^—  der  Null,  wenn  n  in's  Unend- 
liche wächst,  folglich  nähert  sich  nach  dem  Obigen 

/nsy           /n$Y         (nsy          /nsY 
VW       ,     \'2nJ       ,     \2nJ       .     \2nJ      , 
1.2.3      +      I...5      ^      J...7      +      1...9     + 


der  Null,  ond 


/my  /my  /tny  /nsy 

\2nJ      .     \2nJ     ^     vW       .     WJ 


*+     loQ      ■       1    «      "^      1    »y      "^ 


1.2.3     ^     h.A       ■       1...7      ^      1...9 


nähert  sich  folglich  der  Einheit  als  Gränze.  Well  nun,  wenn  n 
In's  Unendliche  wächst,  das  Prodact 

t^y     t^x     t^y 

4(fw).{l+     ,2.3     +^^5— +     L..7     +  *•' 

sich  der  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze  n;cotir(r),  and  der 
zweite  Factor  sich  der  Einheit  nähert,  so  muss  der  erste  Factor 
i(ns)  sich  der  Gränze  n  cot  11  (r),  also  (ns)  sich  der  Gränze 
2;s  cot  IT (r)  nähern,  wodurch  bewiesen  ist,  dass  (ns)  sich,  wenn  n 
in's  Unendliche  wächst,  einer  endlichen  Gränze  nähert,  und  diese 
Gränze  selbst  auch  bestimmt  ist.  Wir  haben  daher  unter  Vor- 
aussetzung eines  in's  Unendliche  wachsenden  n  die  Gleichung: 

65) Lim(n*)  =2jrcotn(r).  *) 

Nach  46)  ist  ferner  in  unserem  gleichschenkligen  Dreiecke: 


*)  Loliatschewsky  nennt  dies  die  ,,circonferenza  del  cer- 
chio  di  roggio  f  vöbei  ich  bemerke,  dass  ich  die  italienische 
Uebersetznng  seiner  Schrift  In  dem  Giornale  di  Matematiche  ad 
uso  deg^li  Student!  delle  uniTersitä  italiane.  Anno  V.  Set« 
tembre  e  Ottobr«  1867.  za  benutzen  genötbigt  bin,  da  mir  das  Ori- 
ginal gerade  jetzt  nicht  zu  Gebote  steht. 
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cos  71  (r) — cos  ~  cos  n(r) 
cotÄ  = 


sm  —  sm  n{r)  cos  i7(r) 

-  27t       ^        n 

I         I  —  cos  —       taue  ~ 
1  w  ®n 


und  folglich 


Weil 


sin 2I(r)'       .    In     ""sin  11  (r)' 
sin  — 
n 


tang- 
Ä  =  Are  cot  —r- 


sio  n(r) 


29C  27t  

«    '  n    "         X 

isf,  80  ist  offenbar  Sl  ^  ^tv,  und  daher  der  Bogen 

tang- 

Are  cot  —r- 


dessen  Cotangente  man  offenbar  als  positiv  vorauszusetzen  bt 
rechtigt  ist«  da  man  sich  n  beliebig  gross  angenommen  denket 
kann,  zwischen  0  und  ^Tt  zu  nehmen.     Setzen  wir  nun 

^  =  «-(|  +  Ä+Ä)=:(5=2)--2il. 

SO  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


J  =  ^^ ~ 2  Are  cot  -7- 


sin  n(r)  ' 


folglich : 


7t 

sin  ZI(rV 

7t 


tang^ 
=  2n{i«- Arccot-^^jjj^^^  j -2« 

tang  — 
=  2«Arctang-^jj^|-2«. 

WO  man  auch  jetzt  den   Bogen  zwischen  0  und  in   zu  oehmefl 
hat;  also  ist: 
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Well 

r 

tang  X sin  x       1 

X  X     *  co&x 

ist,  so  ist  für  ein  der  Null  sich  näherndes  x: 

_  .     tane  x      _ .    sin  jr    .  .         1  ,    , 

Lim — =-=zLimr .Lim =1,  1  ==  l. 

X  X  cos  X 

Also  ist  fär  ein  in's  GnendUche  wachsendes  n  offenbar: 

tang- 


tang  Are  tang    .    ^y.  .- 

,  .  ^  ®  sin  il(r)         , 

Lim "^-^  =  I , 


daher: 


tang- 


Llm 5!li^W =  ,. 

tang- 
Arptang- 


sin  /7(r) 


und  folglich  auch: 


oder : 


Lim -«>^(^> =  1 . 

7t 


TT 

tang  — 


sin  II(r)            jc 
Lim =  1, 


tang- 


und  weil  nun  offenbar 
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Lim 


810  i7(r)  Tc 


sin  n(r)  n     [        8ioi7(r)  n  sin  n(r) 

n 


ist,   der  obige  ganze  Bruch  sich  aber  der    Eioheit    als  Gränze 
nähert,  so  mass  sein  Neooer 

sich  offenbar  der  Gränze      .    rr/  \    nähern,  so  dass  also: 

sin  ü  (r) 

n 
tang-  ^ 

Lim{«Arctang-^j^;^^}  =  -^jj5^ 
ist.    Weil  nun  nach  dem  Obigen 

also: 

tang- 
iLim(jfc^)  =  Lim  {n  Are  tang  ^ij^^r^}  — » 

ist,  so  ist: 

4Lim  (nJ)  =  — ; — ttTT  —  ä  =  W  {— ;; — ttHTT  —  1  ?  » 

■  ^        810  il(r)  tsinIZ(r)         ) 

folglich : 

Nach  5)  ist: 

_,  .        cos  il(r)       I?»" — €-»■   «»"  +  e-''      6»"  —  «"»■ 

also  nach  65): 

67).  .  .  .    Lim(iw)  =  2«^^^^^^  =  «(e«"— e-»-)- 
^'^    Ferner  ist  nach  5): 

1  g'-  +  e-'-     .  _  e''  +  e-^— 2 


sinn(r)  2  2 

_  g»-— 2s*»-g'-*'^  +  e-»-  _  (^4»'— g-»)» 
—  2  —  2 
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abo  nach  66): 

68) Lini(iiüO  =  »(«*'- «"-*0*. 

Nach  67)  and  68)  ist: 

also: 

^^^ Lxmiiui)'^  ^-e-kr' 

oder,  weil  nach  5): 

cosg(ir)=^,^^,,    secPar)=^^,^^,^, 
ist: 

folglich : 

71) Lim(iu)  =  secn(ir).Lim(nz^) 

und: 

72) Lim(n^)  =  co8J2(ir).LIm(7«). 


Viertes  Kapitel. 

Dm  imaginäre  oder  eingebildete  Viereck. 

§.25. 

Wir  denken  uns  zwei  imaginäre  oder  eingebildete  Dreiecke: 
das  eine  mit  den  Seiten  und  Winkeln 

a',  h\  c    und    A',  B\  C; 

das  andere  mit  den  Seiten  and  Winkeln 

J\  V\  c    and    A",  Ä",  D; 

80  dass  also  diese  beiden  Dreiecke  die  Seite  c  mit  einander  ge- 
mein  haben;  and  setsen  ferner  voraas,  dass 
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8ei.    Dann  können  wir  das  System  der  GrOs«en 

a',  6',  a",  6"    und     A,  B,  C,  D 

ein  imaginäres  oder  eingebildetes  Viereck  mit  den 
leiten  «',  b'^  a",  6"  und  den  Winkeln  A,  ß,  C^  D  oeoneD,  von 
welchem  c  als  eine  Diagonale  zu  betrachten  ist. 

Es  lie^t  jetzt  keineswegs  in  unserer  Absicht,  über  solche 
imaginäre  oder  eingebildete  Vierecke  ausßihrliche  Untersucfaungen 
anzustellen 9  jedoch  wollen  wir  eine  zwischen  zwei  Seiten,  etwa 
a'  und  6\  und  den  drei  daran  liegenden  Winkeln  A,  B,  C»  und 
einer  der  beiden  anderen  Seiten,  etwa  der  Seite  6",  Statt  findende 
allgemeine  Relation  beweisen,  von  welcher  Lobatscb  ewsky 
nur  einen  besonderen  Fall  betrachtet  hat,  auf  den  wir  nachher 
zurückkommen  werden. 


§.  2Ö. 

In  dem  ersten  der  beiden  imaginären  oder  eingebildeten  Dre^ 
ecke«  von  denen  wir  ausgeben,  haben  wir  nach  46)  die  folgendei 
Relationen : 

73) 

sin  A'  tang  n(a')  =  sin  B'  tang  n(b')  =  sin  C  tang  n(c) 
und: 

74) 

cot  .4'  sin  B'  sin  il(c)  +  cos  B'  =  ^^^  ri^% 

^  '  cos IL{a) 

..  .    ^  .    „ ,,,^           ^_      cos  12(6') 
cot  A'  sin  6  sin  11  (6')  +  cos  C  = jiT^\^ 

COSiU^f»  ß 

cot  B'  sin  A'  sin  n(c) + cos  A'  = rrTZri' 

COS  ii(o) 

cot  B'  siii  Csin  n(a')  +  cos  C  =  ^gj°!ji 
cot  Csin  A'  sin  n(6')  +  cos  A'  =  '^'n,}» 

COS  -iX  \CJ 

cot  Csin  Ä' sin  n(aO+ cos  Ä'  =  ^^^^f}- 

In  dem  zweketi  der  beiden  die  Grundlage   nnserer .  Dotefsachniif 
bildenden  Dreiecke  ist: 
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_.,,   .     .„    ,    „,  ^             .„       co«in(c) 
cot  B   sin  A"  amllic)  +  cos  A'  = Tjtf/*)* 

also,  weil 

A'i^A''=zA,    ß'^B'^B 

gesetzt  worden  ist: 

cot(Ä-  B')f^m(A-^A)  sinn(c)  +  cos(^  ^  A')  =  ~S^ » 

tolglich : 

{cot(Ä—  Ä')siD  iisin  II{c)  +  cos  ^4}  cos  /l' 
—•  {cot(Ä~Ä')cos2i8iniI(c)— sin/ljsinil' 

__  cos  n(c) 

~  CO*»  21(6")' 
und  daher  auch: 

75) 

{ cot (B —  B') sin  A  ^in  il(«?)  +  cos  A\ . cos  /l'  cos il(t) 
—  {cot(Ä — £?') cos  ii sin  ir(c)  —  sin^}  .sin^'cosI7(c;) 
_  cos  n(t)^ 
-cos  21  (6")' 

Nach  der  vierten  der  Gleichungen  74)  ist: 

-y cos  27 (a') — cos  27(6')  cos  C 

cot/r  —  -8iii27(a0cos27(6')sinC    ' 

woraus  man,  wenn  der  Kürze  wegen: 

76) 

G  ={cosn(a')— cos27(6')cosC}siniB— sin27(a')cosn(6')cosßsioC, 

G'  =  { C08i7(a')  —  co8n(6')  cos  C}sin  B  +  sin  27(a')  cos  27(6')  siniBsin  C 

gesetzt  wird,  leicht  erhält: 

^  "     wo      O/x        cot^cotÄ'  +  l        C 

77)...      cot(g-gO=:   cot/?-^cot^==   G'      ' 

Nach  73)  ist: 

sin  A'  cos  n(c)  =  sin  Ccot  27(a0  sin  n{e) 
und  nach  46): 


.5„  „(,.  _        8iiin(a0.iDg(ftO 

smuKp)  —  i_  cos  i7(o'}co8  27(6')  cos  C 


also: 
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^e\  '    Ai        TTf  ^  cos  ZT(a')  sin  ZI(*')  sin  C 

78)  .  .  •  sin ^' cos  n(c)  =  i frr-R Wtttt 7>. 

\  /       I — cos  n (a')  cos  n  (60  cos  C 

Nach  der  fünften  der  Gleichungen  74)  ist: 

cot  Csin  n(b') .  sin  A'  cos  2I(c)  +  cos  A^  cos  Uic)  =  cos  17(6') , 

also  nach  78): 

cos  A^  cos  n(c) 

_  cosIT(a0sinn(60«cos'c 

-  cosü  ^o  ^— l-cosiI(a0cosn(6')cosC' 

und  folglich  offenbar: 

'Jtw  ^^-  vi/  rr /  X  COS  il  (*')  —  COS  il(a')  COS  C 

79) . . .  coaA'  cos  2r(c)  =  j „.  /\ —  J.,,. ^. 

'  ^^       1— cos  ii(a')  cos  II(Ä')  cos  C 

Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

gjj  I  J  =  l  —  cos  n(a')  cos  n(60  cos  C, 

l  J' =sinil(c0sinn(6'); 
80  ist: 

'    TT^  ^       ^'      >    AI        TT,  ^       cosI7(o')sinJI(6')sinC 
sin  n{e)  =  j- »  sin  A'  cos  2I(c)  = J —     » 

.,       „,  ^       cos  21(6')— cos  II(aO  cos  C 
cos  J'cos£r(c)  = ^— ^ j ^—^ . 

Fdhrt  man    diese   Ausdrücke   In   die  Gleichung  75)    ein,    so 
wird  dieselbe: 

^      /G'  J'  .    ^,        A   cos n(6')—cos n(aO cos C\ 

(-7?»-rsin24+cos-4  )• ^— ^ s ^^—^ J 

\^   J  /  J  [      ceen(c)« 

^ (g, j:cos^--sin^). ^^^^^^>;^^^^>^^°^  Y^^^m^y 

Weil  aber  nach  dem  Ob^en: 

^   ^  _  { 1  —  cos  n{a')  cos  n(60  cos  C}«  -*  sin  I7(c0«  sin  Ujb'y^ 
cosü(c;  -  { 1  -  cos  il(a')  cos  21(6')  cos  C}«  ' 

also  nach  80): 

cosir(c)>  =  ^^ 

ist,  80  wird  die  vorstehende  Gleichung: 
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/C   •/'...        A  cos  P(60  —cos  P(aO  cos  C 
V'G  *  jT«'"-«  +  cosAj  • ^— ^ j — ^— ^ 

,■—  I -g-  •  j'COsA'-BinAj  • . — ^— ^ 

""    j«     •cosncft'O* 

folglich,  wenn  man  der  Kürze  wegen  noch: 

81) 
H  =  { cosn(Ä')  -  cosUCfl')  cosC}  cosA + cosn(a')  sinil(6')  sinil  sinC, 
H'  =  { cos  12(6') — cosn(a')  cosCjsinil — cosn(a')  sinn(6')  cosil  sin  C 
setzt: 

82).   .   .   .   .    GHJ  +  G'H'J'  =:  ^^^Zf^^ , 
oder: 

oder  anch: 

»*) ""*°<*  )  =     GSJ+G'H'J'   ' 

oder: 

«(7-7) 

85) cosJ2(6'')  = ^^ ^. 

§.  27. 

Für  il  =  C=  90«  ist  nach  76),  81),  80): 

80) 

G  =  cos  ir(a')sin  »—sin  n(a')cos  JI(6')cos  », 
&  =  cos  Z7(aOcos  »-|-«in  n(a')cos  I7(60sin  B; 

H  =cosn(a')sinn(60» 
J?'  =  cosZT(60; 

•/    =1, 

J'  =  sin  n(aO  sin  n(6'); 

also,  wie  man  leicht  findet: 

Theil  LI.  33 
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GHJ^  G'j&Vsr  6«ni7{6'){coanCa')*  +  sin2I(oO*co8il(6')*}8«n  B 
=  sin  n(Ä')  { 1  —  sin  n(o')*sin  JI(6')*}  sin  Ä, 

folglich,  weil  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 

J«  -  J'2  =  1  —  sin  U{a')^  sin  n(6')* 

ist,  nach  83): 

C 

cos  27  (6")  =  ~—fTFTTr~' — ö» 

^    ^       siD  n(6')  sin  B 
und  daher  nach  86): 

T^,uf>.       COS  n(a')  sin B  -  sin  n(a')  cos  n(6')cos B 
87) .  . .  cos  il(6  )  = ^____ , 

oder : 
88) . . .  cos  n  (6")  =  ^^^TF) "~  '**"  ^^"'^  ^^*  /T(6')cot  B. 

Diese  letztere  dem  vorhergehenden  besonderen  Falle  ent- 
sprechende Formel  hat  schon  Lobatschewsky  gegeben,  worüber 
man  Giornale  di  iMatematiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  universita  itallane.  Anno  V,  —  Settembre  e  Ot- 
tobre 1867.     p.  301.    Nr.  '&*)  nachsehen  kann. 

Für  B  =  n{a')  —  (m.  vergl.  §.  12.)  -  ist: 

rr/A'^       coBHia')       cos n(a')  _,  ,.    l--cosn(y) 

cos  n  (b")  =  - — rFTiA  —  I rhik  =  CO«  -^C«  )  • «     TiiU\ 

^    *       sinlUö')      tangil(6')  ^    '      sin  17(6') 

=  co«i7(a')tangiI7(6'), 
also  nach  9): 

89) cosn(6")  =  co8n(a').e-*'. 

Ffir  B  =  ju-  il(a')  -  (m.  vergl.  §.  12.)  —  ist: 

7T/A-X       co8JI(aO  ^  cosir(60  _.  ,.    l  +  cosn(60 

«^«^(^  )  =  -^ÜHW)  +  tangfl(y)=  "^"^^°^'""in^n(Ä>r 
=  cos  il(a')  cot  iZ7(Ä0, 
also  nach  9): 

90) cosn(6")  =  co8n(a').c+*'. 

Ich  hoffe  später  zu  diesen  Untersuchangen  zurflckzukehren. 


*)  Irrthuiiilich  Htelil  an  dieaeiii  Orte  eotang7I(Z)  niatX  det  richtigen 
cotangZ. 
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Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

in  welcher  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  und 
beliebige  Functionen  von  y  bezeichnen. 

Von 
Herrn  Simon  Spitzer^ 

Professor  am  Poljtechnikam  in  Wien. 


leb    babe  im  X.  Baode   der  Seblu  milch 'sehen  Zeitschrift 
die  Integration  der  Gleichung 

gezeigt;  auf  ähnliche  Weise  will  ich  nun  das  Integrale  der  Glei- 
chung (1)  geben. 

FOr  den  Fall,  wo  m  =  1  ist,  lautet  äie  Gleichung  (1): 

<2) as?=*4^i+^»<»)' 

and  dieser  Gleichung  genfigt  folgender  Werth  von  2: 

(3) 

/OD  t^ 

. . . .  +  9«+i  (y  +  U\\ux)\  du\ 
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woselbst 

Wurzeln  der  Gleichung 

(4)  .  ' i«+i  =  1 

sind,  und 

willkuhrliche  Functionen  bedeuten,   twischen  welchen   aber  eine 
gewisse  Bedingungsgleichung  statt  findet. 

Um  diess  zu  beweisen»  schreibe  Ich  das   in  (3)  stehende  : 
folgendermassen : 

«""+*      D    Wr{yirlrux)\du, 
und  habe  sodann: 

dx 


hii=J     «  ^^     S    [9V<"+"(»+iln«r)]rf«. 


Diese  Werthe  ffihren,  in  die  Gleichung  (2)  substituirt,  zu  folgender 
Gleichung: 


^«+1  rsn-l-l 


/{«)       mW«     •='■1"* 


Bebandelt  man  nun  den  Ausdruck: 

der  sich  auch  folgendermassen  schreiben  lässt: 
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mittelst  der  Methode  des  theilweisen  Integrireos,  so  erhält  man: 


und  wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  der  Aasdruck 


für  u^  CO  verschwindet: 

o  r=l 

Hierdurch  nimmt  aber  die  Gleichung  (7)  folgende  Gestalt  an: 


•»OD      «•4'*        r=o+l        - 

Bemerkt  man  nun,  dass  vermS^e  der  Gleichung  (4) 

ist,  so  sieht  man,  dass  die  Gleichung  (8)  identisch  erfUU  wird, 

wenn 

rsan-fl 

gesetzt  wird;  folglich  ist  in  der  That  das  in  (3)  stehende  x  das 
Integrale  der  Gleichung  (2),  wenn  zwischen  den  ii-|-l  «rillkühr* 
liehen  Functionen  die  Bedingungsgleichung 


Digitized  by  VjOOQIC 


502  Spitzer:  MegraÜtm  mner  partuUm  DlffmiäuJgiddtm^. 

obwaltet.  —  Ffir  den  speciellen  Fall  F|  (y)  =:  0  atimmt  das  hier 
gegebene  Integrale  nit  dem  ron  Lobatto  im  XVII.  Bande  voo 
Cr  eile 's  Joornal  gegebenen,  fiberein. 


FOr  den  Fall,  wo  «t=3  3  iat,  laotet  die  Gleichsog  (I): 

(9)-  •  •  •    rfii  =  ^*5^  +  ''i(y)+^n(»). 

und  dieser  Gleichung  wird  Genfige    geleistet  durch    einen    Aus- 
dmck  der  Form: 

(10)...*=y     J      e       iT«      «[yi(»+4i»crar)+v,(^+a,iwar)+-. 

woaelbat 

h»    hf ^+« 

Wurzeln  der  Gleichung 

(II) i«+«  =  1 

sind«  und  ^i,  92» >  g^i^-^  willkuhrliche  Functionen   bedeuten, 

xwiachen  welchen  zwei  Bedingungagleichungen  obwalten. 

Um  dieaa  zu  beweisen,  schreiben  wir  vorerst  i  folgendenuassen  : 

(12)...!=/       /      e'     1I+«       u     ö    t9r(y  +  ^«©ar)]di«dr, 

und  construiren  sodann  die  Ansdrficke  ffir  -^^  und     ,^^.^.      Es 
ist: 

o        o  r=sl 

j—^=:J     Je        •+•       tt     ö     [9r<»+*>(y  +  Artipa:)]dtMfr. 

Diese  Werthe  ffibren  non.  In  (9)  substituirt,   zu  folgender  Giei* 
chung: 
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(13) 

+  Fi(y)+a:F»(y), 
(leren  Identität  nachzuweisen  ist. 

Behandelt  man  zu  dem  Zwecke  das  Integrale 

o  o  ''^ 

zweimal  nach  der  Methode  des  theiiweisen  Integrirens,  so  erhalt 
man,  dieses  successive  thuend,  für  obiges  Integrale  vorerst: 

und  diess  ist  gleich:         , 
4-ar/      /      e        ii+ä      t,«+i     |^    I  -jr-9r(«+»)(y+iff«tja?)jrfudr. 

o        u  '■^^ 

I 

Nimmt    man  nun  an,  dass  für  die  Substitution  o=oo    der  Aus- 
druck 

verschwindet,  so  hat  man: 
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Diesfl  iSsst  sich  aber  auch  so  schreiben: 

e   »+•  du 


und  gibt  nun  wieder  nach  der  Methode  de«  theilwei«en  Integri- 
rens  behandelt: 

r=l  o 

o  o  »^^^ 

rSlimint  man  ferner  an,  dass  fflr  tt  =  x  der  Ausdruck 

0  TszX 

verschwindet,  so  ist  obiger  Ausdruck  gleich: 

r=l  Ol 

u  o  r=\ 

Bemerkt  man  nun,  dass  vermöge  der  Gleichung  (II): 

ist,  so  hat  man,  den  oben  gewonnenen  aus  drei  Tbellen  beste- 
henden Ausdruck  in  (13)  einfahrend,  die  Gleichung: 
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(14) 
b 


r=l  o 

+  *\(y)+a:Fa(y), 
welche  identisch  wird,  wenn  man: 

(15) 

8     rif^+»Vr("+»)(y)]/      «"f  «  rf«  =  Fj(y), 
r=l  «^ 

Ö     [ilr"  v>>  (y)]  /     »^   "+•  df  =  Fi(y) 

r=l  ^  % 

setzt.    Es  ist  demnach  das  Integrale  der  Gleichung 


in  der  That  ^on  der  Form : 
iM||.S>.2:=  y      y      e        H^      u[(pi(p+liUVx)+(pt(y+k^uvxH... 

'   ^    .  . .  - .  +  g?«+«  (y  +  kn^^uvx)]  dtidv, 

f^raii9ge»et2t,  dass 

die  n  4-  2  Wurzeln  der  Gleichung 

(11) i«+«  =  l 

repräsentiren,   und  dass  zwischen  den  n  +  2  willkfibrlichen  Func- 
tionen 

32» 
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Vit     V«»«"»  9'i«4-* 
die  zwei  Gleichungen: 


„«+« 


u 
ü 

stattfinden,  u.  s.  w.  u.  s.  w. 


M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Einfiicher  Beweis  der  von  Herrn  Prof.  Fasbender  (Thl.  49. 
S.  115.)  geftmdenen  Relation. 

Von  Herrn  Dr.  Bermann  in  Liegnits. 

Die  von  meinem  geehrten  Freunde  Herrn  Professor  Fas- 
bender in  Thorn  im  Archiv  Thl.  49.  S.  115.  mitgetheilte»  tob 
Herrn  Professor  Bretscbneider  zu  Gotha  in  Tbl. 60.  S.  1^.  er- 
weiterte und  von  Herrn  Professor  Hacke  1  in  Böhmisch •  Leipa  in 
Thl.  49.  S.  346.',  so  wie  von  Herrn  Prof.  Fasbender  selbst  io 
Thl.  51.  S.  46.  in  einfacher  Weise  dargethane  Relation  zwischen 
den  Cotangenten  der  Winkel,  welche  die  Schwerlinien  eines  Dreiecks 
mit  den  Seiten  bilden,  nach  denen  sie  gezogen  sind,  lässt  sich 
auch  foigendermassen  ganz  elementar  und  selbst  für  Secandaner 
leicht  verständlich  beweisen. 

Sind  (die  Figur  wird  Jeder  leicht  selbst  zeichnen  können)  i^, 
i^t  (g  die  resp.  nach  den  Seiten  a,  b,  c  des  Dreiecks  gezogenen 
Schwerlinien;  V|,  v^,  v^  die  in  Rede  stehenden  (nach  derselben 
Richtung  genommenen)  Winkel,  so  hat  man  s.  B.  für  ^  V| : 


Digitized  by  VjOOQIC 


cos  Vi  = 
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und,  wegen 


6«  +  c«-ö 


<!*  = 2— 


COSVi  = 


Nun  ist 

Also: 
analog: 


20^1 


sinv,  =^^-  =  — r-(^  Flächeninh.  des  Dreiecks.)- 
*       iati       ati 

cotaDgvi=     ^^    , 


cotaiigvft  =     4^    ' 

cotangV8  =  -4^-- 
Mithin  die  Samme 

cotaog  Vi  +  cotangvs  -{-  cotang  Vg  =  0. 


XXX¥III. 

Uebangsaafgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Professor. OelscbUger  in  Stuttgart. 

1)  Beschreibt  man  ads  den  Halbirungspankten  der  Seiten  eines 
Dreiecks  Kreise,  welche  durch  die  Endpunkte  der  Seiten  geben, 
so  lassen  sich  aus  den  gleichen  Mittelpunkten  je  zwei  concen* 
trische  Kreise  beschreiben ,  von  denen  jeder  die  beiden  andern 
Kreise  um  die  Seiten  berührt.  (Kleinere  und  grossere  BerOhrungs- 
kreise.). 

2)  Jedes  Paar  concentrischer  Berfihrungskreise  schneidet  die- 
jenige Seite  des  Dreiecks,  auf  welcher  ihr  Mittelpunkt  liegt,  in 
den  Berflhrungspnnkten  der  In-  und  Ankreise. 
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3)  Die  BerubraDg8pookte  der  drei  kleioeren  Beruht ongskreifie 
mit  zwei  Seitenicreieen   liegen  avf  den  Medianen   des  Dreieei». 

4)  Die  Beriihningsponkte  der  drei  grosseren  Berfihmngskreise 
mit  zwei  Seitenkreisen  liegen  auf  den  Seiten  des  Mittelponkt- 
dreiecks  der  Ankreise. 

5)  Die  Verbindangslinien  zweier  anf  den  Verlängemngeo  der 
Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  liegenden  Berübrongspunkte  der 
Ankreise  geben  darcb  die  beiden  Berübrungspankte  eincis  grv»- 
sereu  Berfihrungskreises. 

6)  Diese  Verbindungslinien  (Nr.  5.)  verlängert  bilden  m 
Dreieck,  dessen  Umkreis  den  Dorcbscbnitt8punkt  der  Huhenlotbe 
des  gegebenen  Dreiecks  zum  Mittelpunkt  bat. 

7)  Die  Hübenlotbe  des  gegebenen  Dreiecks  geben  verlängert 
durcb  die  Spitzen  des  Dreiecks  Nr.  6. 

8)  Der  Mittelpunkt  des  Inkreises  des  gegebenen  Dreiecks  i^t 
Potenzcentnim  ffir  die  kleineren  BerQbrungskreise. 

Diese  wenigen  Sätze  mSgen  genügen,  den  grossen  Keicbthoo! 
von  Wabrbeiten»  welcbe  an  dieser  Figur  sich  auffinden  lassen, 
anzudeuten.  Nimmt  man  biezu  noch  die  Sätze  Ober  die  Feuer- 
bacb 'sehen  und  Spieker'scben  Kreise  (Archiv  Tbl.  LI.  S.  10.) 
und  andere  bereits  bekannte  Sätze^  so  finden  sich  sicherlich  noch 
eine  Reibe  von  Wahrheiten,  welche  auf's  Neue  einen  Beweis  för 
die  UnergrCndlichkeit  des  geometrischen  Wissens  abgeben. 


Draekfehler. 


S.  407.  Z.  3.   ist  am  Ende  der  Zeile  Yor  ü?  das  Miiraseeichen  ausgefallen. 
so  dass  das  letzte  Glied  8in(fl»ii~i  —  Q}  heiseen  muss. 
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Literarischer  Bericht 
cci. 


Dr.  Ludwig  OettlBger, 

Grossberzoglich  Badischer  Hofrath  und  ordentlicher  Professor  an 
der  Universität  zu  Freihorg  i.  B.  starh  am  10.  October  1869.  Das 
«yArcbiv"  verdankt  demselben  eine  ziemliche  Reihe  sehr  vi-erth' 
voller  Beiträge,  und  der  unterzeichnete  Berausgeber,  dem  er  sich 
stets  besonders  freundlich  erwiesen  hat,  wird  ihm  immer  das  dank- 
barste Andenken  in  seinem  Herzen  bewahren.  Gewiss  werden 
die  Leser  von  dem  nachfolgenden  Necrologe  des  treflflicheu  Man* 
nes^  der  zu  unserer  Freude  uns  gütigst  mitgetheilt  und  von  uns 
mit  dem  grussten  Danke  entgegen  genommen  worden  ist,  mit  be- 
sonderem Interesse  Kenntniss  nehmen«  G. 


Am  10.  October  1869  starb  Hofrath  Ludwig  Oetting«r, 
Professor  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  an  der  Univer- 
sität Freiburg. 

Derselbe  wurde  am  7.  Mai  1797  zu  Edelfingen  bei  Mergent- 
heim  geboren.  Nach  seinen  vorbereitenden  Studien  widmete  er 
sich  zu  Heidelberg  der  Theologie  und  wurde  im  Jahre  1817  unter 
die  Zahl  der  Pfarrcandidaten  aufgenommen.  Als  solcher  war  er 
zuerst  VIcar  in  Mundingen  und  Lörrach ;  {an  letzterem  Orte  zu- 
gleich Lehrer  am  Pädagogium.  In  dieser  Eigenschaft  wurde  er 
unter  dem  20.  Dezember  1819  an  die  lateinische  Schule  in  Dur. 
lach  und  am  6.  August  1820  an  das  Gymnasium  zu  Heidelberg 
berufen,  wo  er  schon  im  Jahre  1823  den  Charakter  als  Professor 
erhielt  und  ausser  den  philologischen  Fächern  besonders  Mathe- 
matik zu  lehren   hatte.     In  der  Vorliebe  fBr  diese  Wissenschaft 

Tbl.  LI.  Hft  1.  1 
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erwarb  er  deu  Doctorgrad  and  war  oebeo  seinem  Lebramte  ooci 
Privatdocent  an  der  Universität  Heidelberg.  Am  14.  Januar  I83& 
wurde  er  als  ordentlicher  Professor  der  reinen  und  angewandte! 
Matbematik  auf  den  dorch  Professor  Buzengeiger's  Tod  er-| 
ledigten  Lebrstubl  berufen.  Diese  Stellung  bat  er  setfdeiu  \\i\r 
rend  30  Jahren  bekleidet.  In  den  Jahren  1842  und  18-13  trug  et 
auch  als  Supplent  die  Physik  vor. 

In  seiner  Eigenschaft  als  akademischer  Lehrer  hat  er  mit  <ie& 
grSssten  Erfolge  gewirkt.  Seine  Vorlesungen  über  Algebra,  Geo^ 
metrie,  politische  Arithmetik,  Mechanik,  praktische  Geometrie, 
sowie  über  Analysis,  Differential-  und  Integral  Rechnung  waren 
ihrer  Klarheit  und  des  wissenschaftlichen  Gehaltes  wegen  beliebt 

Seine  literarische  Thätigkeit  war  die  ausgebreitetste.  Die 
ersten  Producte  derselben  sind  ein  Lehrbuch  des  Dlfrereo- 
tial-  und  Differenzen  -  Caiculs,  welches  er  noch  in  Hei- 
delberg als  Professor  am  Gymnasium  schrieb,  sowie  ein  Werk 
über  die  „aufsteigenden  Funktionen'^     (Berlin  1836.) 

Seinen  Vorlesungen  legte  er  ein  eigenes  Lehrbuch  der  rein« 
Mathematik  zu  Grunde.    (Freiburg  1837.) 

Von  seinen  öbrigen  Werken  ist  besonders  das  Lehrbuch  der 
politischen  Arithmetik:  „Anleitung  zu  finanziellen  politi- 
schen und  juridischen  Rechnungen''  mit  den  weiteren 
AusfQhrungen  der  politischen  Arithmetik  (Greifswald  1863)  in  den 
weitesten  Kreisen  bekannt  geworden. 

Ausser  zwei  Lehrbuchern  über  Wahrscheinllchkeits-RechnoDg 
und  die  Lehre  von  den  Combinationen  schrieb  er  Ober  dieselben 
Gegenstände,  soivie  fiber  Materien  der  Algebraischen  Analy«^ 
Zahlentheorie,  Differential-  und  Integral- Rechnung  zahlreiche  Auf- 
sätze in  die  Zeitschriften  von  Grunert  und  Grelle.  Seine  letzte 
Abhandlung  in  ersterer:  über  das  Pell' sehe  Problem  erschien  in 
diesem  Jahre.  Seine  letzte  Abhandlung  im  Crelle'schen  Joarnal 
findet  sich  im  67.  Baude:  über  einige  Probleme  der  Wahrschein* 
lichkeits-Rechnung  u.  s.  w. 

Der  Verstorbene  hat  in  den  verschiedensten  xum  Theil  ancli 
ausserakademischen  Worden  und  Aemtern^  als  Prorector,  Decau, 
Wirthschafts-Rath,  Inspector  der  Gewerbeschule^  Kirchenältester 
u.  s.  w.  das  allgemeine  Vertrauen  welches  er  genoss  stets  be- 
festigt. Insbesondere  hat  er  sein  warmes  Interesse  für  die  Oiii- 
versirät  bei  jeder  Gelegenheit  bekundet.  In  Anerkennung  seiner 
Verdienste  wurde  Oettinger  vom  Grossherzoge  durch  Emen- 
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nang^  zum  Hofrathe  (1844)  au8f;ezeichnet  aod  hh  Jahre  1862  mit 
dem  Ritterkreuze  des  Z&bringer  Lowen-Ordeoe  ge«ehmiickt.  Sein 
persönlicher  Charakter  war  gerade»  redlich,  freundlich»  gef&llig, 
loyal  Im  Verkehr  mit  aeinen  Collegen  und  in  anderiveitigen  Be- 
ziebuof^eu. 

Er  war  immer  rüstig  und  thätig  bis  kurz  vor  seinem  Tode. 
Im  Sommer  dieses  Jahres  wurde  er  von  einem  leiblichen  Uebel 
befallen,  schien  aber  im  Spätjahre  wieder  hergestellt  zu  sein. 
Mit  Anfang  October  stellte  sich  jedoch  eine  plötzliche  Erkrankung 
ein,  die  nach  10  Tagen  seinen  bedauernswerthen  Tod  zur  Folge 
hatte. 

Oettinger  war  zweimal  verheirathet  und  hinterlässt  seine 
V^ittwe  mit  3  Kindern«  einem  Sohn  onü  zwei  Töchtern,  die  ihn 
als  liebevollen  Familienvater  betrauern.  H.  M. 


aogUelmo  Ubri 

geboren  1803  in  Florenz ,  starb  am  28.  September  1869  auf  einer 
Villa  bei  Florenz.  Von  1830  bis  1840  in  Frankreich  lebend,  war 
er  als  Generalinspector  des  Öffentlichen  Unterrichts,  dann  der 
Bibliotheken  des  Königreichs  thätig,  zugleich  Mitglied  des  In- 
stituts. Jeder  kennt  seine  „Histoire  des  Math^matiques 
en  Italie".  Wir  wünschen  sehr,  dass  man  uns  in  den  Stand 
setzen  möge,  durch  einen  ausfuhrlicheren  Necrolog  diesem  treff- 
lichen —  im  Leben  viel  geprflften  und  kngefeindeten  —  Mathe- 
matiker einen  seinen  grossen  wissenschaftliehen  Verdiensten  wflr- 
digen  Nachruf  widmen  zu  kennen. 


Eine  grassartige  HysliicatiM 

ist  die  Deberschrift  eines  interessanten  Artikel«  der  „AI Ige« 
meinen  Zeitung.  Augsburg,  Montag,  20.  September 
1869,  Nr.  263  ^S  aufweichen  unsere  Leser  aufmerksam  zu  machen 
wir  uns  verpflichtet  halten.  Bekanntlieh — auch  in  dem  „Archiv'' 
ist  davon  einige  Mal  die  Rede  gewesen,  z.B.  in  dem  „Rapport 
fait  k  TAcadömie  Royale  des^sciences  des  Pays-Bas, 
Section  Physique"  in  Tbl.  XLIX.  Nr.  VII.  S.  81,  und  auch 
in  den  Literarischen  Berichten  —  hat  Herr  Chasles  durch  der 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris  vorgelegte  Briefe  die  bis 
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jetzt  ailgeniein  anerkannten  hohen  Verdienste  verschiedener  grosser 
Mathematiicer  und  Physiker,  ivie  Neivton's»  Haygene's  ond 
Anderer,  um  die  Wissenschaft  in  Zweifel  zu  ziehen »  and  zum 
Theil  ftir  andere  Gelehrte  in  Anspruch  zu  nehmen  gesucht.  Ilie 
Aechtheit  dieser  Briefe  ist  vom  Anfani^e  an,  namentlich  auch  von 
Mitgliedern  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften,  wie  z.  B. 
von  Herrn  Leverrier,  sehr  stark  bezweifelt,  von  Herrn  C  hast  es 
bisher  jedoch  immer  behauptet  worden.  Jetzt  aber  in  der  Sitzung 
der  Akademie  am  13.  September  1869,  hat  Herr  Cbasles  endlich 
mit  einer  von  uns  vollständig  anerkannten  und  eines  so  hochver- 
dienten, von  uns  aufrichtigst  verehrten  Gelehrten  durchaus  wür- 
digen Offenheit  die  Erklärung  abgegeben,  dass  er  das  beklageiis- 
werthe  Opfer  einer  nichtswürdigen  Alystitication ,  die  in  ihrer 
Grossartigkeit  von  keiner  anderen  übertreffen  wird,  geworden  sei; 
zugleich  hat  derselbe  ausffihrlich  dargelegt,  wie  er  nur  mit  den 
grössten  Opfern  in  den  Besitz  jener  Briefe,  die  von  einem  sehr 
geschickten,  aber  sehr  gefährlichen  Falsarius  —  noch  wahrschein- 
licher von  einer  ganzen  sauberen  Gesellschaft  dieses  Gelichters 
—  fabricirt  worden  sind,  gelangt  sei. 

Des  Weiteren  wegen  müssen  wir  auf  den  obigen  ausftihrlicheo 
Artikel  der  „Allgemeinen  Zeitung**,  der  unseren  deutseben 
Lesern  am  Leichtesten  zugänglich  sein  wird,  verweisen,  and 
wollen  nur  noch  bemerken,  wie  aufrichtig  wir  Herrn  Chasles 
bedauern,  und  wie  sehr  wir  aus  dem  Grunde  unseres  Herzens 
wünschen,  dass  die  folgenden  Schlossworte  jenes  Artikels: 

„Der  greise  Michel  Chasles  wird  seine  Enttäaschuog 
schwerlich  lange  fiberleben;  denn  als  er  seine  Erklärungen  abgab, 
erschien  er  gebrochen  und  wie  vernichtet  Er  wird  in  jedem  Sisoe 
das  Opfer  dieses  grossartigen  Betrugs  sein** 

noch  auf  lange  Zeit  hin  nicht  zur  Wahrheit  werden  mögen.  Herr 
Chasles  hat  Verdienste  genug,  am  im  Hinblick  auf  dieselben 
vollständig  Trost  finden  zu  können.  Möge  ihm  vergönnt  sein 
noch  recht  viele  Jahre  im  Dienste  der  Wissenschaft  in  der  bis- 
herigen grossartigen  Weise  zu  wirken! 

G  r  u  n  e  r  t. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Intortio  alla  vita  ed  alle  opere  di  Luigi  Lagrange» 
Discorso  letto  nel  R.  Liceo  Galilei  di  Pisa,  per  la  festa 
letteraria  comniemorativa  dal  Cav*  Anf^elo  FortI,  Pro- 
fessore  di  Mateniatiche  al  R.  Liceo»  e  di  Mafeniaticbe 
e  Meecaoica  alle  8cuole  tecniche  «omunali  di  Pisa- 
Secoiida  edizione  accresciuta  di  nuove  notizie.  Roma* 
Tipografia  delle  iscienze  niatematicbe  e  fi«iche.  Via 
Lata  No.  211  A.  MDCCCLXiX.    8. 

Die  erste  Auflage  dieser  trefflichen  Schrift  des  Herrn  Pro- 
fessor A.  Porti  in  Pisa  ist  von  uns  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  CLXXXXI.  8.  7.  angezeigt  worden,  und  wir  freuen  uns  sehr» 
schon  jetzt  eine  zweite  Aullage  derselben  hier  anzeigen  zu  können. 
Diese  neue-  Auflage  wird  mit  vollem  Recht  auf  dem  Titel 
als  „edizione  accresciuta  dl  nuove  tiotizie"  bezeichnet» 
welche  Bereicherungen  wir  natürlich  hier  nicht  sämmtlich  näher 
angeben  können.  Jedoch  wollen  wir  nicht  unterlassen  zu  bemer' 
ken»  dass  auf  8.  16  ff.  sehr  dankenswerthe  und  interessante  Mit- 
theilungen Ober  Euler's  Weggang  von  Berlin  nach  Peters, 
bürg  (1766)  und  Lagrangc*s  Berufung  dahin»  sowie  über  dessen 
Aufenthalt  daselbst,  gemacht  werden»  die  wir  unseren  Lesern 
recht  sehr  empfehlen.  Ferner  sinjd  der  Schrift  drei  sehr  lesens» 
werthe  Noten  beigefügt.  Nota  I«  betrifft  den  im  Archiv  Theii 
XLIX.  Nr.  XVI.  8.  223.  von  uns  mitgetheilten  Brief  des  jungen 
Lagrange  an  den  Conte  Fagnano  und  dessen  Inhalt;  Nota  2' 
betrifft  Mossotti's  Vereinfachungen  der  bekannten  Formeln  La- 
grange *s  zur  Berechnung  der  Cometeobahnen,  mit  Bezug  auf 
Schiaparelli's  bekannte  wichtige  Cntwickelungen  und  Unter- 
suchungen über  die  Sternschnuppen;  endlich  ist  Nota  3^  über- 
schrieben: „Notizie  intorno  alla  malattia  e  alla  morte  dl 
Lagrange,  e  all*  auttossia  e  inibalsamazione  del  suo 
corpo^'  worin  vieles  Interessante  enthalten  ist.  Wie  sehr  Italien 
seine  grossen  Männer  zu  ehren  bemuht  ist,  haben  wir  von  Neuem 
mit  dem  grossten  Interesse  aus  der  folgenden  auf  pag.  21  sich 
findenden  Notiz  entnommen,  nach  welcher  auch  dem  grossen  Ma- 
thematiker u.  s.  w.  Mossotti  in  Pisa  ein  Denkmal  errichtet 
worden  ist:  „II  monumento  del  Mossotti,  opera  del  Cav.  Giovanni 
Dupr^,  fu  eretto  a  Pisa  il  di  16  (üiugno  1867  nel  Camposanto  nr- 
bano.  Simboleggia  TAstronomia  in  atto  di  pcnsare.  L'elogio  era 
pronunziato  dal  dotto  Prof.  De  Bonedetti,  collega  e  concittadino 
deir  illustre  scienziato,  alla  presenza  delle  Autorita,  del  Municipio» 
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dei  President!  del  Senato  e  della  Camera  dei  Deputate  e  dl  gran- 
dissimo  concorso  di  Professorin  di  allievi  e  di  persone  di  o^ni 
classe.  L'epigral'e,  dettata  dal  Senatore  Gentofanti  e  il  Corpus 
conditum  dal  Cav.  Prof.  Ferrucci,  ranimeiitano  col  loro  stilet 
il  bei  secolo  della  letteratura  italiana." 


Geometrie, 

8ur  le  caicul  des  <^quipollences,  tnöthode  d'analyse 
göomötrique  de  M.  Bellavitis.  Par  M.  J.  HoOel^  Pro- 
fesseur  de  Math^matiques  k  la  Facultä  des  science» 
de  Bordeaux.     Paris.     Gauthier- Villars.    1860.    8«. 

Herr  Professor  Giusto  Bellavitis  in  Padua  bat  schon  vor 
einer  Reihe  von  Jahren  eine  neue  sinnreiche  Methode  filr  analy- 
tisch-geometrische Untersuchungen  bekannt  gemacht,  welche  we- 
niger Beachtung  gefunden  zu  haben  scheint  als  sie  jedenfalls 
verdient.  Herr  H  oüel  bat  sich  daher  ein  neues  sehr  anerkennungs- 
nerthes  Verdienst  erworben,  indem  er  in  der  vorliegenden  sehr 
zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Schrift  diese  Methode  des  in 
vielen  Beziehungen  hochverdienten  Herrn  Bellavitis  den  Ma- 
thematikern wieder  in  Erinnerung  gebracht,  zur  Beachtung  em- 
pfohlen, und  ihre  Anwendung  an  einer  ziemlich  grossen  Anzahl 
sehr  lehrreicher  Beispiele  erläutert  hat.  Wir  müssen  uns  hier 
begnügen,  nachstehend  Das  unseren  Lesern  mitzutheilen,  was  der 
Herr  Verfasser  auf  pag.  5.  zur  Empfehlung  dieser  neuen  me- 
thode  des  equipollences  sagt: 

„La  methode  des  <$quipollences  se  distingue  principaleroent 
par  les  avantages  snivants:  1^.  L'abondance  des  thtfor^mes,  qni 
d^coulent  d*un  principe  unique,  toute  propriet^  de  points  plact^s 
en  ligne  droite  donoant  imm<^diatement  une  propri^t^  des  points 
d*un  plan,  d^s  que  Ton  change  les  equations  relatives  aux  pre- 
micrs  points  en  equipollences  relatives  aux  seconds:  2^.  La  fact- 
lit^  avec  laquelle  on  parvient  ä  la  Solution  graphiqae  des  pro- 
bUmes:  pour  les  questions  m^mes  qui  passent  pour  difficiles,  la 
möthode  fournit  directenient  des  Solutions  plus  courtes  que  celles 
que  Ton  avait  decouvertes  par  des  combinaisons  artificielles  de 
thäor^mes  göom<^triques ;  «3^.  La  thäorie  des  courbes,  döbarrass^ 
de  tout  Systeme  special  de  coordonnees,  conduit  k  des  forroules 
plus  simples  et  en  roeme  temps  plus  gönerales,  qui  ezpriment  les 
affections  des  courbes»  sans  qu'il  seit  besoin  de   les   rapporter  ä 
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aucun  Systeme  arbitraire;  4".  Elle  fournit  le  type  r4el  de«  quan« 
tit^s  ima^inaireSy  par  leqael  soiit  pleinement  juatifi^ä  les  caiculs 
de  l'Alg^bre,  de  la  niani^re  que  Cauchy  regardait  comme  la 
Beule  satisfaisante. '' 

Indem  wir  unnere  vollkoromene  Uebereinstinimung  hiermit  aus- 
sprechen, empfehlen  wir  die  Schrift  nochmals  zn  sorgfältigster 
Beachtung. 


Physik. 

Sechszehnmathematiscb -physikalische  Probleme. 
Ein  Ergänzungsheft  zum  Leitfaden  der  Physik  an 
Realschulen  und  ähnlichen  höheren  Lehranstalten. 
IVebst  einem  Anhange«  enthaltend  102  Aufgaben  und 
deren  Hesultate.  Von  Dr.  Gustav  Emsmann,  Oberlehrer 
an  der  Realschule  erster  Ordnung  zu  Frankfurt  a.  d. 
Oder.  Mit^einer  FigurentaCel.  Leipzig.  Quandt  und 
Händel.     1869.    W^, 

Wie  schon  der  Titel  besagt»  verfolgt  diese  Schrift  einen  dop- 
pelten Zweck:    Einmal  sucht  dieselbe  den  physikalischen  Unter- 
richt, so  wie  derselbe  auf  Grundlage  der  gangbaren  physikalischen 
LehrbOcher  gewöhnlich   ertheilt   wird,    durch   verschiedene,   vor- 
zugsweise einer  elementar- mathematischen  Behandlung  fähige  und 
dieselbe  auch  —  wenn  wahre  Gründlichkeit  erstrebt  und  erreicht 
werden  soll  —  nothtrendig  flQr  sich  in  Anspruch  nehmende  Lehren 
zu  vervollständigen;  dann  aber  auch  durch  Mittheilung  einer  greis** 
seren  Anzahl  von  Uebungsanfgaben,   die  gleichfalls  hauptsächlich 
eine  mathematische  Behandlung  beanspruchen,  denjenigen  Leh- 
rern zu  nutzen  und  in  ihren  sehr  löblichen  Bestrebungen  forderlich 
zu  werden,  welche  wie  zu  unserer  Freude  der  Herr  Verfasser  — 
dem    wir    dafür   unsere    besondere  Anerkennung    zollen  —    den 
Hauptzweck  und   Hauptnutzen  des  physikalischen  Unterrichts  für 
die  allgemeine  geistige  Ausbildung  der  Schüler  in  einer  strengen 
elementar -mathematischen   Behandlung,  der  dazu  sich   eignenden 
und  dieselbe  fiir  sich  in  Anspruch  nehmenden  Lehren  der  Physik  er. 
kennen,  ohne  dabei  das  Experiment,  bei  richtiger  Auffassung  seines 
Werthes  und  Dem  entsprechender  Handhabung  demselben,  irgend- 
wie zu  vernachlässigen.     In   beiden  Beziehungen  können  wir  dem 
Herrn  Verfasser   unsere    volle  Anerkennung    nicht   versagen.     In 
der  ersten   Abtheilung  ist    nach    unserer   Ansicht    eine  durchaus 
zweckmässige  Auswahl  der  betreffenden  Lehren  getroffen,  und  die 
mathematische  Behandlung   bewegt  sich  im  Allgemeinen  ganz  in 
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dem,  KreUe,  welcher  hier  allein  maassgeliend  und  zulässig  sein 
konnte,  wenn  wir  auch  nicht  unterlassen  können,  die  Frage  auf- 
zawerfen :  ob  es  in  einem  Buche  wie  das  vorliegende  ganz 
zweckmässig  war,  bei  der  Bestimmung  einiger  Minima,  wie  z.  B. 
bei  der  Minimal- Ablenkung  de^  Lichts  u.  s.  w.,  die  gewohn- 
lichen Regeln  der  Differenzialrecbnung  in  Anwendung  zu  bringen, 
da  sich  diese  Bestimmungen  auch  wfirden  auf  elementarem  Wege 
haben  geben  lassen;  natürlich  kann  man  diese  Frage  aus  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  beantworten,  indem  es  sich  dabei 
immer  darum  handeln  wird,  welche  Vorkenntnisse  mau  voraus- 
setzen kann  nnd  will.  Von  unserem  Standpunkte  aus  wurden 
wir  einer  mehr  elementaren,  d.  h.  die  allgemeinen  Regein  der 
Differentialrechnung  nicht  in  Anwendung  bringenden  Bebandhing 
den  Vorzug  gegeben  haben.  —  Die  Uebungsaufgaben  der  zwei- 
ten, Anhang  bezeichneten  Abtheilung»  halten  wir  gleichfalls  ffir 
durchgängig  zweckentsprechend  gewählt. 

Hiernach  glauben  wir  dieses  Buch,  welches  zur  Forderung 
gründlichen  und  bildenden  physikalischen  Unterrichts  gewiss  sehr 
geeignet  ist,  aus  vollkommenster  Ueberzeugung  zur  sorgfältigsten 
Beachtung  und  zum  fleissigsten  (gebrauche  empfehlen  zu  können, 
und  müssen  uns  Im  (Jebrigen  mit  der  folgenden  Angabe  des 
Hauptinhalts  begnügen:  I.  Aus  der  Lehre  von  der  Wärme. 
I.  Thermometer- Correction.  2.  Specifische  Wärme«  3.  Latente 
Wärme.  —  II.  Aus  der  Lehre  vom  Magnetismus  und  von 
der  Electricität.  4.  Declination  der  Magnetnadel.  6.  Das 
Ohm 'sehe  Gesetz  und  die  Constanten  galvanischer  Rheoniotoren. 
—  111.  Aus  der  Optik.  6.  Die  Minimal -Ablenkung  des  Lichts 
beim  Durchgange  durch   ein  Prisma.    7.   Der  Brechungsexponent. 

8.  Discussion  der  Formel  — |-  —  =7^.     9.   Newton*scbe   Ringe. 

auf  ** 

10.  Die  Dämmerung.  —  IV.  Aus  der  Mechanik.  11.  Das 
Kräfte -Parallelepiped.  12.  Das  physische  Pendel.  13.  Die  Ver- 
minderung der  Schwere  durch  die  Rotation  der  Erde.  14.  Die 
Archimedische  Aufgabe.  15.  Das  barometrische  Hohenmessen. 
16.  Die  Grösse  der  Verdünnung  der  Luft  durch  die  Luftpumpe. 
-—  Anhang.     102  Aufgaben  nnd  deren  Resultate« 


Anleitung  zur  Anstellung  meteorologischer  Beob- 
achtungen und  Sammlung  von  Hilfs tafeln  mit  beson- 
derer Rücksicht  auf  die  meteorologischen  Stationen 
in  Oesterreich  und  Ungarn.  Von  Dr.  Carl  Jelinek, 
Director    der    k.  k.  Central  -  Anstalt    für    Meteorologie 
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und  ErdmagnetiBiDus  u.  8.  w.  u.  s.  w.  Wien.  Druck  der 
kaiserlich  •  königlichen  Hof-  und  Staatsdruckerei. 
1869.    80. 

Die  In  drei  Auflagen  erschienene  „Anleitung  zu  den  me- 
teorologischen Beobachtungen  in  der  österreichischen 
Monarchie"  von  dem    trefflichen,    der  Wissenschaft   leider   zu 
früh  entrissenen  Kr  eil  ist  vollständig  vergriffen  worden,  wodurch 
zunächst  der  Herr  Verfasser  zu  der  Herausgabe  der  vorliegenden 
Schrift  veranlasst  tvurde,  welche  man  aber  keineswegs  als  eine  blosse 
neue  Ausgabe  des  vorerwähnten  KreiTschen  Buchs,  sondern  als 
ein  ganz  neues  durchaus  selbstständiges  Werk  zu  betrachten  hat. 
Zugleich  beschränkt  sich  dasselbe  nicht  allein  auf  eine  Anleitung 
zur  Anstellung  meteorologischer  Beobachtungen,   sondern  ertheilt 
auch   fiberaus   lehrreiche  Auskunft  über  die   am    häufigsten  vor- 
kommenden Fragen  der  praktischen  Meteorologie,  und  kann  daher 
in  vielen   Beziehungen  die    Stelle   eines   meteorologischen    Lehr- 
buchs sehr  zweckmässig  vertreten^  wodurch  jeder  mit  meteorolo- 
gischen Studien  sich  Beschäftigende    dem   Herrn  Verfasser  sich 
zu  besonderem  Danke  verpflichtet  fühlen   wird.     Ausserdem  hat 
man  wohl  zu  beachten,  dass   das  Werk    keineswegs    bloss  das 
österreichische  meteorologische  Beobachtungssystem  —  wenn  das- 
selbe auch  als   eines  der  trefflichsten  Muster  angesehen  werden 
kann,  und  als  ein  solches  auch  allgemein  anerkannt  wird,  weshalb 
ihm  auch  hier  mit  Recht  besondere  Beachtung  geschenkt  worden 
ist,  —  berücksichtigt  und  in's  Auge  fasst,  sondern  so  allgemein 
gehalten  ist,  dass  es   für  jeden  Beobachter  der  lehrreichste  und 
trefflichste  Wegweiser  bei  seinen  Bestrebungen  ist,  welchem  wir 
einen  besseren  gegenwärtig  in   der  That  nicht  an    die  Seite  zu 
stellen  wQssten.     Die  Instrumente  sind  ausfOhrÜch  beschrieben, 
durch  sehr  saubere  Holzschnitte  erläutert,    ihre  beste  Beobach- 
tungsart   ist    gelehrt   und   den    anzubringenden    Gorrectioneo    ist 
überall  die  sorgfältigste  Rechnung  getragen  worden.    Endlich  ist 
eine  sehr  reichhaltige,  wenig  zu  wünschen  übrig  lassende  Samm- 
lung von  Hülfstafeln  beigefügt,  in  welcher  auch  der  in  Oesterreich 
und  Ungarn  in  kurzer  Zeit  bevorstehende  Uebergang  zum  metri- 
schen Systeme  sorgfältige  Berücksichtigung  gefunden    hat,  was 
natürlich  auch  ftir  die  künftigen  allgemein  deutschen  Verhältnisse 
von  nicht  geringer  Bedeutung  ist. 

Mugc  die  ausgezeichnete  und  ungemein  nöUliche  Schrift  sich 
recht  ausgebreiteter  Beachtung  erfreuen! 
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Vermischte  Schrifteo. 

Ticlskrift  für  Mafematik  och  Fysik,  tillegnad  den 
svenska  Elementar- Undervisningen,  utgifven  af  D:R. 
CHIran  BillMer,  Adjunkt  i  Matematik  vid  Dpsala  Aka- 
denii(Hiirvndredaktrir);  D:R.  Frans  W.JHaltmaa»  Lektor 
vid  Stockholms  hogre  Elementar-L&roverk»  D  :  R.  T. 
Robert  Thal^n.  Adjunkt  i  Fyaik  vid  Upsala  Akademi. 
Upsala,  W.  Schultz'  Boktryckeri.  (Vergl.  Literar.  ßer. 
Nr.  CLXXXXVIl  S.  13.) 

Bia  Andra  Ärglngen.  Haftet  2.  Mara  1869  ist  diese  sehr  ver- 
dienstliche Zeitschrift  am  vorher  genannten  Orte  von  uns  ange- 
zeigt worden;  jetzt  haben  wir  Gber  die  uns  vorliegenden  neuen 
Hefte:  Andra  Ärgangen.  Haft.  3.  4.  Mal -Juli  1869  und  Haft.  5. 
September  1869»  so  weit  es  hier  der  Raum  erlaubt,  zu  berichten. 

Herr  Hultman  hat  seine  verdiemstliche  Geschichte  der  Arith- 
metik in  Schweden  fortgesetzt;  eben  so  Herr  G.  Dillner  seine 
sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlende  Abhandlung  fiber  den  geo- 
metrischen Caicul  oder  den  Caicul  mit  geometrischen  Grossen, 
auf  die  wir  unsere  Leser  schon  früher  mehrfach  aufmerksam  ge- 
macht haben  und  dies  hier  von  Neuem  thun;  auch  seine  Abhand- 
lung Ober  die  Berechnung  der  Leibrenten  hat  Herr  Hultman 
weiter  fortgeführt.  Ferner  begegnen  wir  einem  lesenswerthen 
Aufsatze  Aber  integrirende  Factoren  von  einem  Ungenannten, 
und  einer  zu  beachtenden  Abhandlung  über  die  elementare  LSsang 
von  Aufgaben  Gber  die  Maxima  und  Minima  von  Herrn  Lars 
Pbragmän;  sowie  einem  Beweise  der  Formel 

F(a  +  A)  -  F(ii)  _  F'  (a  +  kh) 

von  Herrn  D — g  (Daug).  Besonders  aufmerksam  machen  wir  aueh 
auf  eine  Abhandlung  von  Herrn  Lector  Lind  man  Gber  in  und  um 
eine  Ellipse  beschriebene  gradlinige  Figuren.  Wie  alle  frGheren 
Hefte  enthalten  auch  die  vorliegenden  eine  ziemlich  grosse  Anzahl 
bemerkenswerther  Sfitze  und  Aufgaben,  bewiesen  und  aufgelost 
von  verschiedenen  Verfassern,  zum  Theil  SchGlern  schwedischer 
Lehranstalten,  über  die  wir  naturlich  hier  ins  Einzelne  nicht  ein- 
gehen kilnnen;  ferner  Aufgaben,  welche  bei  den  auf  den  letzteren 
stattgefundenen  PrGfungen  gegeben  worden  sind;  Beurtheilungen 
und  Anzeigen  von  Bflchern  u.  h.  w.  —  Aus  dem  Gebiete  der 
Physik  finden  wir  einen  lesenswerthen  Aufsatz  Ober  die  verschie* 
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denen  Erfindungen  und  Arbeiten  h4on  Foucault'9  von  Herrn 
R.  Thalen;  ferner  einen  beachtenswerthen  Aufsatz  dber  die 
coDStructive  ßestiromung  der  Acceleration  in  verschiedenen  Fällen 
von   Herrn  G.  Oiltner. 

MOge  diese  verdiensfliche  Zeitschrift  immer  den  ununterbro- 
chensten Fortgang  haben! 


Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  diretti  da 
F.  Brioschi  e  L.  Cremona  (Presse  il  R.  Istituto  Tecoico 
Saperiore  di  Milano)  in  eontinuazione  degli  Annali  giä 
pubblicati  in  Roma  dal  prof.  Tortolini.  4^,  (8.  Liter. 
Ber.  Nr.  CLXXXXVllI.  8.  12.  \xo  es  statt  ,,de  Milano«' 
helssen  muss  „d\  Milano'O* 

Serie  H«.  Tomo  H^.  Fascicolo  4^  (Giugno  1869.).-- 
Codazzi:  8ulle  coordinate  curviiinee  d*una  superfieie  e  dello 
spazio  (Memoria  3«.).  p.  269.  —  Lipschitz:  Disamina  delia  pos- 
«ibilitä  d^integrare  Gonipletamente  un  dato  sistema  dl  eqnazioni 
differenziali  ordinarie.  p.  288.  —  Gasey:  Recherche  des  öqua« 
tions  des  coupies  de  quadriques  inscrites  dans  une  quadrique 
donn^e  et  tangentes  ä  quatre  quadriques  inscrites  aussi  dans  la 
meme  quadrique.  p.  303.  —  Smith:  Observatio  geometrica.  p.  318. 

—  Jordan:  M<^moires  sur  les  groupes  de  niouvements  (conti* 
nuazione  e  fine).  p.  322.  —  Gordan:  Appltcazione  di  aicuni  ri- 
sultatt  contenuti  uella  Memoria  ,,Sulla  rappresentazione  tipica  delle 
forme  binarie  del  5^  e  del  6^  grado"  agii  integral!  ipereliittici.  p.346. 

Serie  IK  Tomo  HF.  Fascicolo  l^  (Ottobre  1869.). 
Casorati:  Le  relazioni  fondamentali  tra  i  moduli  di  periodicita 
degli  integral!  abeiiani  di  prima  specie.  p.  1.  —  Sturm:  Combien 
y  a  t-il  de  s^cantes  communes  k  deux  cubiques  gauches?    p.  28. 

—  Brill:  Sul  problema  della  rotazione  de!  corpi.  p.  33.  — 
Schramm:  Les  invariants  et  les  covariants,  en  qualit^  de  cri* 
tdres  pour  les  racines  d'une  ^quation.  p.  41.  —  Aoust:  Thöorie 
des  coordonnöes  curvilignes  quelconques.  p.  55.  —  Roberts: 
Sur  les  fonctions  aböliennes.  p.  70. —  Her  mite:  Sur  Texpression 
du  module  des  transcendantes  elliptiques  en  fonction  du  quotient 

/  +  »  da 

Sur  la  transcendante  En»  p.  83.  —  Mattbiessen:  De  aequi- 
lihrii  figuris  et  revolnfione  homogeneorum  annulorum  sidereorum 
sine  corpore  central!  atque  de  mutatione  earum  per  expänsionem 
aut  condensationeni.  p.  84. 
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Giornale  di  Matematicbe  ad  uso  degli  studenti 
deile  universitä  italiane,  pobblicato  per  cura  del  Pro> 
fessore  G.  Battagltni.  Napoii.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXXXVIII.  8.  12.). 

Maggio  e  Giugno  1869.  Del  concelto  di  funzione  nell'  in- 
segnamento  della  Geometria  elementare;  per  D.  ßeaeo.  p.  131. 
—  AiinuDzio  Bibliografico.  p.  136.  --  Memoria  sull'  attrazione  degli 
sferoidi;  per  R.  del  Grosso,  p.  137.  —  Determinazioiie  analitica 
dei  ceiitri  di  pres^ione  delle  siiperficie  immerse  in  an  liquido  omo- 
geneo  peeanfe;  per  A.  M.  Bustelli.  p.  152.  —  Lezioni  suila 
Tcrmodinamla ;  per  M.  Zannotti.  p.  160.  —  Salla  locale  dei 
centri  delle  coniche  che  toccano  due  rette  e  passano  per  clae 
punti;  per  G.  de  Roasi.  p.  174.  —  Sopra  una  quistione  proposta 
nel  giornale  di  Terquem;  per  G.  Mirabelle,  p.  176,  —  Nao^a 
soluzione  generale  in  numeri  razionali  dell'  equazione  td^^a-i-büi-cv* 
per  L.  Galzolari.    p.  177, 

Luglio  e  Agosfo  1869.  Memoria  sali'  attrazione  degli 
sferoidi;  per  K.  del  Grosso  (Cent.  Vedl.  pag.  151.).  p.  193.  — 

/r  sen*"«!? 
da:;    per  D«  Besso.    p.  210.  —  Deter- 

o 
minazione  analitica  dei  centri  di  presstone  delle  superficie  immerse 
in  an  liquido  omogeneo  pesante;  per  A.  M.  Bustelli.  (Cont. 
e  6ne  Vedi  pag.  159.).  p.  213.  —  Articolo  Bibliograßco.  p.  221.  — 
Relazione  sulle  Lezioni  complementari  dato  nell'  Ist.  tec.  superiore 
a  Milano,  per  A.  Armenante  e  G.  Jung.  p.  224.  —  Sülle  tras- 
formazioni  birazionali  o  uiiivocbe  (eindeutichen),  e  sulle  curve 
normale  e  subnormale  del  genere  p;  per  G.  Jung  ed  A,  Arme- 
nante. p.  235.  —  Sopra  due  questioni  del  Salmon  nel  tratlato 
delle  coniche;  per  un  anonimcT;  p,  254.  —  Soluzione  delle  quis- 
tione 48;    per  V.  Eugen  io.    p.  256. 
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Geschichte  der  Mathematik  and  Physik. 

Ballettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  scieiiize 
niateniatiche  e  fisicbe,  pubbticato  da  B.  ßoncompagoi. 
Roma  1869.    4».   (\  ergl.  Liter.  Ber.  Nr.  CLXXXXVIII.  S.  6.). 

Tomo  II.  Febbraio  1869.  Dieses  Heft  enthält  zuerst  auf 
8.  33.  bis  S.  95.  die  Fortsetzung  und  den  Schiuss  der  im  vorher- 
gehenden Hefte  (Gennaio  1869,  s.a.  a.  S.  7.)  angefangenen  höchst 
verdienstlichen  und  interessanten  Lebensbeschreibung  A.  Ca  u  c  hy's 
von  Herrn  Bonconipagni,  durch  deren  Veröffentlichung  sich 
derselbe  jedenfalls  ein  sehr  grosses  Verdienst  erworben  hat,  da 
das  aus  zwei  Theilen  bestehende  grosse  Werk  von  Herrn  C.  A. 
Valson  doch  für  viele  Mathematiker  nicht  leicht  zugänglich  und 
zu  umfangreich  sein  wird.  —  Ferner  enthält  dieses  Heft  auf  S.  96. 
bis  S.  102.  ein  von  Herrn  E.  Narducci  verfasstes  sehr  verdienst- 
liches vollständiges  Verzeichniss  aller  in  acht  periodischen  Schriften 
enthaltenen  Schriften  Cauchy's  unter  dem  Titel:  „Indicazione 
degli  scritti  di  Agostino  Cauchy  contenuti  in  otto  Raccolte  seien- 
tifiche'%  freilich  ohne  Angabe  der  Titel,  aber  nach  der  Zeitfolge 
geordnet  und  mit  genauer  Hinweisung  auf  die  Werke,  in  denen 
dieselben  sich  finden;  über  die  Titel  und  den  Inhalt  enthält  die 
jLebeDsbeschreibung  selbst  genügende  Nachweisnngen.  —  Den 
Schluss  dieses  Hefts  bilden  sehr  vollständige  ,,Annunzi  di  recenti 
pubblicazioni''  auf  8.  103.  bis  S.  118. 

Tomo  IL    Marzo  1869.    Intorno  alla  vita  ed  agii  scritti  dl 
Francesco  Woepcke.    Nota  di  Enrico  Narducci.  p.  119.     Eine 

Tbl.  LI.  Hit  2.  2 
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Interessante  Lebensbeschreibung  unseres  Landsmanns,  welche  auck 
vielfach  Bezug  nimmt  auf  den  Artikel  Im  Archiv^  TbL  XLH. 
Literarischer  Bericht  Nr.  CLXV. 

Tomo  II.  Aprile  1869.  Intorno  all*  opera  d*Albirani  solf 
India.  Nota  di  B.  Boncompagni.  p.  153.  —  Annunzi  dl  reeenti 
pubblicazioni.  p.  207. 

Tomo  11.  Maggio  1869.  Notice  bistorique  sur  la  vie  et 
les  travaux  de  Nicolas  Ivanovitch  Lobatcbefsky.  üiscours  pro- 
noncö  dans  la  säance  solennelle  de  l'Untversitö  Imperiale  de  Ka- 
san,  le  TT  Novembre  1868.  Par  E.  Janichefsky*  Tradait  du 
Russe  par  A.  Potocki.  p.  223^  So  verdienstlich  und  id  vieleb 
Beziehungen  höchst  interessant  auch  diese  Biographie  Lobat- 
cbefsky's  ist,  so  müssen  wir  doch  bemerken j  dass  dieselbe  — 
ihrem  amtlichen  Zwecke  jedenfalls  vollkommen  entsprechend  — 
mehr  das  Wirken  Lobatchefsky's  als  Lehrer  und  Beamter, 
als  seine  grossen  wissensohaflilchen  Verdienste  als  Schriftfileller 
u.  s.  w,  in's  Auge  fasst.  Jedenfalls  aber  liefert  dieselbe  ein 
höchst  interessantes  Charakterbild  des  treffliehen  ^  fräber  nicht 
nach  Verdienst  gewürdigten  Mannes  in  der  angegebenen  Be- 
ziehung. 

Tomo  11.  Giugno  1869.  Nolice  sur  la  vie  et  les  travaux 
de  Jean  Baptiste  Brasseur.  Par  M.  Alphonse  le  Roy.  p.  263. 
(Weit  eingehender  und  ausführlicher  als  unser  freilich  nur  vor- 
läufiger Artikel  im  Liter.  Ber.  Nr.  CLXXXXVI.  p.  1.  mit  einem 
vollständigen  Verzeichniss  der  Schriften  Brasseur 's,  und  schoo 
deshalb  zur  Beachtung  sehr  zu  empfehlen.).  —  Intorno  ad  noo 
scritto  del  Sig.  Prof.  Placido  Tardy.  B.  Boncompagni.  p. 273. 
—  Intorno  ad  una  forniola  del  Leibniz,  Articolo  estratto  dal  vo- 
lume  intitolato:  Monatsbericht  der  Königlich  preussischen  Akade- 
mie der  Wissenschanien  zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1868  u.  s.  w. 
Berlin  u.  s.  w.  1869.  pag.  623—625.  Sessione  de  3  Dicembre 
1868.  Traduzione  del  Sig.  Pilippo  Keller,  p.  275.  —  Sur  quel- 
ques passages  des  lettres  de  Leibniz  relatifs  aux  difförentielles  ä 
indice  quelconque.  Note  de  M.  Ch.  G.  Borchardt.  p.  277.  — 
Corso  elementare  completo  di  Matematiche  pure  per  Agostino 
Farnocchia  delle  scuole  pie.  Roma.  Tipografia  di  G.  AurePi. 
Piazza  Borghese  Nr.  89.  I868-«69.  P.  N.  Mancini  d.  C.  d.  G. 
p.  279.  —  Annunzi  di  recenti  pubblicazioni.    p.  283. 
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Arithmetik.     . 

J.  J.  irot)  ffjittröY^'d  Handbuch  xur  DmrechAnlig  d«t 
vorftöglibhsten  MüDset)«  Mti^»«  und  Gewicbte  alltr 
Lpftnidftr  in  GdterfeichUch^  ua^^ttrlscb«,  metrische  oad 
andere  Einheiten.  Vierter  t^rb^^sttl-te  und  v^fmehrt« 
Anflage.  Herausgegeben  V6n  Karl  von  LlttröW,  Di« 
rectoT  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  u.  s.  w.  Wien, 
F.  Beck's  Verlagsbachhandlung.    1870.    S».  *) 

Dieses  Handbuch  ist  uns  erst  In  seiner  vorliegenden  oeaesten 
vierten  Auflage   bekannt  geworden;    unter  allen   Bachern   dieser 
Art>  die  wir  kennen,  ist  uns   aber  das  vorliegende  als   das  voll- 
standigste  und  als  das  am  einfachsten  und  bequemsten  eingerich- 
tete erschienen.    Die  Maasse,  Münzen  und  Gewichte  sind  in  Ta* 
bellen  einfach  alphabetisch  oder  lexicographisch  geordnet,  »o  dass 
jeded  beliebige  Maass  ohne  alle  Mühe  sogleich  aufgefunden  wer- 
den  kann,   und    unmittelbar    neben  dem  Namen    findet    man   den 
Ausdruck  in  der  zur  Keductiön  zu  Grunde  gelegten  Fundami^ntal- 
Einheit,  wobei  der  Herr  Verfasseir   ^ich    mit  Recht   fast  Oberall 
der  Decimalbruche  bedient  und  in  der  Anzahl  der  beibehaltenen 
Decimalbr^chstellen  Gb.erall  so  weit  gegangen  ist,  als  es  di^  bei 
praktischen  Anwendungen  zu  streichende  und  erreichbare  Genauig^ 
keil  ir^^end  erfordern  dürfte»   wobei  nach  unserer  Meinung  durchs 
gehends  das  richtige  Maass  gett^en  werden  ist.    Das  Buch  be« 
steht  aus  den  folgenden  durch  den  Gegehstand  selbst  gegebenen 
Hauptabtheilungen:  Münzen.  —  Längenmasse.  —  Flächen- 
masse.  —  Korpermasse,    a)  filr  trockene  Gegenstände;  b)  für 
flüssige    Gegenstände.    —    Gewichte.    —  Jeder  Abtheilung  ist 
eine  sehr  lehrreiche  allgemeine  Einleitung  vorangescbickt,  welche 
Alles  enthäJtj  i^as  r4ek«lchtlkh  der  Natur  des  betreffenden  Maas-» 
ses  im  Allgemeinen  bu   wissen  nuthig  sein  dürfte,   mit  sehr  ge- 
nauer —  meistens  auf  eine  ziemlich  gros8e  Anzahl  von  becimal* 
stellen   fortgeführter  ^^  Angabe  allef  nöthigen  Reductionszahlen, 
so  dass  wir  in  der  That  auch  rücksichtlich  der  genauen  Kenntniss 
der  allgemeinen  Natur  der  verschiedenen  Maasse  keinen  besseren 
Rathgeber  kennen  als  den  vorliegenden. 

Die  Münzen  sind  sämmtlich   auf  clie  Oesterreichi^che  Wäh- 
rung reducirt  mit  Beibehaltung  —  was  bei  den  Münzen  jedenfalls 


^)  Vf^gcd  jVIUng^U  «Ibcr  g^et^Hctöreti  Uübrlk  i*t  dtekt«  Schrift  bf«r^ 
her  gectelU  Morden. 

2* 
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vollständig  hinreicht  —  der  ersten  Decimaistelle  in  den  Kreoxerc 
wobei  wir  die  Reduction  auf  die  österreichische  Wäbrong  unbe- 
dingt für  sehr  zweckmässig  halten  und  darin  keine  Beioträcbtignc^ 
der  MCnzen  anderer  Länder  finden,  da  die  öiiterreichische  Wäb- 
rnng  jetzt  so  beqaem  und  die  Vergleichung  der  meisten  andern 
vorzugsweise  gangbaren  Mfinzen  mit  ihr  so  leicht  ist.  Scblagei 
wir  z.  B*  die  Benennung  Thal  er  auf«  so  finden  wir  auf  S.  46  bb 
S.  48  eine  grosse  Anzahl  verschiedener  Thaler  und  darunter  gleich 
zu  Anfang: 

Oetterr.    Währ. 


Thaler,    Vemne- 
I*reu8«cii   . 


30-   vder   14-Thalerfii8s, 


fl 


kr. 


50.0 


Schlagen  wir  umgekehrt  die  Benennung  Gulden  auf,  so  finden 
wir  wieder  auf  S.  20.  bis  S.  22.  eine  sehr  grosse  Anzahl  ver- 
schiedener Gulden,  und  darunter  u.  A. : 


QQlden  ntterr.  Währang,  45-Guld«nfnsft  .    . 
,,       auddenUch.  od.  Zollvereina-Wahrung, 
24J-  od.  52^-Goldeiifu8a  u.  a.  w.    .    . 


Oeaterr.  Währ, 
fl.  I  kr. 
1  — 

—  85.7 


Bei  den  Längenmaassen^  u.  s.  w.  und  den  Gewichten  siod 
überall  neben  den  Vergleichungszablen  mit  den  österreichischen 
Maassen  mit  Recht  auch  die  metrischen  Zahlen  angegeben,  and 
die  Anzahl  der  beibehaltenen  üecimalstelien  ist  eine  grossere  als 
bei  den  MOnzen.    So  finden  wir  z.  B.: 


Rllthe,  Preaaaeii,  rheiol. 
Riitho  zu  12  Fiiaa  .    . 


W.  Fuaa. 

W.  Zo 

ü. 

W.  Lin. 

W.  Fuaa. 

Me«ff. 

11 

10 

"J 

11.915 

3.766 

Pfund. 

riener 
Loth. 

Handels 
Quentch 

-Gewieht. 
Pfaod.      KWogT. 

— 

26 

2}J 

i 

».8352   1  C 

>.4677 

und: 


PAmd,  Altea  llerliner 
Handela 'Gewicht 

Bei  der  grossen  Wichtigkeit^  welche  gegenwSrtig  eine  ge- 
naue Kenntniss  des  gesammten  Maass-,  Mfinz-  und  Gewichtoire- 
sens  nicht  bloss  für  das  sociale  Leben«  sondern  auch  insbesondere 
fBr  den  Schulunterricht  hat,  haben  wir  es  für  nothweudig  ge- 
balteuj  über  das  vorliegende,  nach  unserer  Meinung  in  hohen 
Grade  zu  empfehlende  Buch  etwas  genauer  und  eingehender  i^ 
referiren,  und  wünschen  sehr,  dadurch  dazu  beizutragen,  dass 
dasselbe  die  so  sehr  verdiente  Beachtung  in  den  weitesten  Krei- 
sen finden  mSge. 
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Schliesslich  benutzen  wir  diese  Gelegenheit,  ein  Paar  Druck- 
fehler, auf  welche  wir  gütigst  aufmerksam  gemacht  worden  si^d, 
hier  nachstehend  mitzutheilen : 

Seite  72  -  Dessetine  lies  109.23  statt  1.092, 
„  ,,  -  Dscherib  „  320  „  11.5, 
„       „   —         „  f,      il.5       „       o20, 

„      73  -  Jauchart      „     1117       „       117. 


Geodäsie. 

Elemente  der  Vermessungskunde  von  Dr.  Carl  Maxi- 
milian Bauernfeind,  Professor  an  der  königl.  polytech- 
nischen Schule  in  München.  Dritte  Auflage.  Erste 
Abtheilung.  Stuttgart.  Verlag  der  J.  G.  Cotta'schen 
Buchhandlung.     1869.    S». 

Die  zweite  Auflage  dieses  von  uns  dringend  empfohlenen, 
jedenfalls  sehr  ausgezeichneten  Werkes  haben  wir  im  Literar. 
Ber«  Nr.  CLVL  S.  5.  angezeigt,  und  es  macht  uns  grosse  Freude, 
unsere  Leser  jetzt  auf  die  vor  uns  liegende  so  eben  in  schönster 
äusserer  Ausstattung  erschienene  dritte  Auflage  der  ersten  Ab- 
theilung aufmerksam  machen  zu  können.  Weiterer  Empfehlung 
von  unserer  Seite  bedarf  das  treffliche  Werk  nicht;  auch  ist 
seine  Einrichtung  in  dieser  dritten  Auflage  im  Allgemeinen  ganz 
unverändert  geblieben,  an  verschiedenen  einzelnen  sehr  beach- 
tenswerthen  neuen  Zusätzen  fehlt  es  aber  keineswegs,  so  wie 
denn  u.  A.  neben  den  Heliotropen  von  Gauss,  Steinheil  und 
dem  Hilfsheliotrop  von  Stieriin,  in  §.  101.  auch  das  Heliotrop 
von  Baeyer  ausführliche  Beachtung  gefunden  hat,  ferner  weiter 
unten  die  neuere  Einrichtung  des  Prismeukreuzes  aufgenommen 
worden  ist,  u.  s.  w.  Wir  wünschen  sehr,  dass  dieses  ausgezeich- 
nete Werk  auch  in  seiner  neuesten  Auflage  wie  bisher  unausge- 
setzt zur  weiteren  Ausbildung  der  Geodäsie  und  zur  Förderung 
der  Genauigkeit  der  geodätischen  Arbeiten  beitragen  möge.  Bei 
dem  Erscheinen  der  dritten  Auflage  der  zweiten  Abtheilung  wer- 
den wir  auf  das  Werk  zurückkommen. 
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AstronoRite. 

Kalender  ffir  alle  Stände.  1870.  Herausgegeben 
von  Karl  v.  LIttrow,  Uireetor  der  k.  k.  Sternn'arte  in 
Wien.  Afit  einer  Sternkarte.  Wien.  Carl  Gerold's 
Sohn.    8^ 

Wir  frenen  uns  das  Erscheinen  dieser  von  uns  früher 
schon  oftmals  auch  Lehrern  zur  Beachtung  empfohlenen  sehr 
zweckmässig  eingerichteten  kleinen  astronomischen  Ephenieride 
für  das  Jahr  1870  anzeigen  zu  kiinnen.  Die  Einrichtung  ist  von 
der  aus  unseren  früheren  Anzeigen  allgemein  bekannten  Einrich- 
tung der  vorhergehenden  Jahrgänge  durchaus  nicht  verschieden. 
Der  wissenschaftliche  Theil  besteht  aus  folgenden  Abtheilungen ; 
I.  Sternschnuppen  und  Kometen  (sehr  Interessant  mit  besonderer 
Räckalcht  auf  Schiaparelü's  neueste  Arbetten).  —  11.  An- 
zahl der  wahrnehmbaren  Sterne,  geschlossen  aus  dem  Bonner 
Verzeichnisse.  —  III.  Neue  Planeten  und  Kometen.  —  IV.  Astro- 
nomische Preisaufgabe.  (Ausgeschrieben  von  der  kais.  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Wien  am  28.  Mai  1869.  Betrifft  die  Ent- 
deckung neuer  Kometen).  —  V.  (Jebersieht  des  Planetensystems 
(äusserst  vollständig  und  genau.).  —  Tl.  Cebersicht  der  meteoro- 
logischen Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien  hn 
Jahre  1868.  —  Man  sieht  hieraus,  wie  beachtenswert h  dieser 
Kalender  auch  rücksichtlich  der  Kenntniss  der  neueren  astrono- 
mischen Bntdeckangen  *rst. 


Physik. 

Die  Naturkräfte.  Eine  naturwissenschaftliche 
Volksbibliothek»  herausgegeben  von  einer  Anzahl 
von  Gelehrten.  München,  Verlag  von  R.  A.  Olden- 
burg.   8« 

Dieses^  aM«»erliqb  in  Bes^ug  auf  Papier»  Druck  und  Figuren 
in  unubortreffbarer  Weiso  a«isgestattete  Werk  kowiat  oücb  an- 
serer  Meinung  dem  jetzt  so  aUgemein  verbreiteten  rühmlicben  Be- 
streben, die  Naturwissenschaften  zu  popularisiren,  trefflichst  ent- 
gegen, und  verdient  dem  ganzen  gebildeten  Publikum,  insbeson- 
dere aber  auch  Lehrern,  die  vieles  ihren  Zwecken  Dienende ,  ihren 
Unterricht    Belebende   und    anziehender    Machende    darin    finden 
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werden,  recht  sehr  empfohlen  zu  werden.    Nach  der  jetzigen  An- 
lage sollen  nach  und  nach  zehn  Abtheilungeri  erscheinen,  nämlich: 

Die  Lehre  vom  Schall,  von  R«  Radau  in  Paris. 
Das  Licht,  von  Professor  Dr.  Pisko  in  Wien. 
Die  Wärme,  von  Professor  Cazin  in  Versailles. 
Das  Wasser,  von  Prof.  Dr.  Fried r.  Pfaff  in  Erlangen. 
Wind  und   Wetter,   von   Professsor  Dr.  Lonimel  in  Er- 
langen. 

Die  Himmelskunde,  von  Professor  Dr.  Zech  in  Stuttgart. 

Die  Vulkane,  von  Professor  Dr.  Friedr.  Pfaff  in  Er- 
langen. 

Die  Elektricität,  von  Professor  Dr.  Carl  in  Manchen. 

Der  Magnetismus,  von  Professor  Dr.  Carl  in  München. 

Der  Zusammenhang  der  Naturkräfte,  von  Professor 
Dr.  Reitlinger  in  Wien. 

Die  beiden  ersten  Abtheilungen  sind  bereits  erschienen^  und 
liegen  unter  folgenden  Titeln  uns  vor: 

Die  Lehre  vom  Schall.  Gemeinfassliche  Dar- 
stellung der  Akustik  von  R.  Radau.  Deutsche  Origi- 
nalausgabe. Mit  114  Hoizschnitteu.  Hfinchen.  Verlag 
vbn  R.  A.  Oldenburg.    1869.    S^. 

Licht  und  Farbe.  Eine  gemeinfassliche  Darstel- 
lung der  Optik.  Von  Prof.  Dr.  Fr.  Jos.  Pisko  in  Wien. 
Mit  130  im  Texte  aufgenommenen  Uofzschnitten.  Mün' 
eben.     Verlag  von  R.  A.  Oldenburg.     1869.    8<>. 

Wir  gestehen,  das«  wir  beide  Schriften  mit  dem  grossten 
Interesse  und  vielfacher  eigener  Belehninf^  gelesen  haben,  und 
wSssten  in  der  That  nicht,  was  wir  demjenkp;«»,  der  in  den  Reichen 
der  Erscheinungen  des  Schalls  und  des  Lichts  sich  in  angeneh- 
mer, leicht  belehrender  und  erheiternder  Weise  ergehen  will. 
Besseres  empfehlen  sollten,  als  diese  beiden  Schriften,  welche  zu. 
gleich  von  der  Vielseitigkeit  und  Gründlichkeit,  womit  ihre  Ver- 
fasser die  betreffenden  Gegenstände  in  umfassendster  Weise 
völlig  beherrschen,  das  erfreulichste  und  scbonste  Zeugniss  ab- 
legen. Mögen  sich  daher  unsere  Leser  diese  Schriften,  welche 
unbedingt  als  eine  wahre  Zierde  der  deutscheu  popularisirenden 
naturwissenschaftlichen  Literatur  zu  betrachten  sind,  angelegent- 
lichst empfohlen  sein  lassen. 
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Vermischte  Schriften. 

Sitzuogsbericbte  der  kaUerlicheD  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  Vergl.  Literarischer  Ber. 
Nr.  CLXXXXIX.  S.  8. 

Band  LVlll.  Heft  II.  Sc  bell:  Allgemeine  Theorie  di 
Polarplanimeters.  S.  189.  —  Weyr:  Erweiterung  des  Satzeil 
von  Desargues  nebst  Anwendungen.  (Mit  1  Tafel.).  iS.  223.  - 
Haun:  Zur  Charakterisük  der  Winde  des  adriatischen  Meere». 
(Mit  1  Tafel.).  S.  231.—  Brücke:  Ueber  asymmetrische  Strahleo* 
brechung  im  menscbltcben  Auge.    (Mit  1  Tafel.).    8.  321. 

Band  LVIII.  Heft  111.  Schlesinger:  Die  projectiFiscbeo 
Flächen.  (Ein  Beitrag  zur  Gestaltung  der  darstellenden  Geometrie  | 
im  Sinne  der  neueren  Geometrie.).  S.  435.  —  Bollzmano: 
Studien  über  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  zwischen 
bewegten  materiellen  Punkten.  (Mit  1  Tafel).  S.  317.  —  Dit- 
scheiner:  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Untersi^chung  des  re- 
flectirten  Lichts.  (Mit  1  Tafel).  S.  301.  —  Loschroidt:  Die 
Electricitätsbewegung  im  galvanischen  Strome.  S.  596.  —  Exoer: 
Ueber  die  zu  einer  Gesichtswahrnebmung  nutbige  Zeit.  (Mit  2 
Tafein  und  3  Holzschnitten.).  S.  601.  -  Weyr:  Zur  Erzeu- 
gung der  Curven  dritter  Ordnung.  (Mit  1  Holzschnitt).  S.  633.  — 
Schlesinger:  Darstellung  der  Collinear-Projectionen  und  pro- 
jectivischen  Grundgesetze  in  einer  für  die  descriptive  Geometrie 
geeigneten  Form.  (Ein  Beitrag  zur  Gestaltung  der  darstellenden 
Geometrie  im  Sinne  der  neueren  Geometrie.).  —  (Mit  1  Tafel.). 
S.  658.  —  Oppolzer  (S.  677.),  Weiss  (S.  797.),  Riha  (S.  721.): 
Berichte  der  zur  Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss  des 
Jahres  1868  nach  Aden  unternommenen  österreichischen  Expedi- 
tion.   (Sehr  interessant  und  vielfach  wichtig.    G.). 

Band  LVIII.  Heft  IV.  Mach:  Beobachtungen  fiber  mono- 
culare  Stereoskopie.  (Mit  6  Holzschnitten.).  S.  731.  —  Oppol- 
zer: Berichte  der  zur  Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss 
des  Jahres  1868  nach  Aden  unternommenen  österreichischen  Ex- 
pedition. IV.  Bericht^.  C.  v.  Littrow's  Methode  zur  Zeitbe- 
stimmung durch  Circunniieridianhöhen  in  ihrer  praktischen  An- 
wendung. S.  772.  —  Staudigl:  Anwendung  der  räumlichen 
Central-  und  Parallelprojection  zur  Lösung  verschiedener,  die 
Flächen  zweiter  Ordnung  betreffender  Probleme.  (Mit  1  Tafel.)« 
S.  811.  —  Niemtschik:  Einfaches  Verfahren,  Normalen  lu 
Flächen   zweiter  Ordnung   durch  ausserhalb  liegende  Punkte  lu 
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ziehen.  (Mit  1  Tafel.).  S.  831.  —  Weiss:  Berichte  der  zur 
Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss  des  Jahres  1888  nach 
Aden  unternommenen  Österreichischen  Expedition.  V.  Bericht: 
Beitrag  zur  Klimatoiogie  von  Aden.    S.  882» 

Band  LVlIf.  Heft  V.  Staudigl:  Durcbföhrang  verschie- 
dener,  die  Curven  zweiten  Grades  betreflfeoden  Cons tr netten en  mit 
Hilfe  von  Kegel-  und  Cylinderflächen.  (Mit  1  Tafel.).  S.  960.  -< 
Winckler:  Deber  die  vollständigen  Aberschen  Integrale.  8.976. 

—  Boltzmann:  LSsung  eines  mechanischen  Problems.   S.  1035. 

—  Stolz:  Ueber  die  Kriterien  zur  Unterscheidung  der  Maxima 
und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Veränderlicher.     S.  1063. 

Band  LIX.  Heft  I.  Hau  dl:  Theorie  der  Waagebarometer. 
(IVlit  1  Holzschnitt.).  S.  7.  —  Niemtschik:  Ueber  die  Con- 
structiou  der  Durchschnittspunkte  von  Kreisen  und  Kegelschnitts- 
iioien.  (Mit  1  Tafel.).  S.  39.  —  Pfaundler:  Ueber  eine  neue 
Methode  zur  Bestimmung  der  Wärmecapacität  der  FlOssigkeiten« 
(Mit  1  Holzschnitt.).    8.  145. 

Band  LIX.  Heft  II.  Weyr:  Construction  des  Kriim- 
mungskreises  für  Fusspunktcurven.    (Mit  5  Holzschnitten.).  8. 169. 

—  8tandigl:  Ellipsenconstructionen.  (Mit  1  Tafel.).  8.  177.  — 
V.  Obermayer;  Versuche  über  einige  Capillarerscheinungen. 
8.  207.  —  Jelinek:  Fünftfigige  Wfirmemittel  für  88  Stationen 
bezogen  auf  den  20jährigen  Zeitraum  1848—1867.  8.  313.  — 
Winckler:  Ueber  einige  Gegenstände  der  elementaren  Analysis. 
8.  »356.  —  Loschmidt:  Der  zweite  Satz  der  mechanischen 
Wärmetheorie.  S.  395.  —  Unferdinger:  Ueber  die  beiden  ali- 
gemeinen Integrale: 

/ar".co8{iiilg(o  +  fta?)}c£a?,    /«». sin { m Ig (a  +  Äjr)}rfa: 

und  einige  verwandte  Formen.  8.  437.  —  Unferdinger:  Die 
verschiedenen  Darstellungen  des  Products 

(a«+6Hc«+d*)(fli'+6i*+e,»+di*) . .. (a«-i«+6«-iHci.-i*+*.-i*) 

als  Summe  von  vier  Quadraten.  8.  455.  —  Unferdinger:  Ueber 
die  Kriterien  der  Theilbarkeit  der  Zahlen.     8.  465. 

Band  LIX.  Heft  III.  Militzer:  Ueber  die  Bestimmung 
der  Constanten  eines  galvanischen  Elementes.  8.  472.  —  Niemt« 
schik:  Ueber  die  Construction  der  Durchschnittspunkte  zweier 
Kegelschnittslinien.  (Mit  1  Tafel.).  S.  481.  —  Winckler:  Auszug 
aus  der  Abhandlung:  ,, Der  Rest  der  Taylor'schen  Reihe.'« 
S.  533. 
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Giaroale  i\  Matematlche  ad  aao  degtt  stodenti  d^lle 
uoivQvsitä.  italiane,  pu^blicato  per  cuiadel  Profea&ore 
G.  Battaglini.    NapolU    (&  Liter.  Ber.  Nr.  CCI.  S.  12.). 

Settembre  e  Ottobre  1869.    Su  talune  aerie,  ed  applica- 
siooe  air  aritmetica;  per  C.  Sardl.  p«257«  —  Soluzboe  generale 
dell*  eqaasieoe  jf^ssoTi' -l-t'^H-^*;  p«f  L»  CalzolarL  p.  313.^ 
Ricerca  dei  valori  raaionali  di  o  cbe  rendono  ud  qoadrato  il  poli-    ! 
noinio  a-f6e-f  co*-f  «bi*-|-et^;  per  L.  Calaolari.  p,  317« 


Tidskrift  für  Hatematik  ocb   Fyaik,  tillegnad  deo   ; 
svenska  Elementar- UDdervisningen,  utgifven  af  D:R.   | 
Cld^ran  IMllner,   Adjunkt  i  Matematik  vid  Upsala  Aka«    \ 
demi  (Hufvudredaktör);  D : R.  Fr»ns ^W . HaUman,  Lektor 
vid   Stockholms    hSgre  Elementar-Läroverk,   ü  :  R.    T. 
Rob.  Thal^n.    Adjunkt   i    Fysik  vid   Dpsala  Akademi. 
üpsafa,  W.Schultz.  (Vergl.  Liferar.  Ber.  Nr.  CCI.  S.  10.). 

AndraÄrg&ngen.  Haft  6.  Dieses  neue  uns  zugegangene 
Heft  dieser  verdienstlichen  Zeitschrift  enthält  zuerst  eine  Ele- 
mentare Losung  der  von  Herrn  C.  E.  Lundstrom  gegebenen 
und  gelüsten  Aufgal>e:  In  einen  Kreis  ein  l>reieck  Ton  ge* 
gebenero  Flächeninhalte  zu  beschreiben,  dessen  Um» 
fang  ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  von  Herrn  Ijari 
Phraf^in^n  (S.  249);  ferner  euien  Aufsatz  über  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  durch  Substitution  vt>n  Herrn 
H— g.  (S.  253.);  endlich  eine  grossere  lesenswerthe  Abhandlang 
ftber  die  Möglichkeit  der  Vorhersagung  der  Witterung 
von  Herrn  R*  Rabenaon.  (S.  261.).  —  Ausserdem  finden  wir 
S.  298  bis  S.  301.  einen  Necrolog  des  verdienten  Carl  Erik 
Lundstrom^  geboren  zu  Hults  in  Ostergutland  den  21steD 
August  1840.  (S.  298);  Anzeige  von  Schriften,  und  auf  den  schwe- 
dischen Lehranstalten  gegebenen  Prfifungsanfgabeir. 

Hiermrt  steht  in  Verbindung: 

Bihang  tlHI  Tidskrift  fr>r  Matematik  eck  Fysik.  Los- 
ning  af  Prisuppgiften  för  1866.  Af  Elling  Bolt  Halst 
—  P.  W.  Almquist.  —  A.  L.  Bygd^n  och  A.  N.  Lund- 
sfrOm.    Upsala  1869. 

auf  welche  nehcfach  ioteresaante.  Schrift  wir  sowafaL  wegen  der 
gegebenen  Preisaufgabe  selbst^  als  auch  wegen  deiei¥  Ltenngen. 
wir  unsere  Leser  recht  sehr  aufmerksam  machen.  Es  ist  die 
Aufgabe: 

i 
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Gin  Qui^drat  %«  b^e^cbireibein,  de^^e»  Sotten  (ver. 
Ungert»  wenu  e«  nutbig  Ist)  durch  vier  gegebepe 
FunkU  gehe^P' 


Herr  Professor  G.  Dostor  in  Paris  hat  uns  giStigst  fortlau- 
fende Berichte  über  solche  in  Frankreich  erscheinende  periodische 
Schriften  zugesa|;t,  welche  nicht  allen  Lesern  des  Archivs  leicht 
und  in  kurzer  Zeit  zugänglich  sind;  mit  der  Mittheilung  solcher 
Berichte,  welche  jederzeit  besonders  unterzeichnet  sein  werden, 
machen  wir  im  Folgenden  den  Anfang,  und  hoffen  dadurch  un- 
seren Lesern  einen  besonderen  Dienst  zu  erweisen.  6. 


Annales  da  Conserratoire  imperial  des  Arts  et  Metiers 

de  Paris. 


Pablito  par  lea  JProfes»eTirs. 


Paris,  Librairie  poljteclmiqn«  de  J,  Haiidry  15,  rae  des  Sainli-Pdrct. 

Chaque  volunie  parait  cn  qiiatre  fascicules.  Prix  de  Tabon- 

n««)»eqti  par  volmoet  SIQ  franca  poor  Paria »  la  Fraojce  et  la 

Belgique;  24  frnncs  puur  rUtraager« 


Le  Conservatoire  des  Arts  et  Metiers  de  Paris  est  un 
grand  centre  dinstrnction  industrielle  et  agricole.  Des  cours  pu- 
blics  et  gratuits  de  sciences  appliqu^es  aux  arts  professionnels  y 
8ont  euverts  avec  lib^ralit^  aux  nationauz  et  aux  Prangers;  ces 
cours  coostituent  un  enseignement  libre^  analogne  ä  ceux  de  la 
Sorbonne,  du  Collöge  de  France  et  du  Jardin  des  Plantes. 

L'enseignement  du  Conaeivatoijce  est  le  plus  p(Qp«laiire  qui 
seit  en  France;  il  est  constitu^  avec  toutes  les  ressources  de  la 
science,  et  se  trouve  naturellement  initiä.ä  tous  les  d^veloppe- 
ments  de  Tindustrie;  il  en  fait  connattre  la  puissance  et  les  pro- 
gros,  r^pand  les  connaissances  utiles  et  en  guide  avec  snretö  les 
applications. 
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Afin  de  maltiplier  les  ressoarces  que  le  Coaserraloire  ofre  \ 
r^tade  des  sciences  et  des  arts  otiles,  les  Professenrs  paMieii: 
un  Journal,  qoi  est  spi^cialement  consaer^  aox  applicatioos  de  U 
science. 

Les  Apoales  du  Conservatoire  des  Arts  et  Mötier» 
ont  commeDcä  en  1861  et  paraissent  depuis  cette  ^poqae,  sass 
Interruption  et  avec  le  m^nie  socc^s.  Les  articles  y  sont  anss 
vari^s  que  ies  appiications  alles* m^mes  de  la  science.  Farai 
ceax  de  ces  articles,  qui  peuvent  int^resser  les  lecteors  de  cette 
feuille,  nous  eiterons  principalement  les  snivants. 

Tome  premier,  1861. 

E.  Becqoerel.  —  Recherches  sur  les  piles  voltaiqaes;  de- 
termiiiation  des  coefficients  relatifs  auz  piles  eo  usage  dans  Tio- 
dastrie;  p.  257—355. 

E.  Becquerel.  —  Etudes  sar  la  conductibllitö  des  Oquides 
dans  les  tubes  capillaires;  rhäostat  destinä  a  la  comparaison  Ats 
grandes  räsistanees;  p.  733—754. 

Boqaillon.  —  Notice  bibliographlqoe  sar  ies  Oeuvres  con- 
pl^tes  de  Galilee,  publikes  ä  Florence  par  MM.  Alberi  et 
Bianchi;  p.  625-664. 

Deb^rain.  —  Etudes  pour  servir  ä  l'histoire  de  la  Chioe. 
Dicouverte  de  la  composition  de  l'eau;  p.  394 — 448. 

Faraday.  —  Sur  r^clairage  des  pbares  et  sur  la  lami^re 
^lectrique;  p.  113—117. 

DelaGournerie.  —  Notice  sur  le  canal  du  Gange  (Inde); 
p.  665-681. 

Gb.  Laboulaye.  —  Etüde  historique  sur  les  theories  de  la 
chaleur;  p.  55 — 108. 

Ch.  Laboulaye.  —  Chaleur  spöciGque  des  gaz  et  ^es  va- 
peurs;  p.  651—581. 

F.-P.  Lerouz.  —  Etudes  sur  Ies  macbines  eiectromagnetique« 
et  magn^to-electriques;  p.  582—604. 

Tome  II,  1862. 

Boquillon.  —  Etüde  sur  les  horioges  ä  pendule  de  Galilee 
et  de  Huygens;  p.  183—216. 
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Joale.  —  Expi^riences  k  Taide  desqaelles  ri^quivaleot  noäca- 
nique  de  la  chaleur  a  ^tä  d^terminö;  p.  664—687. 

Ch.  Laboalaye.  —  Du  choc  entre  les  corps  solides;  Thäorle 
du  balancier;  p.  373—415. 

F.  P.  Leroux.  —  Note  sur  ane  nouvelle  disposition  propre 
k  faciliter  l'observation  des  aignilles  aimantäes  dans  les  iiistru* 
ments  de  pr^cision;  p.416 — 420. 

Gän^ral  A.  Morin.  —  Expärieoces  sur  les  ventilateurs ;  pag. 
257-321. 

Tom  Richard.  —  Note  sur  un  nouveau  principe  de  cin^ 
matique,  surson  emploi  et  sur  le  thäor^me  de  Cbasles;  p.  157—174. 


Tome  III  1862. 

Apercu  g^n^ral  sur  Texposition  universelle  de  Londres  en 
1862.  —  Articies  divers  par  MM.  H.  Tresca,  Tylor,  Payen, 
Dehärain^  Chambrelant,  Eug.  Flachat»  Morin«  Paris« 
E.  Becquerel,  Boquillon,  V.  Tr^lat,  Alcan,  Salv^tat« 
Ch.  Laboulaye,  Saint-Edroe. 


Tome  IV,  1863. 

Bares  w iL  —  Du  papier  k  roccasion  de  l'Exposition  univer- 
selle de  1862;  p.  57-63. 

E.  Becquerel.  —  Etudes  sur  la  pyrom^trie;  meaure  des 
hautes  temp^ratures;  p.  597-^672. 

Debärain.  —  Etudes  pour  servir  a  rhistoire  de  la  Chimle: 
d^ouverte  du  Chlore;  p.  282-336. 

Ch.  Becquerel.  —  De  1^  Constitution  moläculaire  des  corps 
compatible  avec  la  thäorie  hitotnique  de  la  chaleur;  \^  articie, 
p.  64^112;  2«  articie«  p.  232-269. 

Ch.  Becquerel.  —  Discours  de  M.  Gladstone,  chancelier 
de  TEcbiquier«  prononcä  k  Bursheim  (Staffordshire)  pour  la  fon* 
datiou  de  Tlnstitut  Wedgwood;  p.  465—488. 

A.  Morin.  —  Rapport  k  S.  Exe«  le  ministre  de  i'agriculture, 
du  commerce  et  des  travaux  publices,  sur  l'enseignement  du  Con- 
servatoire  des  Arts  et  Metiers  en  1862—63;  p.  177—184. 
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Tome  V,  1664. 

CaziD.  —  Traltö  ^lömentaire  des  macbiiies  ä  air  chaud.  pag. 
6I9--648. 

Ch«  Laboulaye.  —  Thöorie  m^caoiqae  de  la  chaleur  (deu- 
xltoe  partie);  p.  289-318. 

Ch.  Laboulaye.  —  Le  planim^tre  polaire  de  M.  Anisler 
(Schaffouse);  p.  601—614. 

Laussedat.  —  Ouvertüre  du  cours  de  g^om^trie  appliqoee 
aux  arta  au  Conservatoire  Imperial  des  arts  et  metiers,  le  15  jan« 
vier  186Ö;  p.  423«-442. 

Morin.  —  Chaufiage  et  Ventilation  des  amphith^atrea  du 
Conservatoire  des  Arts  et  Mätiers;  p.  21 — 33. 

Hör  in.  —  Exp^riences  sur  atie  chemini^e  en  usage  daos  les 
casernes  et  les  hdpitaux  d'Angleterre;  p.  180 — 197. 

Morin.  —  Note  sur  un  manom^tre  totallsateiir  ä  eompteur 
lilectrique;  p.  341--35U. 

Morin*  —  Note  et  documeuts  sur  l'hdpital  d'accoucbement 
de  SaintPätersbonrg;  p.  502—622. 

Morin.  —  Note  sur  le  service  de  Ventilation  du  Conserva- 
toire pendant  le  triinestre  d'hiver  1864-65;  p.  523—531. 

Tome  VI,  1865*.66. 

De  la  Gournerie.  —  Note  sur  uü  modele  d'une  sarfaee 
rögläe  du  troisiöme  degre;  p.  205—211. 

G^näral  A.  Morin.  —  De  l'tttitlt^  de  rapplleatioA  de  la  €kki- 
m^trie  aux  courbes  alg^briques;  p.  445—449. 

Carl  de  Ott,  professeur  de  tii^em^trfe  descriptive  k  i*fieote 
snp^rieure  r^lle  de  Pragua.  —  De  la  reprtfsentation  grapbique 
des  courbes  alg^riques;  p.  450—484. 

Tome  VII«  1866-67. 

J.  B.  Baille.  —  Reeberches  sur  les  fndiees  de  t^fraetlon 
(Memoire  eouronne  par  TAcad^mle  des  soienoes);  p.  184-^283. 

De  Jacobt.  ^  Leetttfe  publique  fstite  an  Coiisefvatoire 
imperial  des  Arts  et  Mötiers  auf  fhivention  de  la  galvano* 
plastie;  p.  S41-556. 
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Tome  VIII,  166». 

Morin«  —  Note  sur  le  boreau   de   consultation  des  arU  et 
m^tiera  ct46  par  la  loi  du  J2  septembre  1791 4  p.  5 — 16. 

Ordinaire  de  Laeologne.  ^  Recherches  tb^fliriques  et 
exp^rimeDtates  sar  le  Teatilatear  ü  Forces  cetitrSfuges ;  l^***  partie: 
ventilatears  sufDants,  p.  71-^161;  2«  partie:  Teutilatears  aspiraots, 
p.  161—206. 

Morin.  —  Kote  sar  renseigDemeiit  tecbnique  en  Aogleterre; 
p.  314—319. 

Morin.  —  Le  Conservatoire  imperial  des  Arts  et  Metiers, 
eil  1849  et  1869;  p.  321-333. 

Laassedat.  —  Etüde  sur  le  d^veJoppement  de  rhoHogerie 
dans  le  d^partement  du  Üoubs  et  en  Suisse.  —  £cole  d'borlogerie 
de  Besan^on.  —  Observatoire  de  NeufchAtel;  p.  334—337. 

Morin.  —  De  l'organisation  ä  doiiner  a  Tenseigneraent  tecb« 
nique  en  France;  p.  428— 

O.    ü  o  «  i  •  r. 


Memoires  pr^seat^s  par  divero  savants  k  TAcad^mie 

des  Sciences  de  rinBtitut  imperial  de  France,  et  im- 

prim^s  par  son  ordre. 

fidencefl  math^inatiques  et  phystqaes. 

Tome  XVIII.    Vol.   in  49;   779  pages;    17  plancbes. 
Paria,  Impriin^rie  imperiale,  MDCCCLXVIll. 


Philips.  —  Memoire  sur  le  spiral  röglant  des  cbfOB4MnMres 
et  des  niontres;  p.  129 — 229. 

Cbapitre  1^.    Historique.  —  ,,0n  sait  que,  dans  les  appareils 
portatifs  qui  servent  k  mesurer  le  temps,  rensemUe  du  ressort 
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spital   et  du  balancier  reropüt  roflfice  de  riigalatear»  toot  comme 
le  pendula  dans  les  appareils  fixes. 

„Huygens,  qui  appliqua  le  premier  le  pendole  aux  horloge«, 
ainsi  que  eela  a  ^t^  encore  dernierement  mis  en  lamiere  par  M. 
Biot,  est  aussi  Tinventeur  du  ressort  spiral»  commnnement  appel^ 
Spiral  rägiant»  qu'il  fit  constrnire  pour  la  premi^re  fois  par  M. 
Thurety  babile  borloger.  Getto  importante  d^couverte  lui  fut  coii- 
testi^e,  il  est  vrai»  ä  cette  ^poque,  par  le  docteur  Uook  d'une 
part^  puis  par  Tabbe  Hautefeuille.  Mais  il  ressort  de  toutes  les 
longues  discussions  dont  Tlnventeur  du  spiral  fut  l'objet,  que  le 
docteur  Hook  peut  avoir  eu  la  premi^re  idäe  d*un  ressort  droit 
appliqua  au  balancier;  que  l'abb^  Hautefeuille  l'aurait  ploye  en 
forme  d'helice  agissant  dans  le  sens  de  son  axe;  niais  que  Huy- 
gens  seul  perfectionna  ces  id^es  inforroes,  en  donnant  k  ce  res- 
sort la  forme  spirale  qui,  ne  g4naiit  plus  les  grandes  Tibrations 
du  balancier 9  a  rendu  ce  rögulateur  extr^mement  precis.  Cnfin, 
on  doit  ä  M.  P.  Leroy  la  d^couverte  de  la  proprii^tä  de  Tisochro- 
nisme  du  spiral»  en  choisissant  convenablement  ses  extreniites." 

L'auteur  consid^re  la  question  comme  un  probienie  de  meca- 
nique,  dont  voici  l'enonc^: 

Etant  donne  un  ressort  spiral  r^uni  k  un  balan- 
cier, trouver  les  lois  de  leur  mouveroent  commun; 
p.  130. 

I!  coramence  par  r^soudre  le  probl^nie  suivant  de  T^quilibre 
du  Systeme  du  spiral  et  du  balancier  : 

Le  Spiral  et  le  balancier  ^tant  dans  leur  position 
naturelle  et  en  ^quilibrct  on  suppose  que  Ton  fiisse 
d^crire  au  balancier  un  angle  de  rotation  «.  On  de- 
mande  quel  est  le  mouvement  du  couple  qu'il  faudrait 
appliquer  au  balancier  pour  le  maintenir  dans  cette 
nouvelle  position  contre  Taction  du  spiral;  p.  131—134. 

II  traite  ensuite  les  questions  suivantes: 

Calcul  de  la  duree  d'une  oscillation  du  balancier:  p.  134— 136. 

Conditions  relatives  k  Tisochronisme;  p.  136—139. 

Determination  des  courbes  extremes;  p.  139 — 149. 

Conditions  relatives  au  centre  de  gravitö  du  spiral;  p.  149—154. 

Influence  de  ces  courbes  sur  certaines  perturbations ;  p.  154. 
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Mi^thode  poor  trooFer  graphiquement  les  conrbe«  extremes; 
p.  I54-1Ö7. 

De  risochronUme  da  spiral  plat;  p.  ]57 — 162. 

AlloDgemeDts  et  aocroiasementa  proportioDaela ;   p.  162—166. 

De  reffet  de  la  tempörature  sor   le  apiral   et  du  moyen  de 
corriger  rinfluence  .de  atB  variationa  sur  celui-ci;  p.  165 — 170. 

De  rinfluence  da  frottenient  du  balancier;  p.  170 — 175. 

CoMtrnctioD  d'un  r^olatear;  p.  212— «213. 

Caicul  des  vibrationa  d*un  apiral  et  d'un  balancier  donnö8; 
p.  213—214. 

Du  röglage;  p.  214. 

De  ralloogement  propertionnel  de  Taeier  daoa  ao  apiral;  p.  214. 

De  la  forme  da  apiral;  p.  214—215. 

Le  Memoire  contient  en  oatre  une  table  donuant  lea  rapporta 
dea  nombrea  de  vibrations  du  balancier  dana  un  m^me  temps 
pour  des  longeura  difförentea  d'un  spiral;  p.  176;  ä  la  suite  du* 
quel  Tauteur  ezplique  quelques-unea  dea  cinq  plancbea  qui  accom- 
pagneot  ce  trayail;  (p.  177-«]93). 

La  planche  1  donne  divers  types  de  courbes  tb^riques. 

La  plancbe  II  donne  lea  dessins  de  quatre  eourbes  extremes 
thöoriques,  aboutissant  toutes  k  la  moiti^  des  rayons  dea  spbres. 

La  planche  III  donne  encore,  avec  leors  dtformations  calcn- 
1^8,  divers  types  de  eourbes  th^oriques. 

La  planehe  IV  donne  d'abord  un  spiral  plao  thöorique>  c'est« 
Ifc^dlre  ayant  son  centre  de  gravit^  sur  Taxe,  avec  des  d^foriDatioos 
röpondant  k  dea  anglea  diff^rents  de  rotation  du  balancier;  pnia 
les  m^mes  choaes  pour  on  spiral  tb^rique,  daoa  leqael  les  da- 
plaoements  du  centi'e  sont  bleu  sup^rieors  k  oeux  indiqui^s  sur  ie 
spiral  th^orique. 

Enfin  dans  la  planche  V  se  trouve  donn^  un  spiral  plat  thi^o- 
rtque,  a  courbe  ramen^^e;  et  cette  derni^re  courbe,  qui  est  auaai 
thöorique,  auppose  pour  le  centre  un  d<$placement  nul. 

Toutes  ces  planehes  sont  pr^ctfd^es  de  legendes  insör^es 
dans  le  ieide,  p.  177—103,  oü  l'on  Studie  la  montre  de  Lupine  ä 
^chappement  k  cylindre,  la  moDtre  de  L«^p|ne  avec  le  nouveau 
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spiraly  le  grand  apiral  cylindrique  de  M.  Paul  GarDier»  lamontre 
de  ce  dernier;  enfin  les  grands  spiraux  da  mdme  et  ceox  con- 
atruits  par  M.  Rozö;  p.  195—205. 

M.  Philips  expose  plasienra  exp^riences  relatives  k  la  de 
formatioD  du  apiral  et  ä  rinfluence  que  la  forme  des  courbes  ei- 
tremes  exerce  sur  elles;   p.  205 — 212. 

il  termine  enfln  son  M^^moire  par  ane  Note,  oü  il  se  propoac 
de  faire  voir  que»  dans  les  circonstances  que  präsente  le  pro- 
blÄme  actuefy  les  principes  sur  iesquels  est  fond^e  sa  solation«  et 
qui  rentrent  dans  la  th^orie  de  l'arc  neutre^  sont  noD  seulement 
parfaitemeni  d'accord  avec  Texp^rience,  mais  encore  avec  la  fbeorie 
math^matique  de  r^lasticitö;  p.  216—229. 


Eugene  Rouchö.  -^  Mömoire  aar  la  sMe  de  Lagrange; 
p.  467—487. 

Introduction.  —  »»Lagrange  a  donnä,  dans  les  M^moires 
de  TAcad^mie  de  Berlin,  en  1768»  une  forroule  trds  r^pandse 
de  nos  joiirs»  par  laquelle  on  developpe  en  s^rie  une  racine  ou 
une  fonction  continue  d'one  racine  d*une  äquation  de  la  forme 

,»La  d^monstration  de  cette  formale»  qui  a  saccesaiveoient 
fix^  l'attention  des  Lapiace»  Jacobi»  Cauchy»  Tchebiebef« 
etc.  est  an  probl^me  assez  complexe.  II  faut  distinguer  la  racine 
qu'on  d^eloppe»  indiquer  les  conditions  sous  lesquelles  eile  est 
developpable  en  serie  convergente,  trouver  la  forme  du  develop- 
pement»  ainsi  qu'une  limite  supörieure  de  Terreur  commise,  lors- 
qu'on  prend  nn  nombre  liniitä  de  ternies  dans  la  s^rie.  II  con- 
vieot»  en  outre,  qoe  toas  ces  r^sultats  soient  d^daits  d'an  principe 
unique  par  on  proc^d^  a  la  fols  simple  et  rtgooreax/' 

»»Teiles  sont  les  conditions  qae  j'ai  t&chö  de  remplir  daos  la 
d^monstrafion  qal  fait  Tobjet  principal  de  ce  Memoire«  La  me- 
thode  que  j'ai  suivie  a  quelque  analogie  avec  celle  qae  Lagraoge 
a  employee»  dans  le  Tratte  de  la  rösolution  des  ^qaatioos 
num^riques»  et  que  Murphy  a  reproduife  en  d'autres  terroes, 
mais  Sans  plus  de  rigueur,  dans  les  Transactions  pbiloso- 
phiques  de  Cambridge.  Les  räsuHats  sont  d'ailleors  avec 
plas  de  präeislon,  ceax  que  Ton  trouve  dans  les  travaox  de 
Cauchy  <$noncös  d'one  maniöre  rooins  explicite,  aa  milien  d'an 
graod  appareil  de  formales  et  de  notations  compliquöes/' 
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,» Apres  avoir  expoaä  quelques  principes,  dns  ponr  la  plapart 
k  Cauchy,  sur  les  fooctions  imagiDaires»  je  d^montre,  en  deuz 
th^or^mes  simples^  la  formule  de  Lagrange«  qae  j'applique  eo- 
soite  k  la  r^solation  des  ^qnations  trindmes  et  au  d^veloppenient 
de  ranomalie  excentriqne  et  du  rayon  vectenr  des  planstes  suivant 
les  pnissance§  de  rexcentricite.  L'application  aux  ^quations  tri- 
ndmes  donne  lieu  k  des  v^riflcations  importantes;  eile  permet  de 
coDStater,  par  un  calcol  direct«  que  notre  limite  sap^rieure,  do 
reste,  est  tr^s  -  resserr^e.  L'expression  gön^rale  de  cette  ümite 
nous  condnit  d'ailleors«  dans  les  deux  applicatioDS  qui  solvent,  k 
cette  coDGlosiOD  remarquable :  Si  TexceutricM  de  Forbite  elliptique 
ne  d^passe  pas  0^25,  il  safOit,  pour  avoir  le  rayon  vectenr  et  Fano- 
malie  excentrique  k  nioins  d*un  demi-roilli^me»  de  prendre  sept 
termes  dans  les  s^ries  correspondantes.'* 

s,Je  termine  enfin  par  quelques  tböor^mes  plus  g^neraux 
sQsceptibles  d'applications  nombreuses,  parmi  lesquelles  je  Signale 
nne  d^monstration  tr^s  courte  d'une  formule  c^l^bre  de  Waring« 
relative  k  la  sorome  des  puissances  semblables  des  racines  d'une 
öquation  algöbrique;  p.  457—458." 

I.    Notions  sur    les    fonctions  d'une   variable   imaginaire; 
p.  469-461. 

IL   Module  maximum;  p,  461—464. 

ilL   SMe  de  Lagrange;  p.  464—470. 

IV.   Application  aux  <$quations  trindmes;  p.  470—473. 

V.   Application  au  d^^veloppement  de  Fanomalie  excentrique; 
p.  474—476. 

VI.   Application  au  däveloppement  du  rayon  vectenr;  page 
476-477. 

VII.   Module  principal;  p.  477-480. 

VIII.   e^n^ralisation  des  th^or^mes  pr^cödents;  p.  481—486. 

IX.    Application  k  nn  th^or^me  de  Waring;  p.  486—487. 

E.  Rolland.  —  Memoire  sur  le  torr^facteur  niöcaniqoe; 
p.  311-348. 

E.  Rolland.  —  Memoire  sur  la  r^glementation  de  la  tem* 
pärature  dans  les  foumeaux  ou  r^servoirs  quelconques,  traversäs 
par  un  flux  variable  de  cbaleur;  p.  349—423. 
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Tresca  et  Ch.  Laboalaye.  —  Reehercbes  experiaftestak« 
8ur  la  tb^oriede  röqaivaleot  m^caniqaede  laehalear;  p«489--5Kr 

Des  Clolseaux.  —  Nouvelles  recherche«  sur  les  propri^tes 
optiques  dea  crlstauz  natureU  ou  artificiela,  et  aar  les  variatioM 
que  cea  propriöt^  öprouvent  sous  rioflueDce  de  ta  c^alenr;  page 
611—732. 

Treaca.    ^    Memoire  aar   r^coalement  dea  eotps    acilides. 

p.  733-799. 

Lea  aatrea  nn^inolrea  eontenua  dana  ce  voliiiiie  aont  totale- 
meat  ötraogera  anx  mathiimatiqoea* 

«.    II  e  0  t  4»  r. 
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Literarischer  Bericht 

CCIII. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik 
und  Physik. 

Bttllettino  di  Bibliografia  e  di  JStoria  delle  Bcienze 
roatematicbe  e  Fi^iche.  Roma  1869.  4®.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr.  CCII.  S.  I. 

Tomoll.    Luglio  1869.    Nofizia  sconosciuta  relativa  a  Bo- 
naventura Cavalieri.    Nota  deli'  Ing''^  Ferdinando  Jacoli,  Pro* 
fessore  nella  Regia 'scuola  Allievl  Maecbinisti  di  Marina,     p.  299. 
(Sehr  interessante  und  wichtige  Beiträge  zu  der  Geschichte  des 
Lebens  und  der  Verdienste  des  berühmten  Verfassers  der  ,jGeo- 
nietria  indivisibilium.")-   —  Matäriaux  divers  ponr  l*Histoire 
des  Mathematiques.    Recueillis    par    le    Dr.   Rodolphe  Wolf> 
Professeur  d'Astronomie  ä  Zürich,    p.  313.    [Herr  Wolf  liefert 
in  dieser  Abhandlung  verschiedene  sehr  werthvolle  Beiträge  zur 
Geschichte  der  Mathematik.    1.   Sur  l'invention  du  Niveau 
k    bulle    d'air.     (Das    Resultat   seiner   verdiensllichen    Unter« 
suchungen  fasst  Herr  Wolf  in  den  folgenden  Worten  zusammen: 
„En  räsumö  je  crois  avoir  d^roontr^  que  le  niveau  ä  bulle  d'air  a 
^te  inventä  au  plus  tard  en  1666,  et  que  probableroent  on  le  doit 
ä  Mr.  Chapotot,  tnecanicien  k  Paris.).  —   H.  Mort  de  M. 
Strauch.    (Dieser  mehrfach  verdiente  Mathematiker,  bekanntlich 
z.  B.  Verfasser  eines  grossen  Werkes  über  Variationsrechnung,  war 
am  S.  Juni  1811  in  Heppenheim  im  Grossberzogthum  Uessen-Darm- 
stadt  geboren,  /bod  starb  am  23.  Januar  1868  in  Muri  im  Canton 
Aargao,  wo  er  Professor  der  Mathematik  und  Rector  einer  Schule 
(„ecole  moyenne")  war.).  —    IH.  Corr^spondance  litt^ralre 
des  Bernottlli.    (Dieser  Aufsatz  enthält  sehr  viel  Interessantes 
über   die  Familie   der    Bernoulli.     U.  A.   giebt  Herr  Wolf  auch 
einen  Stammbaum  dieser  berühmten  Familie  von  Mathematikern» 
welchen  wir  unseren  Lesern  nachstehend  mittheilen: 

Tbl.  LI.  Hft.  3.  9 
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Die  in   Parenthesen   eingescblofsscnen    Zahlen   be3(lehen   etich 

.  vTeiterer  Nachweisnngeii  «vegen  auf  das  Werk:   „  Bios^raphien 

{'\  zur  Kulturge«ichichte   der  Schweiz,     Von   Dr.   R.  Wolf. 

V:  Vier   Bfinde.     Zßrich,     J858  — 1862.    8V0.   —   IV.   Ni<:o1a8 

"f"  Fatio  de  üuiMer  —  Basel  1664  —  Worcester  1753  —  (welcher  in 

i     der  Genchichte  der  Erfindung  der  Oifferentialrechninig  eine  nicht 

:   iinuichtige  Rolle  ««picit;  m.  8.  IVlat-hetnatisches  W  orterbach* 

]:   Tbl.  1.  8.847.).-  V.  Marc— Michel  Bousquet.  (Sehr  interes- 

\\    sante  Notizen  über  das  Leben  dieses  berühmten  Lau^anner  Bach- 

i     Händlers,  welcher  viele  Werke  der  grossen  Mathematiker  der  da- 

il    uiaiigen  Zeit:  Euler's,  Job.  Bernoulli's,  u.  s.  w.  herausgab.). 

—  VI.  Casimo  Bartoli.    —  Diese   verschiedenen   Aufsätze  hat 

Herr  Boncompagni  fast  Oberali  mit  wichtigen  und  sehr  gelehrten 

literarischen  Nachweiswigen  und  Bemerkungen  bereichert.]. 

Tomo  II.  Agosto  1869.  Les  Professeurs  de  Mathema- 
tiques  et  de  Phy«ique  gi^nörale  au  College  de  France.  Par  M. 
L.  AM.  Sedillot,  Secretaire  du  ro^nke  College.  Premiere  Pe- 
riode. Fran^ois  1*^.  15IJ0 — 1547.  (Wir  wünschen  sehr,  dass 
diesem  ersten  sehr  interessanten  'und  wichtigen  Beitrage  zur  Ge* 
schichte  der  genannten  berühmten  Lehranstalt  recht  bald  weitere 
Beiträge  zur  Geschichte  der  späteren  Perioden  folgen  mögen.).  — 
Annunzi  dt  rerenti  Pubblicazioni.  8.  283-— 8. '298  (buchst 
reichhaltig  und  genau.). 


Geometrie. 

Geometrische  Construction  saufgaben.  Heraus- 
gegeben von  Dr.  H.  Lieber,  Lehrer  am  Gymnasium  zu 
Pyritz.  Unter  Mitwirkung  von  F.  v.  Lühmann,  Lehrer 
am  Gymnasium  zu  Pyritz.  Mit  einer  Figur entafel. 
Pyritz.    1870.    8«.         . 

Diese  Sammlung  entbSit  ungefähr  3000  methodisch  geordnete 
geometrische  Constructions Aufgaben»  welche  mit  Ausnahme  der 
durch  die  Coordinatenmethode  zu  losenden  Aufgaben  des  Anhangs 
die  GrSnzen  des  Gymnasiainnterrichts  nicht  überschreiten.  Ausser 
der  schon  durch  die  methodische  Anordnung  der  Aufgaben  an 
sich  gegebene  Hinweisung  auf  die  Auflösung  derselben,  sind  den 
Aufgaben  sehr  Tiele  -  zweckmässige  Erläuterungen  beigegeben, 
durch  welche  den  SchCilern  die  Losungen  wesentlich  erleichtert, 
und  sie  auf  dieselben  geleitet  werden;  oft  ist  die  Analysis  der 
Aufgabe  beigefugt  u.  s.  w.  u.  s.  w.     Der   sehr  beschränkte  Raum 

3* 
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erlaubt  un4  hier  nor«  die  Deberschrinen  der  einselnen  Haopt- 
abficbnitte»  in  welche  die  ganze  Saromlun«;  getheilt  iat,  aoiogebeo; 
dieselben  sind  die  folgenden:  i.  Abschnitt.  Dreiecks-  und 
Vierecks-Constructions- Aufgaben.  A.  Aufgaben,  welche  ohne 
Verbältnisse  zu  lOsen.  B.  Aufgäben,  welche  mit  VerhältDis^eD 
SU  lusen.  —  II.  Abschnitt.  Vermischte  Aufgaben.  A.  Auf- 
gaben, welche  ohne  Verhältnisse  zu  lusen.  B.  Aufgaben,  welche 
mit  Verhältnissen  zu  losen.  —  HL  Ah  schnitt.  Kreisaufgaben. 
A.  Aufgaben,  welche  ohne  Verhältnisse  zu  lu^en.  B.  Aufgaben, 
welche  mit  Verhäitnissen  zu  losen«  —  IV.  Abschnitt.  Ver- 
wandlungs-  und  Theilungs -Aufgaben,  Constructlonen  von  Figuren 
in  und  um  Figuren.  —  V.  Abschnitt.  Aufgaben,  welche  durch 
algebraische  Analysis  zu  lusen  sind.  —  Anhang.  Aufgaben, 
welche  durch  die  Coordinatenmetbode  zu  «losen  sind;  ffir  Real- 
schulen beaebteuswerth. 

Wir  glauben,  dass  dieses  Buch  zur  Förderung  und  Erleich- 
terung des  geometrischen  Unterrichts  zu  dienen  geeignet  ist,  und 
recht  sehr  der  Beachtung  der  Lehrer  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Die  darstellende  Geometrie  im  »Sinne  der  neueren 
Geometrie.  Für  Schulen  technischer  Richtung.  Von 
Josef  Schlesinger,  Privatdocent  für  Geometrie  der 
Lage,  grafische  Statik  und  darstellende  Geometrie 
am  k.  k.  polytechnischen  Institute  und  Professor  an 
der  öffentlichen  Oberrealschule  des  I.  Bezirkes  in 
Wien.  Mit  194  Holzschnitten.  Wien.  C.  Gerold's  Sohn. 
1870.    8». 

Wir  haben  von  diesem  ausführlichen  Lehrbuche  der  darstel- 
lenden Geometrie  mit  besonderem  Interesse  nähere  Kenntniss  ge- 
nommen, und  glauben  demzufolge  dasselbe  allen  Lehrern  der  de- 
scrlptiven  Geometrie  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen  zu 
können.  Ueber  den  Hauptzweck  seiner  neuen  Bearbeitung  dieser 
Wissenschaft  spricht  sich  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede 
folgender  mästen  aus :  „in  dem  vorliegenden  Buche  suchte  ich  die 
Aufgabe  zu  lösen,  die  geeigneten  Lebren  der  sogenannten  neueren 
Geometrie  in  die  darstellende  Geometrie  systematisch  einzufuhren, 
somit  den  Unterricht  in  letzterer  Wissenschalt  an  Mittelschulen, 
und  in  Folge  hievon  auch  an  technischen  Hochschulen,  auf  er^ 
weiterte  Grundlagen  zu  stellen*'  und  wir  glauben,  dass  ihm  dies 
in  anferkennungswerthester  Weise  gelungen  ist,  indem  hier  In  der 
That  die  Hauptlehren  der  neueren  Geometrie  —  ohne  darin  an 
weit  zu  gehen  -—  vielfache  sehr  fruchtbare  Anwendung  gefunden 
haben,  mehr  als  dies  in  manchen  anderen  Fällen,  wo  man  in  sehr 
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bestiniTDter  Weise  auf  diese  ADfreodangen  hingewiesen  hatte,  nach 
unserer  Ansicht  geschehen  ist»  wie  wir  dies  aach  in  diesen  Lite* 
rarischen  Berichten  hei  sich  darbietender  Gelegenheit  herror- 
gehöben  haben.  Dass  sich  dorch  diesen  Vorgang  dem  Herrn 
Verfasser  manche  neue  Methoden  und  Vereinfachungen  ergeben 
haben,  erkennen  wir  bereitwillig  an,  ohne  der  Beschränktheit  des 
Raumes  wegen  darauf  hier  welter  einzugehen  im  Stande  zu  sein. 
Im  Allgemeinen  wollen  wir  jedoch  bemerken,  dass  wir  die  Dar- 
stellung meistens  einfach  und  klar  gefunden  haben,  und  nicht 
durch  (^ine  grosse  Masse  schwer  zu  entwirrender  Punkte  und 
Linien  in  den  Figuren  von  einem  n&heren  Eingehen  zurückgeschreckt 
worden  sind;  auch  hat  sich  der  Herr  Verfasser  so  viel  als  mog- 
lieh  bemühet,  allgemeine  Gesichtspunkte  zu  gewinnen.  Mögen 
sich  also  unsere  Leser  dieses  Buch  nochmals  im  Allgemeinen  zur 
Beachtung  empfohlen  sein  lassen,  indem  es  uns'  schliesslich  nur 
noch  möglich  ist,  im  Folgenden  den  Inhalt  der  Hauptabschnitte 
anzugeben,  in  welche  der  Herr  Verfasser  das  Buch  getheilt  hat: 
I.  Abschnitt.  Vorbegriffe.  — -  II.  Abschnitt.  Das  Projiciren 
in  der  Ebene.  —  HL  Abschnitt.  Die  Elemente  der  orthogo- 
nalen, axoBO metrisch en ,  schiefen,  centralen  und  collinearen  Prp* 
jection.  —  IV.  Abschnitt.  Entstehung,  Darstellung  und  Unter- 
suchung der  Regel-  und  Curvenflächen.  —  V.  Abschnitt  Con- 
struction  der  gegenseitigen  Durchschnitte  gegebener  FlSchen- 
gebilde.  ^  VL  Abschnitt.  Beleuchtungs-Constructionen.  -^ 
VIL  Abschnitt    Ueber  geometrische  Qrte^ 


Geodäsie. 

Theoretische  und  praktische  Anleitung  zum  Nlvel- 
llren.  Von  S.  Stampfer.  Sechste  vermehrte  Auflage» 
bearbeitet  von  Dr.  Jos.  Ph.  Herr,  o.  ii.  Professor  der 
höheren  Geodäsie  und  der  Astronomie  am  k.  k.  poly- 
technischen  Institute  zu  \^i«n.  Wien.  Carl  Gerold's 
Sohn.     1869.    8« 

Stampfer'«  hier  in  neuer  sechster  Auflage  vor  uns  liegende 
Anleitung  zum  Nivelliren  ist  ein  klassisches  Buch,  und  sowohl 
röcksichtlich  der  darin  gelehrten  eigenthumlichen  Methoden  des 
Niveilirens,  als  auch  rucksichtlich  der  diesen  Methoden  entspre- 
chend eingerichteten  Nivellir- Instrumente»  welche  vorzugsweise 
in  der  Werkstätte  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  in  Wien 
durch  Herrn    Gustav   Starke  in   trefflichster   Ausfilhrung  ver- 
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fertigt  werden,  so  aHgemeiii  bekannt,-  dass  wir  darüber  hier  uick*- 
zu  sagen  hraucheu.  Im  Laufe  der  Zeit  haben  aber  die  inj»tn| 
mente  mehrfache  Abänderungen  oud  Verbesserungen  erfahret 
und  es  sind  neue  noch  zweckentsprechendere  als  die  ältereo  w 
verschiedenen  Eiorichtungen  und  Grossen  eonstmirt  wordes.  l> 
besondere  werden  gegenwärtig  die  Instrumente  in  drei  Kategorit 
ausgeführt,  von  welchen  die  erste  mit  den  ursprünglichen  b)»tn< 
menten  im  Wesentlichen  übereinstimmt,  die  beiden  anderen  idetotr: 
Dimensionen  haben.  Der  Beschreibung  dieser  neueren  Instrunietiu 
überhaupt  aller  an  den  Instrumenten  angebrachten  neuen  Einriii- 
tungen,  der  Berichtigung  dieser  Instrumente  u.  s.  mt.  bat  ddd  tief 
Professor  J.  P.  Herr  in  dieser  neuen  Auflage  ganz  bej^ooder 
Sorgfalt  gewidmet,  und  überhaupt  an  allen  Orten,  wo  es  uatbh 
war,  Verbesserungen  angebracht,  neue  Uulfstaieln  berechnet  a.».i* 
wodurch  er  dieser  neuen  Auflage  sehr  wesentliche  Vorzuge  y 
den  älteren  verliehen  hat»  so  dass  dieselbe  in  jeder  Beziebsr. 
der  Beachtung  aller  Geodäten  empfohlen  werden  rauss.  D* 
äussere  Ausstattung  ist  so  treflflich,  wie  sie  nur  irgend  sein  kaii 
die  früheren  Fi»urentafeln  sind  durch  sehr  schnne  Holzscbsi:' 
ersetzt  worden,  und  die  Anleitung  zur  Berechnung  der  £rd> 
tragungen  und  Auftragungen  bei  Strassen-  und  Eisenbabnbaf 
ist,  um  den  Umfang  des  Buches  in  seiner  neuen  Gestalt  niciit  i. 
nehr  zu  vergrussern,  weggelassen  worden,  was  um  so  mehr  r; 
billigen  ist,  iveil  die  Praktiker  sich  bei  dergleichen  Arbeiteo  ge- 
genwärtig doch  niebrfach  anderer  Methoden  bedienen. 


Nautik. 

Erster  Bericht  der  ständigen  Commission  für  die 
Adria  an  die  kaiserl.  Akademie  der  Wissenscbaftee. 
Wien.  Aus  der  k.  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei.  I« 
€oramission  bei  Carl  Gerold' s  Sohn.     1869.     8^. 

Oesterreichs  Aufgaben  bezüglich  der  maritimen  Mydrograpbit^ 
liegen  zunächst  im  adriatischen  Golfe.  Für  dieses  Gebiet 
genügt  ein  schon  über  vierzig  Jahre  alter  hydrographischer  itk« 
bestehend  in  einer  General-  oder  Courskarte  in  zwei  Blättern  im*: 
einer  Küslenkarte  (carta  di  4:abotaggio  del  niare  adri^* 
tico)  in  zwanzig  Blättern  mit  sieben  Tafeln  Küstenansiehteit,  mi- 
das  als  Golfführer  oder  Lootseuwerk  unter  dem  Titel:  „Porto- 
lano    del    niare    adriatico    (Erste  Auflage    1822,  zweit« 
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Auflag«  ]84&)^  von  Marieni  in  einem  starken  Qoartbande  her» 
ausgegebene  Werk»  den  jet£igen  Anforderungen  und  BedGrf- 
liissen  nicht  mehr. 

Vorzüglich  und  zunächst  auf  Anregung  durch  die  Herren 
V.  Wüllerstorf  und  Schaub  beschloss  daher  die  für  die  He- 
bung der  Schifffahrt  und  des  Hapdeis  mit  Recht  so  sehr  besorgte 
k.  k.  österreichische  Regierung  eine  ganz  neue  Ai/fnahme  des 
adriatischen  Golfs,  in  nautischer,  hydrographischer,  geographischer, 
physikalischer  u.  s.  w.  Rücksicht,  und  legte  die  Andffihrung  dieses 
t^rossartigen  in  alten  Beziehungen  buchst  nützlichen  und  nichtigen 
Uuternehmens  hauptsächlich  in  die  Hände  der  kaiserl.  Akademie 
der  Wissenschaften.  Dieselbe  ernannte  zunächst  eine  Commis- 
sion  zur  sorgfältigen  ßerathung  des  ganzen  Unternehmens  und 
ti^ntwerfung  der  «rforderlicheo  Instructionen,  wobei  vorzüglich  die 
folgenden  Fragen  zur  Berathung  kommen  sollten : 

1.  Die  eigentliche  Küstenaufnahme; 
'2.  die  Gesetze  der  Ebbe  und  Fluth: 

3.  die  Meeresströmungen; 

4.  die  Meeres  •  Temperatur ; 

5.  der  Salzgehalt  der  See; 

6.  die  Plastik  des  Meeresbodens; 

7.  die  meteorologischen, 

8.  die  magnetischen, 

9.  so  weit  als  thuniich  die  naturhistorischen  Verhältnisse. 

Diese  Commitssion  hat  nun  ihren  ersten  vorliegenden  im  höch- 
sten Grade  interessanten  Bericht  abgestattet,  welcher  nach  un- 
serer Meinung  als  ein  wahres  Muster  für  alle  Unternehmungen 
dieser  Art  betrachtet  werden  kann,  und  allen,  die  sich  für  der- 
gleichen Arbeiten  interessiren,  dringend  zur  Beachtung  empfohlen 
werden  muss,  wobei  wir  auch  noch  besonders  auf  die  Beschrei- 
bung der  zur  Anwendung  kommenden,  oft  sehr  sinnreich  einge- 
richteten Instrumente  —  überall  durch  Abbildungen  erläutert  — 
aufmerksam  machen. 

Als  höchst  dankenswerther  Anhang  sind  die  folgenden  In- 
structionen u«  s.  w.  beigefügt: 

I.  Inventarium  der  adriatischen  Beobachtungs- Stationen  nach 
dem  Stande  zu  Ende  April  1869. 

II.  Instruction   zu   den   Beobachtungen  über   Temperatur  und 
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Sakgebalt  des  Meeres  für  die  Ssterreichisch-adriatiscben  Beob- 
achtungsstatioDen.    Von  Dr.  Jos.  R.  Lorenz. 

IIL  Instruction  zur  Behandlang  der  selbstregistrirenden  Fluth« 
nesser  ffir  die  osterreicbiscb-adriatischen  Beobacbtungsstationen. 
Von  Dr.  F.  Scbaub. 

IV.  Beriebt  von  Dr.  C.  Jelinek  über  die  CommissloDsreise 
zur  Einrichtung  der  Stationen  am  adriatiscbeo  Meere. 

V.  Bericht  von  Dr.  J.Lorenz  Aber  die  Conimissionsreise  zur 
Einrichtung  der  adriatischen  Beobacbtungsstationen. 

VI.  Versuche  von  Dr.  Lorenz  und  Kapeller  behufs  einer 
möglichen  Verbesserung  der  Tauch -Ellipsoide. 

VII.  Reisebericht  des  k.  fc.  Professors  F.  Osnaghi,  welcher 
mit  der  Inspection  der  meteorologischen  Stationen  am  adriatischen 
Meere  betraut  war. 

VIII.  Instruction  ffir  den  Inspector  der  adriatischen  Beobacb- 
tungs-Stationen.  Von  v.  Littrow.  —  Die  Function  des  Inspec- 
tors  Ist  Herrn  Scbaub  fibertragen  worden. 

Die  eigentliche  Kfistenanfnahme»  die  Meeresströmungen^  die 
Plastik  des  Meeresbodens  fallen,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
ganz  in  den  Bereich  der  k.  k.  Kriegsmarine,  welche  bereits  mit 
der  Kastenaufnahme  begonnen  |iät. 

Wir  wiederholen,  dass  wir  von  diesem  im  höchsten  Grade  In* 
teressanten  Berichte  mit  der  vielfachsten  eigenen  Belehrung  genaue 
Kenntniss  genommen  haben,  empfehlen  denselben  nochmals  der 
sorgfältigsten  Beachtung  unserer  Leser,  und  wfiuscheo  dem  grofis- 
artigen,  höchst  wichtigen  und  nfitzlicben  Unternehmen  den  unge- 
hindertsten  Fortgang. 


Physik. 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  C.  Jelinek  und  J.  Bann. 
(Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXIX.    S.  8.). 

Wir  sind  wegen  ungeheurer  Ueberbäufung  des  Stoffs  mit 
der  Anzeige  dieser  trefflicheo  Zeitschrift  leider  so  sehr  in  Ruck- 
stand gekommen,  dass  wir  uns  bei  der  Anzeige  der  uns  vorlie- 
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geoden  oeueD  NummerD  auf  die  Anseige  der  in  denselben  ent- 
haltenen grosseren  Aufsfttie  noch  mehr  als  sonst  beschränken 
mflssen.  Hoffentlich  wird  spfiterhin  uns  wieder  etwas  mehr  Raum 
zu  Gebote  stehen« 

Band  IV.  Nr.  13.  Ueber  die  Bestimmung  der  Intensität  der 
Sturme  durch  die  Berechnung  der  barometrischen  Steigung.  Von 
Thomas  Stevenson.  S.  321.  —  Ueber  den  Zusammen- 
bang  zwischen  Stürmen  und  barometrischen  Unterschieden.  Von 
C.  Jelinek.    8.  331. 

Band  IV.  Nr.  14.  Ueber  einen  Congress  der  Meteorologen, 
um  zu  einem  fibereinstinimenden  Beobachtungssysteme  und  zu 
einem  rascheren  Austausche  der  meteorologischen  Documente  zu 
gelangen.  Von  C.  Jelinek.  S.  353,  —  Uebersicht  der  im  me- 
teorologischen Jahre  1867/68  in  Italien  angestellten  Beobachtungen. 
Nach  den  von  P.  Cantoni  in  Favia  berechneten  Resultaten,  mit- 
getheilt  von  F.  Denza.    S.  357. 

Band  IV.  Nr.  15.  Untersuchungen  über  das  Gewitter  und 
einzelne  damit  «in  Verbindung  stehende  Erscheinungen.  (Aus- 
sehen der  Gewitterwolken.  Hohe  der  Gewitterwolken.  Länge  der 
Blitze.).    Von  J.  Klein.    S.  369. 

Band  IV.  Nr.  16.  Beschreibung  der  Selbstregistrirenden  von 
der  meteorologischen  Commission  der  Royal  Society  an  verschie- 
denen Orten  von  Grossbritannien  und  Irland  aufgestellten  Instru- 
mente (mit  Fortsetzung  und  Schluss  in  Nr.  17.  und  Nr.  18.).  S.  401. 

Band  IV.  Nr.  17.  Zwei  denkwürdige  HagelOllie  in  Georgien. 
Aus  Briefen  an  Ritter  v.  Haidinger.  S.  417.  -*  Ueber  die 
eigentliche  Form  der  Haufenwolke.    Von  K.  Fritsch.    S.  421. 

Band  IV.  Nr.  18.  Enthält  die  bei  Nr.  16.  erwähnte  Fort- 
setzung und  Schluss. 

Band  IV.  Nr.  19.  Ueber  die  Ursache  der  Trübung  der  Luft 
in  der  ersten  Hälfte  des  Juli.  Von  Pres tel.  S.  465.  —  Wit- 
terungsverhältnlsse  In  Nertschinsk.     Von  Berg  er.    S.  471. 

Band  IV.  Nr.  20.  Beschreibung  eines  selbstregistrirenden 
Meteorographen,  construirt  für  die  Sternwarte  in  Upsala.  Von 
Theorell.  S.  497.  (Fortsetzung  in  Nr.  21.).  —  Ueber  eine  die 
Bora  begleitende  Erscheinung  „Fumarea*^   VonZindler.  S.  504. 

Band  IV.  Nr.  21.  Ueber  atmosphärische  Elektricität.  III.  Der 
Htlhenrauch.    Von  Dellroann.     S.  513. 
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Band  IV^  Nr.  22.  Untersuchungen  Gber  das  Gewitter  und 
einzelne  damit  in  Zusammenhang  gebrachte  Erj»cbeinungeo.  (Das 
Wetterleuchten.     Schluss  in  Nt.  23.).     Von  J.  Klein. 

Band  IV.  Nr.  23.  Ueber  atmosphärische  Elektricität.  IV. 
Der  Nebel.    Von  üellmann.    S.  501. 

Band  IV.  Nr.  24..  Telegraphische  Witteruugsberichte  au« 
Russland.    Von  Wild.    S.  593. 

Band  V.  Nr.  1.  Beitrag  zur  Kenntiiiss  der  Regenverfaältnisse 
von  älüdwest*  Deutschland.  Von  Koeppen.  S.  1.  —  Beobach- 
tungen in  Buenos- Aires  von  J.  de  Boer.  Mitgetheilt  von  Buys- 
Ballot.    S.  14. 

Band  V.  Nr.  2.  Der  registrirende  Anemometer  von  F.  B ra- 
set ti.  zu  Pavia.     S.  33. 

Band  V.  Nr.  3.  Das  meteorologische  Element  in  der  Land- 
schaft. Ein  Vortrag  von  Professor  F.  Simony.  S.  47.  -;-  Ueber 
den  Zusammenhang  zwischen  der  Lage  entgegengesetzter  Luft- 
stfume  und  dem  Auftreten  eines  barometrischen.  Maximums  oder 
Minimums.    Nach  Ch.  MeJdrum  und  R.  Scott.    8.  ^\, 

Band  V.  Nr.  4.  Der  elektrisch -registrirende  Anemometer 
der  k.  Sternwarte  in  Modena.     Von  Prof.  D.  Ragona.     S.  81. 

Band  V.  Nr.  S.  Dr.  Neumayer*s  Untersuchungen  über 
die  Meteorologie  in  Sud- Australien.     Von  Hann.    S.  97. 

Kleinere  interessante  Mittheilungen  und  beachtenswerthe  Li- 
teraturberichte finden  sich  in  grosser  Anzahl  in  allen  Nummern. 

Die  Österreichische  meteorologische  Gesellschaft  zählte  am 
1.  October  1869  323  Mitglieder,  welche  1164  Fl.  Jahresbeitrag 
zahlten;  vom  k.  k.  Handelsministerium  erhielt  die  Gesellschaft 
pro  L  October  1868  —  30.  September  1869  eine  Subvention  von 
200  Fl. 


Vermischte  Schriften. 

Giornaledi  Matematicbead  usodegiistudenti  delle 
universitä  italiane,  pubbticato  per  curadel  Professore 
G.  Battaglini.    Napoli.    (S.  Liter.  Bor.  Nr.  CClI.  S.  10.). 

Anno  Vll.  Novembre  e  Dicembre  1869.  Ricerca  dei 
valori    razionali    di    o    che    rendono    un    quadrato    il    polinomio 
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a  +  Ar  +  c?t?*  +  liü^  +  6©* ;  per  L.  Calzolari.  Corit.  p.  319.  — 
Lezioni  di  Fisica  luatenjatica,  deftate  nelT  Universitä  di  Napoli^ 
iieir  anno  scolastico  1868  —  69  dal  Prof.  Michele  Zannotti. 
(Continuazione  Vedi  Pa^.  173^.).  p.  351.  —  Studio  intorno  alla 
conica  dei  9  Poiiti  e  delle  9  Retti.  Per  P.  Cassani.  p.  369.  — 
Di  una  Fornuila  iiota  che  si  puo  dedurre  da  un  Teorema  di  Caucby. 
Nota  del  dott.  Agostino  Graodi.  p.  374»  —  Del  piano,  sua 
definiziooe.  As^^ioma  del  piano  elevato  a  Teorema.  Pel  dott. 
Valerianp  Valeriani.  p.'376.  —  Diino&$trazione  di  un  Teorema 
di  Eulero.  Per  Vito  Eugeuio.  p.  377.  —  Altra  diniostrazione 
dello  stesso  Teorema.     Per  Tarquinio  Fuortes.     p.  378. 

Anno  Vlil.  Gennaio  e  Febbraio  1870.  Nota  sulla  risul- 
tante  di  due  equazioni;  per  E.  \se.  p.  1.  —  Nota  sull'  equa- 
ziofie  M-  =  ^aj*+^^*;  per  L.  Calzolari.  p.  28.  —  Sopra  un 
comples^o  di  2*^  grado;  per  F.  Asch i er i.  p.  35.  —  Suile  Forme 
ternarie  quadratiche;  per  G.  Battaglini.  p.  38.  —  Lezioni  sulla 
Termodinamia;  per  M.  Zannotti.    p.  60. 

Annali  di  iVlatematica  pura  ed  ap plicata,  diretti  da 
F.  Brioschi  e  L.  Cremona  (Presso  ii  R.  Istitato  Teenico 
Süperioredi  Milano)  in  continuazione  degliAnnatigia 
pubblicati  in  Roma  dal  prof.  Tortolini.).  Milane.  4^. 
(Vergl.  Liter.  Bericht  INr.  CCI.  S.  IL). 

Serie  IK  Tomo  HR  Fascicolo  2^.  (Dicembre  1869.). 
Matthiesse n:  De  acquilibrii  tiguris  et  revolutione  bomogeneorum 
anniilorum  sidereoruni.  «ine  corpore  centrali  atque  de  mutatione 
earum  per  expan«ioneni  aut  condensationem  (continuazione  e  fine:). 
p.  89.  —  Smith:  Memoire  sur  quelques  probl^nies  cubiques  et 
biquadratiques.  p.  112.  -^Schwarz:  Notizia  sulla  rappresenta- 
zione  conforme  di  un'  area  eUittica  sopra  un'  area  circolare.  pag. 
166.  —  Scblaefli:  La  risolvente  deir  equazione  di  quinto  grado 
soth>  la  forma  di  un  determinante  s^immetrico  a  quattro  linee.  pag. 
171.  —  Zeuthen:  8ur  les  singularites  ordinaires  d*ane  courbe 
gauehe  et  d'une  surface  developpable.    p.  175. 


Von  einem  sehr  grossen  und  sehr  wichtigen  literarischen  Unternehmen  der 
Boyal  Society  in  London  glauben  wir  unseren  Lesern  nicht  besser  Nach- 
rieht geben  zu,  können  als  durch  den  folgenden  Auszug  aus  einem  Vortrag, 
den  Herr  Bitter  von  Hai  ding  er  in  der  Sitzung  der  k.  k.  geologischen 
Heichsanstalt  in  Wien  am  16.  Februar  1870  gehalten  hat^ 
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Catalogue  of  scientific  papers 

(1800  —  1863) 
C«iiipiled  and  PaUIshed  by  the  B«yal  8«eiety.    Uadvii« 

Frinted  by  George  Edward  Eyre  and  William  Spottiswoode,  printers  to  the  Queens 

Most  Excellont  Majesty,  for  Her  Majesty's  Stiitionery  Oifice.  Vol.  II.  Coa— >Gra 

1868  and  Vol.  III.  Gre  —  Lez.  1869. 

Bericht  erstattet  von 
Wilhelm  Ritter  w.  Haidiiiger. 

Sitenng  der  k.  k.  geologischen  Beichsanstalt  am  15    Februar  1870. 


„Des  Mannes  Feier  ist  die  That*S  und  „Brave  freuen  sich  der  That*', 
ihrer  eigenen  und  der  hochgeehrter  Freunde  und  Arbeitsgenossen. 

Dieses  Gefbhl  belebt  mich  in  der  Vorlage  der  gegenwärtigen  swei  mäch- 
tigen Quartbande  Vol.  II.  und  IIL  von  1002  und  1012  Seiten  des  Verxeicb- 
nisses  s&mmtlicher  naturwissenschaftlichen  Abhandlungen  aus  den  Jahren  toi 
1800  bis  mit  1863,  die  Kamen  der  Verfasser  alphabetisch  geordnet. 

Zuerst  im  Jahre  1855  auf  der  Versammlung  der  British  Association,  zu 
Glasgow  ein  Antrag  des  Dr.  Joseph  Henry,  Sccrctärs  der  „Smithsonian  In- 
stitution^, in  Washington,  auf  Zusammenstellung  eines  Verzeichnisses  phydka- 
lischer  Abhandlungen  (philosophical  memoirs). 

Ein  Comitd  berichtet  im  nächsten  Jahre  darüber,  und  empfiehlt  Beschrlu- 
kung  auf  mathematische  und  physikalische  Wissenschaftszweige,  doch  Ausdeh- 
nung auf  periodische  Schriften  überhaupt,  und  den  Beginn  der  Sammlungen 
von  1800  an. 

Im  März  1857,  auf  einen  Vortrag  des  damaligen  Vicepräsidenten  General  (nun 
Präsidenten  Sir  Edward)  Sabine  im  Rathe  der  ,  Royal  Society  ^  Ernennung  des 
Benrtheilungs  Comit^s  für  die  Angelegenheit  Es  bestand  aus  den  Herren  Artfaar 
Cayley,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Cambridge,  Angnstu 
de  Morgan.  Professor  der  Mathematik  am  „Univcrsity  College **  zu  London, 
Thomas  Graham,  Münzmeister,  Roheit  Graut,  Professor  der  Astronomie  in 
Glasgow,  William  Hallows  Miller,  Professor  der  Mineralogie  an  der  Univer- 
sität zu  Cambridge  und  Secretär  für  das  Ausland  der  „Royal  Society*',  und 
Georg  Gabriel  Stokes,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Cam- 
bridge und  Secretär  der  „Royal  Society**. 

Ich  muss  um  so  mehr  wünschen,  die  Kamen  der  hochverdienten  Comit^- 
Mitglieder  hier  genau  zu  verzeichnen,  als  mir  durch  Herrn  Prof.  Miller  seh 
dem  Drucke  meiner  ersten  Mittheilung  mehrere  Berichtigungen  in  dieser  Be- 
ziehung freundlichst  gegeben  wurden.  Wie  immer  man  auch  die  eigentlichen 
Gegenstände  der  Verhandlung  hoch  hält,  so  glaube  ich  ist  es  stets  eine  Pflicht 
dankbarer  Erinnerung  der  Namen  derjenigen  zu  gedenken,  welche  ein  so  werth- 
voUes  Ergebniss  vorbereiteten. 

Die  Reihung  nach  Autoren -Namen,  die  chronologische  Reibung  dor  Ab- 
handlungen wurde  beschlossen,  möglicher  Weise  später  ein  wissenschaftliches 
Verzeichniss  des  Inhaltes  der  Abhandlungen. 

Der  nächste  Schritt  bestand  in  dem  auf  die  Empfehlung  des  bestehenden 
Bibliotheksausschusses  der  Gesellschaft  vom  7.  Jänner  1858  erfolgten  Besehlosse, 
einen  solchen  Katalog  vorläufig  fllr  den  Gebrauch  der  eigenen  Bibliothek  vor- 
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zabereiten,  aber  mit  dem  Umfange,  daM  er  alle  natarwissensehaftlicheii  Fächer 
enthalten  sollte,  welche  in  der  »Royal  Society **  seit  zwei  Jahrhonderten  Ter- 
treten  sind,  aber  nichts  von  Anwendung  der  Wissenschaft  auf  das  Leben ,  keine 
technischen  oder  professionellen  Zweige. 

Die  Gewinnung  dieses  Katalogs  lag  innerhalb  der  Kräfte  der  » Royal 
Society*'.  Von  den  vier  Exemplaren  der  Zettel-Kataloge  wurde  eines  sogleich 
zum  Gebrauche  eingebunden,  aber  auch,  ffür  JFortsetzungen  durch  Vornahme 
neuer  Publicationsreihen  Ton  Schriften  gesorgt. 

Indessen  hätte  eine  Herausgabe  des  Ganzen  doch  weit  die  Mittel,  welche 
die  Royal  Society  anwenden  konnte,  Überstiegen.  Es  wurde  daher  bei  der  Re- 
gierung Ihrer  Majestät  der  Königin  der  Antrag  gestellt,  das  Werk  auf  Staats- 
kosten herauszugeben,  und  dies  gelang  vollständig  unter  der  Waltung  des  ersten 
Ifords  des  Schatzes,  Viscount  Falmerston,  des  Kanzlers  der  Schatzkammer, 
Herrn  Gladstone  und  der  Lords  Commissioncrs  des  Schatzes.  Der  Plan  wurde 
seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  am  28.  November  1864  gut  geheissen,  und  mit 
der  Ausführung  die  Royal  Society  selbst  betraut.  Eine  Anzahl  der  Exemplare 
wurde  zur  Vertheilung  an  wissenschuft liehe  Institute  und  einzelne  Personen  des 
In-  und  Auslandes  gewidmet,  der  Rest  zum  Verkaufe  bestimmt  So  kam  die 
wissenschaftliche  Welt  in  den  Besitz  dieses  schönen  Werkes. 

DasB  die  Bibliothek  der  Royal  Society  selbst,  die  des  britischen  Museums 
und  anderer  Londoner  Anstalten  und  Gesellschaften  den  Kern  darboten,  ist  wohl 
selbstverständlich.  Doch  eröffnete  Herr  Prof.  Miller  auch  durch  ein  Circular 
die  Möglichkeit  einer  Theilnahme  für  ausländische  Akademien  und  wissenschaft- 
liche Gesellschaften,  schon  in  der  Zeit  während  meiner  Amtsführung  als  Di- 
rector  der  k.  k.  geologischen  Roichsanstalt. 

Ich  darf  hier  wohl  mit  wahrem  Dankgef&hl  der  freundlichen  Worte  geden- 
ken, mit  welchen  Herr  Prof.  Miller  in  dem  Vorworte  den  Umstand  hervorhebt, 
dass  er  ans  unserer  Bibliothek  mehr  als  2000  Titel  von  Abhandlungen  durch  die 
sorgsame  Zusammenstellung  des  Herrn  A.  Senoner  erhalten  habe.  Eines  Bei- 
trages gedenkt  er  auch  durch  Herrn  Dr.  Johann  Csermak.in  Prag. 

Unser  Beitrag  erscheint  um  so  wichtiger  und  ansehnlicher  für  uns,  als  dabei 
viele  österreichische  periodische  Schriften  zur  Bearbeitung  kamen,  wie  man  dies 
sehr  dentlich  an  einem  besonderen  Zeichen,  einem  Sterneben,  bei  den  Quellen 
nachgewicBcn  findet,  die  grösstenthcils  von  Herrn  Senoner  geliefert  wurden. 

Ein  Verzeichniss  von  1894  periodischen  Werk<*n,  aus  welchen  die  Titel  aus- 
gezogen wurden,  ist  auf  66  Seiten  vollständig  gegeben,  dazu  die  in  dem  Werke 
angewandten  Abkürzungen.  Ich  darf  hier  nicht  verfehlen,  auf  das  Anerken- 
nendste hervorzuheben,  dass  diese  letzteren  doch  gestatten,  auch  ohne  jedesmal 
das  Verzeichniss  zu  vergleichen,  sich  zu  orientiren.  Ein  höchst  nachahmens- 
werthes  Beispiel.  Gar  zu  weit  getriebene  Abkürzungen  oder  Nachweisnngen 
ersparen  wohl  Raum,  nehmen  aber  den  Werken  gar  oft  einen  Theil  der  Ueber- 
sichc  und  N&tzlichkeit  weg. 

Höchst  dankenswerth  ist  die  grosse  Gorrectheit  in  der  Orthographie  der  vielen 
rasch  und  friedlich  wechselnden  Sprachen  der  Titel,  der  grossen  neuen  Ctdtur- 
sprachen  deutsch,  französisch,  englisch,  italienisch,  der  sich  ihnen  fest  anschlies- 
senden dänischen,  schwedischen,  holländischen,  portugiesischen,  spanischen  Idiome, 
das  Lateinische,  endlich  selbst  die  polnischen,  czechischen.  mngyarischen  Titel, 
wenn  auch  nur  die  Haupt-Cultur-Sehrift  zur  Anwendung  kam. 

Fortsetzungen  des  Verzeichnisses  der  periodischen  Quellenwerke  erscheinen 
im  sweiten  und  dritten  Bande  mit  31  und  41  Nummern,  so  dass  nun  die  Ge- 
sammtzahl  1466  erreicht  ist.  Auch  diese  späteren  Zusätze  sind  in  Mehrzahl 
aus  unserer  Bibliothek  durch  Herrn  Senoner  ausgezogen  und  vermittelt. 

Unsere  Theilnahme,  wie  bescheiden  sie  sich  auch  ausnimmt  gegenüber  schon 
den  drei  Bänden,  welche  bei  einer  Dnrrhschnittszahl  von  80  Titeln  auf  einer 
Seite  —  wohl  nahe  an  100.000  Titel  von  Abhandlungen  enthalten,  hatte  auch 
in  seiner  Jehresansprache  am  SO.  November  1868  der  Präsident  General  Eduard 
Sabine  freundlichst  hervorgehoben« 

Er  erwähnte  damals,  dsss  bereits  120  Exemplare  durch  Kauf  in.  feste 
Hände  übergegangen  seien. 
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Was  vcM  in  Wien  betrifft,  so  ist  mir  nicht  bekannt  ^^orden,'  das9  aosscr 
rnisem  Exemplaren*  trnd  dem  för  die  kai«.  Akadcmio  der  WissezisokAften,  noch 
ferner  Exemplare  zu  einer  Gratis -Verthcjlunjf  p-ekommen  wären.  Gewiss  aber 
haben  wir,  in  diesen  Käumen,  durch  langjährige  frenndHche  Besichnnf^en  den 
OTStcn  Anspruch  daranf,  unsem  Dank,  unsere  Anerkennung  in  diesem  Berichte, 
der  nun  dem  Fortschritt  des  Werkes  gilt,  auszusprechen. 

Es  lohnt  wohl  recht  sehr  einen  statistischen  Blick  in  dieses  grosse,  ^vrahre 
Bibliothekswerk  zu  versenken,  von  dem  nnn  schon  drei  Bände  rörli^en. 

Ich  folge  dem  Vorgange  in  der  Wiener  2^itung  vom  5.  Februar,  in  wel- 
cher für  den  dritten  Band  in  raschem  IJehcrblicke  sich  die  Thöilnahme  »ci<:te, 
welche  für  grössere  Zahlen  als  je  50  Abhandlungen  von  einem  Verfasser  in 
den  nachstehenden  Länder- Abtheilungen  gewidmet  wurde,  welchen  Ich  hier  die 
im  ersten  nnd  zweiten  Bande  tabeUansch  anschliesse: 

L  Bd.  II.  Bd.  III.  Bd.     Zasanamen 

Oesterreich  *    .    , 4  2  6  12 

Deutschland 30  22  39  91 

.  Frankreich  pnd  Belgien    .    .    .    .  38  49  27  114 

Grossbritannien  und  N.- Amerika  .24  25  35  84 

Dßu^che  in  Kussland 2  4  2  8 

Italien 8  4  —  12 

Dänemark  ..♦....♦    4.  r^          .       2  l  3 

Schweden    ........*.    1       .  1  —  2 

•     Niederlande     .   4    • 2  1  2  5 

109  110  112  331 

Öie  Oesterretchcr  waren  im  L  Bande:  A.  Bou<S  (1819—1863)  mit  lu 
E.  Brücke  (1841—1860)  mit  63,  GrafBuquoi  (1812—1840)  mit  56,  T.  1 
Catnllo  (1814—1864)  mit  55;  —  im  2.  Bande:  Alois  David  (1800  — 1834\ 
mit  59,  G.  V.  Frauenfeld  (1846  —  1864)  mit  85;  —  im  3.  Bande:  W.  von 
Haidinger  (1861  —  1863)  mit  289,  Fr,  v,  Hauer  (1846— -1863)  mit  83, 
J.  Hyrtl  (1843—1863)  mit  69,  F.  Kolenati  (1843  — 1863)  mit  75,  V.  Kollar 
(1836—1858)  mit  52,  K.  Kreil  (1827—1863)  mit  57  Nummern. 

Die  zahlreichsten  Beiträge  im  I.Bande  sind:  die  von  A.  Cauchy  479, 
J.  B.  Biot  317,  A.  Cayley  309,  Sir  D.  Brewstcr  304,  J.  Bcrzclius  276; 
—  im  2.  Bande:  die  von  John  Edward  Gray  511,  C.  G.  Ehrenberg  267. 
Leon  Dufonr  245,  iltienne  Geoffroy  St.  Hilaire  247,  G.  Cuvier  242, 
H.R.  GOppert  200;  —  im  3.  Bande:  J.  A.  Grunert  344,  Guerin-Me- 
neville  330,  W.  v,  Haidinger  289. 

Ich  freue  mich,  am  Schlüsse  meines  Berichtes  noch  eine  Nachricht  an- 
reihen zu  können,  die  ich  Herrn  W.  White,  Secretär -Assistenten  und  Biblio- 
thekar der  Royal  Society  verdanke,  als  der  Bericht  bereits  zum  Satze  abge- 
geben war. 

Die  Arbeit  geht  rasch  vorwärts ,  von  dem  IV.  Bande  ist  bereits  der  dritte 
Theil  gedrückt.  Aber  was  besonders  wichtig  erscheint  besteht  darin ,  dass  <X\fi 
Arbeit  für  den  wissenschaftlichen  Index  Berum,  die  Nachweisung,  wo  man  zu 
jedem  wissenschaftlich  zu  bezeichnenden  Gegenstände  det  Abhandlungen  den 
Namen  des  Verfassers  in  dem  „Catalogue''  wird  finden  kOnncn«  unmittelbar 
in  Angriff  genommen  werden  wird.  Namentlich  wird  Herr  Professor 
•Julius  Victor  Carus  von  Leipzig,  der  hochverdiente  Herausgeber  der  „Biblio- 
theca  zoologica",  —  der  ifur  diesen  Zweck  gewonnen  ist,  in  dem  bevof^tehendcn 
Monate  März  in  London  erwartet. 
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Ernst  Ferdinand  August. 

Aufgefordert  von  dem  Herausgeber  dieses  Archivs  *)  habe 
ich  es  Obernommen»  einige  Nacbrirhten  über  das  Leben  meines 
Vaters,  des  am  25.  März  1870  zu  Berlin  verstorbenen  Dr.  Ernst 
Ferdinand  August,  Professors  und  Directors  des  Koiinischen 
Gymnasiums  zu  Berlin,  zusammenzustelleQ. 

Ernst  Ferdinand  August  wurde  am  18.  Februar  1795  zu 
Prenzlaa  geboren  und  fand,  da  er  seine  Eltern  frflb  verloren  hatte 
und  auch  sonst  ohne  Verwandte  war,  Aufnahme  in  der  Familie 
eines  armen  Uandwerliers,  welcher  sieh  des  Knaben  mit  grosser 
Liebe  annahm.  In  seinem  11.  Leb<msjahre  (1805)  kam  er  unter 
thatkräftigem  Beistände  hiAfreicher  Menschen,  namentlich  des 
Geh.-Rath  Kenke,  welcher  einen  geweckten  wissbegierigen  Sinn 
und  nicht  gewohnliche  Begabung  in  ihm  erkannt  hatte,  nach 
Berlin,  trat  als  Sextaner  in  das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster 
und  wurde  gleichzeitig  in  die  mit  dieser  Anstalt  verbundene  Com- 
munität  aufgenommen.  Er  machte  alle  Klassen  jener  Schule  durch 
und  genoss  unter  Anderem  den  mathematischen  und  phystkalischen 
Unterricht  Ernst  Gottfried  Fischers**),  welcher  alle  Schaler 
stti  stiengem  methodischen  Denken  und  lebendiger  AuRassung 
und  Anwendung  des  Lehrstoffee  heranzuziehen  verstand. 


*)  Mit  dem  Terbindlicbstcn  Danke  iHr  die  gütige  Eritllinng  meiner  Bitte 
sogleich  abgedntckL  O. 

^)  Möchten  alle  Lehrer  der  Mathematik  and  Physik  sich  diesen  treff- 
lichen Mann,  dem  der  mathematische  und  physikalische  Unterricht  in  Frenssen 
nnendltch  viel  yerdankt,  dessen  anch  der  Herausgeber  des  Archivs  sich  immer 
noch  mit  besonderer  Frende  und  innigem  Danice  erinnert,  aneh  jetzt  noch  stets 
inm  Muster  nehmen.  Q. 

TU.  II.  Hft.  4.  4 
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Als  im  Jahre  1813  der  König  Friedrich  Wilhelm  IIL  den  Aofruf 
an  sein  Volk  erliess,  folgte  auch  August  mit  seinen  Miti^chalern 
begeistert  der  Aufforderung;  erst  kurze  Zeit  in  Prima  machte  er, 
wie  es  in  jener  Zeit  gestattet  wurde,  sein  Abiturienten -Examen 
und  eilte  nach  Breslau,  um  sich  dem  Lutzow'fiichen  Corps  anzH 
schüessen.  Mit  diesem  machte  er  den  ersten  Feldzug  mit.  Au 
dem  zweiten  Feldzuge  nahm  er  als  Landwehr -Lieutenant  Theil, 
war  bei  der  Schlacht  von  Belle- Alliance  und  zog  mit  dem  sieg- 
reichen Heere  in  Paris  ein.  —  Dann  kehrte  er  nach  Berlin  zarurk 
um  das  unterbrochene  Studium  wieder  aufzunehmen.  Er  hatte 
die  Theologie  erwählt,  beschäftigte  sich  aber  daneben  eingehend 
mit  philologischen  Studien  und  gewann  eine  Vorliebe  för  da^ 
Lehrfach,  dem  er  sich  ganz  zu  widmen  beschloss.  Nachdem  er 
das  Examen  pro  facnitate  docendi  absolvlrt  hatte»  trat  er  im  Jahre 
1817  als  Probandus  an  das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster,  wurde 
aber  bald  darauf  als  ordentlicher  Lehrer  an  das  Joachinisthalscfae 
Gymnasium  zu  Berlin  berufen.  In  die  ersten  Jahre  seiner  Lehr- 
thätigkeit  fällt  eine  weitere  Veränderung  seiner  Geistesrichtung, 
indem  er  sich  mehr  und  mehr  der  Mathematik  und  der  Physik 
zuwandte,  die  später  seine  Lieblingsstudien  bildeten.  Von  grosses 
Einfluss  auf  diese  Umwandlung  in  seinen  wissenschaftlichen  Be- 
strebungen war  der  innige  Verkehr  mit  seinem  früheren  Lehrer 
E.  G.  F  i  8  c  h  e  r,  mit  dessen  jüngster  Tochter  Johanne  er  sich  später 
(am  11.  August  1823)  vermählte.  Mit  Eifer  studirte  er  als  junger 
Lehrer  noch  die  ihm  bis  dahin  unbekannten  Gebiete  der  Mathe- 
matik, so  hörte  er  namentlich  bei  Ideler  Uifferenzial-  ond  Inte- 
gralreehnung,  und  bearbeitete  privatim  andere  Gebiete  der  Mathe- 
matik  und  Physik;  besonders  aber  fesselte  Ihn  das  Stadium  der 
alten  Griechischen  Mathematiker,  Im  Jahre  18*23  proroovirte  er 
auf  Grund  einer  mathematischen  Dissertotion»  in  welcher  er  ge- 
wisse Eigenschaften  der  Kegelschnitte  untersuchte.  Bald  darauf 
erhielt  er  den  Professortitel  und  unterrichtete  am  Joachinisthal- 
sehen  Gymnasiuiu  noch  mehrere  Jahre  theits  In  der  Mathematik, 
theils  in  philologischen  Fächern,  bis  er  im  Jahre  1827  ausersebea 
wurde»  das  alte  Kollnische  Gymnasium»  welches  seit  Ende  des 
vorigen  Jahrhunderts  mit  dem  grauen  Kloster  als  Koilnische  Schale 
verbunden  gewesen  war,  von  neuem  selbständig  zu  organisireo, 
und  zwar  mit  einem  von  dem  der  alten  Gymnasien  abweichenden 
Lehrplan  als  Kullnisches  Real-Gymnasium,  durch  welches 
der  Versuch  gemacht  werden  sollte»  die  Mathematik  und  die  Natur- 
wissenschaften in  ausgedehnter  Weise  als  Bildungsstoff  fSr  den 
h«iheren  Unterricht  zu  verwerthen.  üass  gerade  er  lur  diese  Auf- 
gabe die  geeignete  Pesönlichkeit  sein  würde,  war  aus  der  Viel- 
seitigkeit seiner  Bildung  zu   vermuthen.    Wie  er  dieselbe  gelSst 
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hat^    kann  hier  nicht  erörtert  werden.     Diejenigen  werden   es  xu 
beurtbeilen  wissen,  welche  ihn  in  seiner  amtlichen  Stellung  kennen 
gelernt  hahen;  das  Eine  aber  darf  wohl  hervorgehoben  werden, 
dae«s   aus  der  Anstalt  seit  dem  Jahre  1827  mehr  als  acht  acade* 
mische  Professoren,   die  an  deutschen  Hochschulen  unterrichten, 
hervorgegangen  sind,  eine  Thatsache,  welche,  wenn  einzeln  her- 
ausgegriffene   Erscheinungen,  einen   Schluss    auf  die    gesaroniten 
Verhältnisse  erlauben,  gewiss  als  günstiges  Zeichen  gelten  darf. 
August  leitete  die   Anstalt  bis  zu  seinem  Tode  und   hatte  das 
Gluek  sie  in  den  43  Jahren  seines  Directorats  wachsen  und  ge- 
deihen zu  sehen.    Im  Jahre  1868  wurde  unter  allgemeinster  Theif- 
nähme  sein  SOjähriges  Dienstjubiläum  gefeiert.     Jedoch  bald  nach 
jenem  .erhebenden  Feste  begann  ein  Leiden,  welches  schon  früher 
gelinder  aufgetreten  ivar,  seine  bisher  rüstigen  KrSfte  sichtlich  zu 
verringern,  und  kaum  IJ  Jahre  darauf  sollte  er  ihm  erliegen.    Am 
:^5.  März   1870    Abends    entschlief  er    sanft,    umgeben    von    den 
Seioigen. 

Seine  schriftstellerische  Thätigkeit  war,  abgesehen  von  poeti- 
schen Productionen,  zu.  denen  ihm  eine  glückliche  Begabung  ver- 
liehen war,  theils  Zwecken  der  Schule  gewidmet,  theils  wissen- 
schaftlichen. Unter  den  pädagogischen  Schriften  sind  ausser 
mehreren  lateinischen  Uebungbüchern  und  einem  deutschen  Lese- 
buche zu  nennen; 

1.  Lehrbuch  der  Elementar -Mathematik;  zuerst  ein  Cursus, 
später  vollständig  umgearbeitet  zu  drei  Cursus  erweitert.  Berlin 
hei  Reimer» 

2.  Vollständige  logarithmische  und  trigonometrische  Tafein. 
Leipzig  bei  Veit.    6  Auflagen.    (Die  erste  Auflage  1846.). 

3.  Mechanische  Naturlehre;  Auszug  aus  E.  6.  Fischers 
gleichbetiteltem  Werke.    Berlin  1840  bei  Nauck. 

4.  E.  6.  Fischers  Auszug  aus  dem  Lehrbuch«  der  Arith- 
metik. 2.  Auflage  neu  bearbeitet  von  E.  F.  Augast.  Leipzig 
bei  Hühner  1855. 

5.  E.  G.  Fischers  Lehrbuch  der  Ebenen -Geometrie  für 
Schulen,  bearbeitet  von  E.  F.  August.  «Leipzig  1853. 

6.  Professor  Emil  Fischers  Sammlung  von  Uehungsbei- 
spielen  u.  s.  w. ;  neu  bearbeitet  von  E.  F.  August.     Berlin  1869. 

Unter  seinen  wissenschaftlichen  Werken  ist  zu  nennen: 

EucHdis    Elements.      Berol.    1826  —  29.     Trautwein;    sein« 
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Mitarbeiterschaft  an  dem  „Handirurterbacb  der  Chemie  und  Physik." 
Berlin  1842^50  bei  Simion. 

Dazu  kommt  eine  Anzahl  mathematischer  und  physikalischer 
Abhandlungen ;  von.  denen  folgende  in  chronologischer  Reihenfolge 
ervi'ähot  werden  mögen: 

1.  y,Reductionsformel  für  das  Qaecksilberthermometer  bei  hohen 
Wärmegraden/'    (Ann.  der  Phys.  Bd.  89.     Berlin  1828.). 

2.  y^Ueber  die  Berechnung  der  Ezpansivkraft  des  Wasser* 
dunstes".    (Ibid.). 

3.  yyUeber  einige  isochrone  Schwingungen  elastischer  Federn.** 
(Programm  des  Küllnischen  Real- Gymnasiums  von  1829.). 

4.  «»Zur  Kenntniss  der  geometrischen  Methode  der  Alten.** 
(Insbesondere  in  Beziehung  auf  die  Platonische  Stelle  im  Meno 
22d.).    (Programm  von  1829.). 

5.  „Fortschritte  der  Hygrometrie."    Berlin  1830. 

6.  „Psychrometertafelo." 

(Beide  Schriften  beziehen  sich  auf  das  vom  Verfasser  er- 
fundene „Psychrometer**.). 

7.  ,,Ueber  die  Ausmessung  der  Trapezoidalkurper  und  Korper- 
stumpfe.*'    (Programm  von  1849.). 

8.  „Elementar-stereometrischer  Beweis  fOr  die  Anwendung  der 
allgemeinen  Kubaturformel  für  Kurperstumpfe  auf  solche  Körper» 
die  durch  Rotation  eines  Kegelschnitts  um  eine  Uauptaxe  ent- 
stehen."   (Grelle  Bd.  XLV.). 

9.  „Construction  regelmässiger  Körper  nach  einer  für  alle 
übereinstimmenden  Methode."  Berlin  1854.  (Arne  lang 'sehe 
Bachhanditiog.    R.  Gärtner.). 

Ausserdem  hat  er  noch  eine  Reihe  von  Apparaten  ersonnen, 
so  z.  B.  einen  Heliostaten;  eine  Sonnenuhr»  welche  sich 
durch  einen  Magneten  einstellt,  einen  Skiostaten»  d.  h.  eine 
Sonnenuhr,  die  ohne  Magnetnadel  und  ohne  Kenntniss  des  Meri> 
dians  aufgestellt  werden  kann,  und  in  den  letzten  Jahren  ein 
Spiral-Hygroscop»  welches  durch  die  Einfachheit  seiner  Coo* 
slruction  und  seines  Gebrauchs  schnell  eine  ziemlich  grosse  Ver> 
breitung  gefunden  hat. 

Wissenschaftlich    anregend    wirkte   er   auch  durch   die    Vor- 
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lesongen  über  Experimentalphysik,  die  er  während  einer  Reihe 
von  Jahren  im  Hörsaale  des  Koltnischen  Real -Gymnasiums  für 
Gebildete  veranstaltete.  Seine  thätige  Betheiligung  an  frissen- 
schaftlichen  Bestrebungen  aller  Art,  seine  Mitgliedschaft  in  ge* 
lehrten  Gesellschaften  und  Vereinen  kann  nur  kurz  erwähnt  wer- 
den. Die  Liebe  zur  Wissenschafl  beseelte  ihn  stets  mit  gleicher 
Frische,  und  begeistert  wusste  er  sie  zu  lehren.  Aber  auch  auf 
andere  Gebiete  «vandte  sich  seine  Arbeit;  an  allen  Bewegungen 
des  öffentlichen  Lebens ,  namentlich  des  politischen  und  kirch- 
lichen, betbeiligte  sich  lebhaft  und  nicht  erfolglos  sein  rastloser 
Geist.  Jedes  edle  menschliche  Streben  fesselte  ihn»  und  harmo- 
nisch vereinigten  sich  die  verschiedenen  Richtungen  seines  gei- 
stigen Wirkens  zu  dem  Bilde  einer  heiteren,  reich  begabten,  an* 
ziehenden  und  anregenden  Persönlichkeit.  Mit  freudigem  Stolze 
auf  dieses  reiche,  gesegnete  Leben  und  Wirken  des  Vaters  zu 
blicken  sei  dem  Sohne  vergönnt. 

Berlin,  den  L  Mal  1870. 

V.    A  ■  g  ■  t  t 


Geschichte  und  liiteratur  der  Mathematik 
und  Physik. 

Almanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.  Neunzehnter  Jahrgang.  1869.  Vergl 
LIterar.  Ber.  Nr.  CLXXXXVIIl.    S.  4. 

Auch  dieser  Jahrgang  des  Almanachs  liefert  wieder  ein  höchst 
erfreuliches  Bild  von  der  so  erfolgreichen  und  ausgebreiteten  Thätig* 
keit  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschnllten,  und  ist  in  seiner 
Einrichtung  von  seinen  Vorgängern  nicht  wesentlich  verschieden* 
—  Besonders  jedoch  enthalt  dieser  Jahrgang  auf  S.  3Q-^S.  155. 
die  ausführliche  Mittheilung  der  sänimtlichen  höchst  interessanten 
Verhandlungen,  welche  über  die  von  14  Mitgliedern  gestellte 
Frage,  ob  für  das  künftige  Bestehen  der  Akademie  vortheilhafte 
Veränderungen  in  der  Organisation  des  Instituts  herbeizufuhren 
wären,  in  der  Akademie  Statt  gefunden  haben.  Die  Antragsteller 
waren  die  Herren:  Arneth,  Fiedler,  Meiller,  Bergmann, 
C.  Freiherr  v.  Sacken,  Kner,  Ami  Bouö,  W.  Haidinger^ 
HyrtI,  Reoss,  Petzval,  Hauer,  Bornes,  Ed.  Suess.  — 
Zur  Berichterstattang  waren  ernannt  die  Herren  Arneth,  Mi* 
klosicb,  Mflnch-Bellinghansen,  Sacken,  Vahlen  ans  der 
philosophisch  -  historischen    Klasse,    und    die   Herren    Brücke, 
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6  tMerariMCher  Bericht  CCiV, 

Uaaer.9  Littrow«  Schrutter  nüd  Sues«  aus  der  oiathemaliscb- 
natarwisseo^Gbaßlichea  Klasae. 

Jeden,  der  sich  für  Naturwissenschaft  im  Allgemeinen  inte- 
ressirt«  machen  wir  ferner  aufmerksam  auf  den  höchst  interessanteD 
Vortrag:  „Die  Solidarität  alles  Thierlebens.  Von  Hof- 
rath  and  Prof.  Dr.  Carl  Rokitansky/«    (S.  184— S. 220.)- 

Endlich  bemerken  wir,  dass  Jeder  die  ausführliche  Leben«- 
skiste  von  Karl  Ludwig  Reiche ubacb,  geboren  zu  Stuttgart 
am  12.  Februar  1788,  gestorben  auf  einer  Reise  au  Leipaig  an 
19.  Januar  I8(i9  (S  326—8.  369),  in  welcher  die  Wissenschaft- 
lieben  Verdienste  dieses  vielfach  verkannten  Mannes  zu  unserer 
besonderen  Freude  in  gebührender  Weise  geB'urdigt  werden,  mit 
besonderem  Interesse  lesen  wird.  Den  Schlussworten  dieser 
Skizze:  „Der  ehren^iolle  Platz,  den  RelebeMbaeli  in  der 
Wissenschaft  einnimmt,  bleibt  ihm  jedenfalls  gesichert, 
wenn  er  auch  in  seiner  Odiehre  zu  weit  ging*'  scbllessen 
wir  uns  vollkommen  an. 


Wir  verfehlen  nicht,  unsere  Leser  darauf  aufmerksam  zu 
machen,  dass  Herr  Principe  B.  Boncoropagni  sein  in  dem 
Bnllettino  di  Bibliografia  ediStoriadellesciense  ma- 
tematiche  e  fisiche  (als  eine  Recension  des  bekannten  grossen 
Werkes  von  C«  A.  Valson)  veroflentlichtes  Leben  Cauchy's 
als  eine  besondere  Schrift  unter  dem  folgenden  Titel  hat  er- 
scheinen lassen: 

Intorno  ad  un'  opera  del  Sig.  C.  A.  Valson  intito- 
lato  La  Vie  et  les  Travaux  du  Baron  Cauehy,  recen- 
sione  di  B.  Bonconipagni.  Roma.  Tipografia  delle 
scienze  matematiche  e  fisiche.    1869.    4^.    (p.  1 — p.  102.). 

Dieito  an  sich  wichtige  und  buchst  interessante  Schrillt  ist 
namentlich  auch  allen  denen  |im  höchsten  Grade  zu  empfehlen, 
welchen  das  grosse  zweibändige  Werk  des  Herrn  C.  A.  Valson 
aber  das  Leben  des  grossen  Mathematikers  zu  unifangreich  ist. 
Wir  haben  Herrn  Boncompagni's  schHue  Schrift  mit  dem  gros- 
sten  Inteiesse  wiederholt  gelesen.  G. 
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Litermrischer  tteriehi  C€IV. 


Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  Vergl.  Literarischer  Be- 
richt Mr.  cell.    S.  8. 

Band  LIX.  Heft  IV  und  V.  v.  Littrow:  Zählung  der  nörd- 
lichen Sterne  im  Bonner  Verzeichnisse  nach  (iröM^en.  S.  569.  — 
Schlesinger:  Darstellung  der  räumlichen  Coliincar  Projectionen 
in  orthogonalen  Ahbilduiigen.  Ein  Beitrag  zur  liestaltung  der 
darstellenden  Geometrie  im  Sinne  der  neueren  Geometrie.  (Mit 
1  Tafel.).  S.  836.  —  v.  Tschudi:  Berichte  über  die  Erdbeben 
und  Meeresbetregungen  an  der  Westküste  Sfld« Amerikas  am 
13.  August  1868.  S.  663.  —  v.  Haldinger:  Der  Meteorit  von 
Goalpara  in  Assam  nebst  Bemerkungen  über  die  Rotation  der 
Meteoriten  in  ihrem  Zuge.  (Mit  2  Tafeln  und  2  Holzschnitten.}. 
S.  665.  —  Boltzmann:  Ueber  die  Festigkeit  zvieier  mit  Druck 
übereinander  gesteckter  cylindrischer  Rohren.  S.  679.  —  Haag: 
Ein  merkwürdiger  Sonnenfleck.  (Mit  1  Tafel.).  S.  69K  —  Stefan: 
Ueber  die  Grundformeln  der  Elektrodynamik.  (Mit  7  Holzschnit- 
ten.). S.  693.  —  V.  Waltenhofen:  Ueber  die  Grenzen  der  Mag- 
nefisirbarkeit  des  Eisens  und  des  Stahles.  S.  770.  —  Oppolzer: 
Berichte  der  zur  Beobachtung  der  totalen  Sonnenönsterniss  des 
Jahres  1868  nach  Aden  unternommenen  Österreichischen  Expedi- 
tion. VL  Bericht.  Geographische  Coordinaten  von  Aden  (Leucbt* 
thurm.).    S.  889. 

Band  LX.  Heft  1.  Boltzmann:  Ueber  die  elektrodyna- 
mische Wechselwirkung  der  Theile  eines  elektristcben  Stromes 
von  veränderlicher  Gestalt.  (Mit  1  Tafel.).  S.  69.  —  Kiechl: 
Versuche  zur  Bestimmung  des  calorischen  Aepuivalentes^der  Elek- 
tricität.    (Mit  I  Holzschnitt.).     S.  121. 

Band  LX.  Heft  11.  Hann:  Untersuchungen  über  die  Winde 
der  nördlichen  Hemisphäre  und  ihre  klimatologische  Bedeutung. 
(Mit  2  Tafeln.).  S.  163.  —  v.  Obermayer:  Experimentelle  Be- 
stimmung des  Leitungawiderstandes  in  Platin- Blechen.  (Mit  1 
Tafel.).  S.  245.  —  Weiss:  Berichte  der  zur  Beobachtung  der 
totalen  Sonnenfinsterniss  des  Jahres  1868  nach  Aden  unternom- 
menen  österreichischen  Expedition.  VII.  Bericht.  Schluss:  Stern- 
schnuppenbeobacbtungen  in  Aden.  (Mit  3  Karten.).  S.  326.  — 
Win  ekler:  Ueber  einige  vielfache  integrale.    S.  379« 


Digitized  by  VjOOQIC 


8  Liier articher  Bericki  CC/V. 

Giornaledi  Matematiche  ad  asodegii  studenti  delie 
universitä  italiane,  pubblicato  per  caradei  Professor« 
G.  BattagliDi.    Napoii.    (S.  Liter.  Ber.  Nr.  CCIll.    S.  10.). 

Anno  VIII.  Marzo  e  Aprile  1870.  Lezioni  saila  Ternio- 
dinamia;  pter  M.  Zannotti.  p«  65.  —  Note  sur  rinipossibilit^  de 
d^montrer  par  une  construction  plane  le  principe  de  la  theorie  des 
paralleles  dit  Postulatum  d'EucJide:  par  J.  Hoüel.  p.  84.  —  Ap- 
plicazione  del  Metodo  di  Hamilton  al  moto  dt  an  punto  sopra  uDa 
saperfieie;  per  E.  Padova.  p.  90.  —  Teoremi  a  dimostrare;  per 
V.  N.  Bitonti.  p.  96.  —  Memoria  soll'  attrazione  degli  Sferoidi; 
per  R.  del  Grosso,    p.  97. 

Annali  di  Materoatica  pora  ed  applicata,  diretti  da 
F.Brioschi  e  L.  Cremona  (Presse  II  R.  Istituto  Teenico 
Superioredi  Milano)  in  continnazione  degli  Annali  gia 
pubblicati  in  Roma  dal  pro  f.  Tprtolini.).  Milano.  4*^. 
(Vergl.  Liter.  Beriebt  Nr.  CCIII.  S.U.). 

Serie  11«.    Tonio  HR    Fascicolo  S'^.    (Aprile  1870.). 

Zeatheii:  Sur  les  singularitös  ordinaires  d'une  courbe  gaucbe 
et  d'one  surface  döveloppable.  p.  170.  —  Smith:  Appendiee  au 
Memoire  sur  quelques  probidmes  cubiques  et  biquadratiques.  pag. 
218.  r— Schaefli:  Sullo  sviluppo  del  periodo  imginario»  pel  caso 
che  il  modulo  delie  funzioni  ellitiche  sia  abbastanza  piccolo.  pag. 
243.  —  Volpicelli:  Della  distribuzione  elettrica  sui  conduttori 
isolati.    p.  249. 
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